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O estudo do movimento do pido é muito simplificado se o substituimos por uma massa pontual
dotada de momento angular préprio, de médulo constante e sempre dirigido ao ponto fixo, além
do momento angular orbital da massa pontual. Com isto, a sua dindmica pode ser abordada com
a mecanica newtoniana do ponto material - o que, certamente, é de enorme ajuda didatica -, com
todos os aspectos essenciais preservados. Impondo-se leis de conservacao, o problema é ainda mais
simplificado e as equacoes de movimento sao prontamente obtidas. Com adequado ajuste, o método
pode ser usado para abordar-se o caso em que a rotagao é varidvel no tempo.

The study of the top motion is greatly simplified if we alternatively choose to study that of a
spinning point mass with a constant, in modulus, intrinsic angular momentum always pointing
toward the fixed point, besides the orbital one due to the motion of the point mass. This allows
us to use the Newtonian mechanics of the point mass - which certainly greatly helps teaching -,
without spoiling its essential features. Imposing conservation laws the problem is further simplified
and the equations of motion are readily obtained. With adequate changes the method may be used

for the case of a top with variable spin.

I Introducao

Foi sugerido anteriormente que o estudo do movimento
do pido com um ponto fixo tornar-se-ia bem mais ac-
cessivel [1] fazendo-se o pido coalescer numa massa
pontual dotada de rotacdo (‘spin’), com mddulo cons-
tante e direcdo sempre apontando para o ponto fixo.
Ao contririo do que acontece nos tratamentos usu-
ais - como o de Goldstein [2] realizado via Mecénica
Analitica, ou como o de Synge e Griffith via Mecanica
Racional do corpo rigido [3] - a idéia intuitiva da con-
servacdo do momento angular intrinseco de rotacdo é
admitida de inicio, desanuviando parcialmente a fisica
do problema. Com a simplificacdo de coalescer o pido
no seu centro de massa e dotando o mesmo de momento
angular de médulo constante e sempre apontando para
o ponto fixo, o problema. pode ser tratado newtoniana-
mente, o que, sem duvida, é de grande ajuda didatica.
Como de praxe, a ulterior imposicdo de leis de con-
servacao encurta a solucao , e diga-se de passagem, que
esta emerge com um minimo de perda formal em relagdo
ao tratamento em que o pido é considerado um corpo
rigido. O método pode ser estendido sem dificuldade
ao caso em que o momento angular intrinseco varia no

tempo, como na pratica ocorre pelo atrito no ponto
fixo. Para quem interessar, o estudo lagrangeano e ha-
miltoniano de um sistema de massas pontuais dotadas
de spin pode ser encontrado em [4].

IT O movimento newtoniano do
piao

Na Fig. 1, o ponto M representa o centro de massa
(c.m.) do pido e no texto M serd a sua massa. R é a
distancia de M ao ponto fixo O. [_:0, 0 vetor momento
angular intrinseco, tem moédulo constante e estd sem-
pre orientado na direcdo OM. Na solucdo newtoniana
estuda-se o movimento de M impondo-se que o mo-
mento do peso iguala a variagdo do momento angular
total, composto de Eo e do momento angular orbital
devido ao movimento de M. Entretanto, procedimento
mais direto pode ser adotado, o de impormos duas leis
de conservacao, a do momento angular total ao longo do
eixo vertical fixo Oz, paralelo a forca peso, e a da ener-
gia. E interessante notar que nesta ultima somente a
conservacao da energia do movimento orbital, cinética
e potencial, necessita ser considerada, um a vez que
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energia do movimento de rotagdo intrinseco estd pres-
crito, sendo constante no caso usualmente tratado em
que nao ha atrito entre o eixo do pido e o ponto fixo.
Um pouco de reflexdo mostra que esse serd também o
caso se houver amortecimento da rotacdo, ou, em geral
se esta variar no tempo, como se verd na secdo IV.
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Figura 1. A massa pontual M, representando o pido, com
movimento orbital em torno do ponto fixo O, é dotada de
momento angular [_:0, apontando sempre na dire¢cado OM. ¢
e ¢ sao coordenadas esféricas, OM=R e Mg é o peso de M.

IIT Leis de conservacao

ITI.1 Momento angular em torno do eixo Oz

A velocidade orbital de M, v , é
V = RV + Rsentp (1)

sendo ¥ e ¢ os versores esféricos usuais (nfo estio mos-
trados na figura). Para o momento angular orbital em
torno de Oz somente a componente na direcdo @ de v
contribui. Considerando-se também a componente de
Lo tem-se

%(MR%bsen%? + Lycosd) =0 (2)

ou seja, com C] uma constante,
M R?psen® + Locost) = Oy (3)

II1.2 A energia

Como dissemos, somente a energia do movimento
orbital necessita ser considerada. Ela é, com Cs uma
outra constante,
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%MR2(192 + ¢?sen?V) + MgRcos® = Cy  (4)

A {nica diferenca que as Eqs. 3 e 4 mostram em relagdo
as do pido ‘encorpado’ [2,3] é que nestas aparece 0 mo-
mento de inércia I; do pido em relagdo a um eixo per-
pendicular a OM, passando por O, em vez do termo
MR2. Esta é a deformacdo formal causada pelo tra-
tamento simplificado, na verdade algo ndo importante.
Daqui em diante usaremos I; no lugar de MR?, com o
que as Eqs.2 e 4 serdo escritas como

I psen?V + Locost) = Oy (5)

1—21(192 + ¢?sen) + MgRcosd) = Cs (6)

IV A precessao e a sustentacao

Dadas as constantes C e Cs, as Eqs.5 e 6 podem ser
integradas, em principio substituindo-se o valor de ¢
tirado da Eq.5 na Eq.6. Note-se que todo o efeito da
rotagdo estd no termo Lgcos®d na Eq.5 e para aquila-
tarmos sua importancia no movimento do pido, vamos
supor que inicialmente Je ¢ sejam nulos. Se Ly é nulo,
(1 na Eq.5 serd nulo, e portanto ¢ também se anulara.
A Eq. 6 mostrara que ¥ crescerd no tempo.

Para analisarmos o que ocorre quando Ly é diferente
de zero, é melhor usarmos a Eq.2, que para t =0 d&

I 3(0)sendo = Lo (7)
ou seja, que para tempos pequenos,

Lot
I1sendy

1

p(t) (8)

(esquegamos o ‘bug’ em vg), isto é o pido comega a pre-
cessionar no sentido de sua rotacdo. Como na Eq.6, ¢
aparece ao quadrado, o movimento inicial de 9 nao é
alterado pela rotacao, mas o serd em tempos maiores
j4 que com o crescimento de ¢, o termo (I; /2)¢?send
contribui negativamente para o crescimento de J. Por-
tanto, a rotacdo faz o pedo precessionar ao mesmo
tempo que o sustenta, freiando sua queda.
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V  Rotagao com atrito

O caso do pido com rotacdo variada também pode ser
abordado. Em vez de impormos a conserva¢do do mo-
mento angular na Eq.2, estipulamos sua razao de va-
riagdo. Seja esta em médulo dL(t)/dt. Temos entdo em
vez da Eq.2

d, . _dL(1)
o (I1psen“d + L(t)cosd) = 7 cost) (9)

Como vamos supor que o movimento orbital se faz sem
atrito, sua energia total é conservada e dai que a solugao
do problema pode ser encontrada usando-se as Eqs. 9
e Eq.6. Nas ilustragoes que faremos vamos supor que
o atrito faz o momemto angular decrescer de forma ex-
ponencial, L = Loy exp(—At), com A constante e Log 0
momento angular inicial.

Suponhamos que o atrito seja pequeno, isto é, que
A seja pequeno. Suponhamos também que o pido seja
inicialmente rapido e que esteja em precessao lenta, ou
seja, que

MgR
§10)

com L(0) = Lop >> MgR e 9 = 0. Podemos admi-
tir que comecando a agir o atrito a Eq.10 permaneca
vélida, com ¢ aumentando a medida que L(t) diminui.
Vamos achar como varia velocidade angular J. Da Eq.9
obtemos

© = (10)

L %(c,bsen%?) =~ JL(t)send) (11)

e como a derivacio de sen?d d4 termo em ¢, pequeno,
temos

I gsend) =2 L(t)d (12)
e usando a Eq.10 temos para i

3 A I; M gRAsend

(V= 13
equacao que pode ser integrada em ¥, fornecendo
v 2 10 At 3
to— = ol liMgR/2L50](e™ —1)y 70 14
95 =e 9% (14)

sendo Y9 o angulo inicial. A aproximacdo de pido
rapido, Eq.10, deve valer até que o momento angular
do pido caia ao valor do momento angular orbital, isto

é, que
L~ L(t) (15)
ou seja, até t,, tal que

e*QAtm - IlMgR

~ 1 1
212, << (16)

o que quer dizer que a Eq.14 valerd até o angulo igual
a
U =2 2arctg(etgio/2) (17)

com e a base neperiana. Na Fig. 2 mostramos 1, como
funcdo de 9. Por exemplo, o pido rapido comecando
a 80° permanece rapido até atingir o angulo de cerca
de 133°, independentemente do valor de A. Isto parece
sugerir que a Eq.17 é valida mesmo que o atrito seja
mais severo.
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Figura 2. O angulo maximo ¥,, em que a aproximagado de
pido répido é valida, Eq.17, em funcao do dngulo inicial 9.

VI Consideragoes finais

O método newtoniano tanto leva a simplicagdo do pro-
blema como a interpretagoes mais diretas. Sem duvida,
o fato de se admitir de inicio que, no caso sem atrito, o
moédulo do momento angular do pido em relagdo ao seu
eixo se mantém constante, aviva a intuicdo enquanto
que no tratamento lagrangeano [2] com os adngulos de
Euler, aquele fato nao fica as vezes claro. Isto porque
na construgdo dos angulos de Euler [2], a rotagdo fi-
nal em torno do eixo OM, com velocidade angular o),
é chamada de spin [4-6], o que ndo é correto, ji que
a primeira rotacdo de eixo Oz, com velocidade angu-
lar ¢, tem componente ¢ cos ¥ ao longo de OM. Além
disto, a separacao feita entre o movimento interno e o
orbital permitiu ver que na conservacao da energia so-
mente a do movimento orbital intervem, permitindo a
abordagem do caso com ‘spin’ varidvel na secao 5.
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