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Neste artigo discutimos a algebra geométrica do espago-tempo de Minkowski e algumas das suas

aplicagoes dentro da Teoria da Relatividade Restrita. Para isso fazemos inicialmente uma discussao

e comparacao entre espagos euclideanos e pseudo-euclideanos tomando como exemplo o plano.

Rotagdes espaciais e hiperbdlicas sido discutidas em detalhes. As dlgebras geométricas do plano eu-

clideano e do plano pseudo-euclideano sao discutidas detalhada e comparativamente. Discutimos o

conceito de espaco-tempo e entdo a algebra geométrica do espago-tempo, em termos da qual discu-

timos depois os aspectos principais da Teoria da Relatividade Restrita. Uma das grandes vantagens

do formalismo fica manifestada pois a algebra geométrica do espago-tempo é uma generalizagdo

quase trivial das outras consideradas.

I Introducao

Uma das mais importantes consequéncias da Teoria da
Relatividade (TR)! foi ter mostrado claramente a ina-
dequacao do conceito de espaco e tempo usados na
Fisica Classica. O “espaco fisico” tridimensional da
nossa percepc¢ao imediata nao possui uma existéncia ob-
jetiva independente de cada um de nés. Segundo a TR,
o espaco onde os eventos ocorrem é um espaco qua-
dridimensional chamado espago-tempo, composto nao
apenas pelas direcoes espacials usuals mas também
por uma direcao de carater temporal. Mais ainda,
este espaco-tempo nao possul uma estrutura euclide-
ana (como a do “espaco fisico” tridimensional) mas sim
uma estrutura pseudo-euclideana.

QOutras teorias, como por exemplo a Mecanica
Quantica, certamente desafiam mais o senso comum do
que a TR. Nao por isso que a TR, possa ser mais “facil”
ou “dificil” do que outras teorias. Sem duvida é a ne-
cessidade do pensamento quadrimensional o obstaculo
mais dificil de ser contornado para podermos apreciar
e entender plenamente a TR. A dificuldade estd na im-
possibilidade de visualizacao e nesse caso a unica fer-
ramenta (cientifical) que nos resta para explorarmos o
mundo quadrimensional é a Matematica.

A linguagem matematica é mais do que a linguagem

da Fisica: é a linguagem e a visao. Entretanto, nao
basta um bom treinamento matematico para podermos
“ver” através de simbolos e equagoes. E preciso acima
de tudo um formalismo matemdtico adequado para li-
dar com estes simbolos, de modo que as relagoes ex-
pressas pelas equacgoes dentro deste formalismo possam
ser plenamente compreendidas e interpretadas. Mais
ainda, este formalismo deve ser geral, por exemplo no
sentido em que possa ser utilizado no estudo de espacos
bidimensionais, tridimensionais, quadrimensionais, etc.
Com efeito, qual a utilidade para a TR de um forma-
lismo matematico que s6 possa ser aplicado a um espago
tridimensional?

Esta é a situacao da algebra vetorial de Gibbs-
Heaviside! Primeiro, devemos lembrar a importancia
de uma algebra vetorial. De fato, varias quantidades
fisicas e geométricas téem natureza vetorial. Nao ape-
nas a definicao de algumas destas quantidades como
também certas relacoes dependem da defini¢ao de um
produto de vetores. Um espago vetorial equipado com
um produto de vetores é o que denominamos uma
algebra vetorial. A algebra vetorial de Gibbs-Heaviside
é aquela na qual o produto de vetores é o conhecido
produto vetorial, plenamente difundido entre os alunos
de Fisica e outras Ciéncias desde o primeiro ano de
estudos. Ocorre que este produto vetorial nao eziste

1 Ao longo deste artigo consideraremos apenas a chamada Relatividade Restrita e ndo a Relatividade Geral. TR serd portanto

sinénimo aqui de TRR.



em espacos bidimensionais ou quadridimensionais, por
exemplo. Ora, isto é um defeito imperdodvel!? Uma
estrutura matematica cuja aplicabilidade se limita uni-
camente a um espaco tridimensional nao pode merecer
muito crédito; ela é de fato estéril pois nao pode ser
reproduzida para outros espacos e portanto nao per-
mite que através de comparacao e generalizacao outros
mundos possam ser explorados matematicamente.

Paradoxalmente, decorrido quase um século da TR,
a algebra vetorial de Gibbs-Heaviside ainda é a estru-
tura algébrica basica envolvida sobretudo no ensino da
Fisica Classica. O que precisamos aqui é de uma outra
estrutura matematica baseada em uma outra definicao
do produto de vetores em termos da qual possamos for-
mular os conceitos e as teorias fisicas que tem lugar
em um espaco tridimensional mas que nao esteja limi-
tada a este espaco. Definitivamente a algebra de Gibbs-
Heaviside nao € esta estrutura. Nesse caso a pergunta
obvia é: existe alguma alternativa?

Neste artigo pretendemos apresentar as chama-
das dlgebras de Clifford ou dlgebras geoméiricas como
esta alternativa e explorar sua utilizacao dentro da
TR. Antes mesmo do advento da algebra vetorial de
Gibbs-Heaviside, W. K. Clifford apresentou esta es-
trutura — que ele denominou algebras geométricas —
que nao contém certos problemas conceituais presen-
tes na algebra de Gibbs-Heaviside e que nao esta li-
mitada a um espaco tridimensional. A diferenca entre
as algebras geométricas e a algebra de Gibbs-Heaviside
estd na definicao do produto de vetores. O produto
geométrico (ou de Clifford) de vetores nao apenas pode
ser definido em qualquer espaco vetorial como também
contém mais informacoes do que o produto vetorial
usual (quando este existe). Ele também possui ou-
tras vantagens como associatividade e existéncia de um
elemento inverso, propriedades que nao sao satisfeitas
pelo produto vetorial da algebra de Gibbs-Heaviside.
A dlgebra geométrica do espago euclideano [1] permite
uma completa formulacao dos desenvolvimentos das
areas classicas da Fisica (como por exemplo a Mecanica
[2] e o Eletromagnetismo [3]) com vérias vantagens so-
bre as formulacoes usuais. Uma das maiores vantagens,
porém, aparece quando saimos do dominio classico dos
fenomenos e entramos no dominio quantico. De fato,
dentro da algebra geométrica esta presente o conceito
de spinor [1], que é o objeto matemdtico em termos do
qual descrevemos quanticamente os férmions de spin
1/2 como o elétron. Consequentemente, o mesmo for-
malismo pode ser utilizado para descrever fenomenos
classicos ou quanticos!
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Do ponto de vista do estudo da TR, existem
duas grandes vantagens no formalismo das algebras
geométricas. Primeiro, a passagem do espaco tridimen-
sional para o espaco-tempo quadridimensional dentro
deste formalismo se faz simplesmente trocando (com as
devidas adaptacdes) n = 3 por n = 4. Depois existe
a particularidade do espaco-tempo nao ser euclideano
mas sim pseudo-euclideano. Nesse ponto aparece a se-
gunda vantagem. Podemos estudar e compreender as
diferencas entre espacgos euclideano e pseudo-euclideano
estudando primeiro o exemplo bidimensional (plano)
através das algebras geométricas destes espacos. As
modificacoes para o espaco-tempo quadridimensional
sao entao novamente triviais.

As algebras geométricas de Clifford sao de certa
forma o resultado da fusdo (e posterior generalizagio)
de dois sistemas: os quatérnions de Hamilton e a
algebra de extensao de Grassmann. Os quatérnions
de Hamilton sao uma generalizacao natural do sistema
dos nimeros complexos. Enquanto os nimeros com-
plexos estao associados com a geometria ortogonal do
plano?, os quatérnions estdao associados com a geome-
tria ortogonal do espaco (tridimensional). Clifford mos-
trou como definir o produto quaternionico em termos da
algebra de Grassmann. Como a algebra de Grassmann
é definida para qualquer espacgo vetorial, independente
da sua dimensao, Clifford pode entao generalizar este
produto para um espaco vetorial arbitrario. Além desta
generalizagao para um ntimero arbitrario de dimensoes,
a correta formulagao do problema permitiu também a
sua generalizacdo para outros espacos que nao apenas
os euclideanos (considerando entdo outras geometrias
além da ortogonal). Por estes motivos, é natural utili-
zarmos uma algebra geométrica para estudarmos a TR.

Nesse ponto deve estar claro que o problema capi-
tal é a definicdo do produto de vetores. Para sermos
um pouco mais especificos (e adiantando um pouco o
que discutiremos adiante), vamos detalhar a no¢ao do
produto geométrico de vetores. Podemos olhar a de-
finicao do produto de vetores dentro de uma algebra
geométrica partindo de um espaco vetorial equipado
com uma forma bilinear e simétrica ¢. A quantidade
¢(v,v) é uma quantidade escalar que associamos com
o médulo do vetor v. Dado

vV =vie] + vaes + - -+ vpey, (1)

ent
podemos escrever g¢(v,v) de uma maneira geral na

para uma escolha conveniente da base B = {eq, ..

forma

g(v,v) = :I:(vl)2 + (02)2 +... £ (vn)z. (2)

20 produto vetorial apresenta ainda outros problemas além deste mas nao é o caso aqui discuti-los. Uma discussao mais detalhada

pode ser vista em [1].

3De fato, basta lembrar aqui a interpretacio geométrica dos niimeros complexos em termos do plano de Argand-Gauss- Wessel.
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Esta expressao com os diversos sinais acima todos po-
sitivos é bem conhecida; o significado de expressoes
com sinais negativos serd discutido adiante e por en-
quanto vamos apenas aceita-las. O produto geométrico
(ou de Clifford), que denotaremos simplesmente por
justaposicao — como em vu significando o produto
geométrico dos vetores v e u — é a algebra associativa
tal que o produto de vetores satisfaz

(U1e1 +v2e2 + .-+ Unen)(v1e1 +v2e2 + -+ Unen)
= :|:(’U1)2 :|: (’02)2 :|: e :|: (’Un)2. (3)

Veremos adiante solugoes deste problema. O que deve
estar claro por enquanto é que o produto no lado es-
querdo desta equacao nao se trata do produto escalar —
o qual, entretanto, aparecera como uma caso particular
do produto geométrico assim definido.

Este artigo esta organizado da seguinte forma. Na
préxima secao discutiremos as principais diferencas en-
tre os espacos euclideano e pseudo-euclideano consi-
derando como exemplo o plano. Depois exibiremos
as algebras geométricas do plano euclideano (sec.3) e
do plano pseudo-euclideano (sec.4), procurando sem-
pre que possivel comparar estas duas para melhor en-
tendermos as diferencas e similaridades entre elas. Na
quinta secao discutiremos o conceito de espaco-tempo.
Nao pretendemos de maneira alguma fazer uma dis-
cussao detalhada do conceito de espaco-tempo dentro
da TR. Iremos assumir alguma familiaridade com este
conceito embora tentaremos desenvolver o assunto da
maneira mais completa possivel. Em outras palavras,
nao se deve esperar entender completamente o conceito
de espaco-tempo e a préopria TR através do conteido
da sec.h; entretanto, esperamos fazé-la tao completa
quanto possivel para que ndo seja necessario (para aque-
les nao completamente familiarizados com estes con-
ceitos) a consulta de referéncias complementares para
o andamento da leitura do texto. Na sec.6 introdu-
zimos e discutimos a algebra geométrica do espago-
tempo. Como veremos, a definicao desta algebra se
faz de uma maneira quase trivial comparada com as
algebras geométricas do plano euclideano e pseudo-
euclideano. Algumas adaptagoes sao necessarias, é ver-
dade, mas todas sao naturais e consequéncia da di-
mensao do espaco ser maior que a dos exemplos consi-
derados. Esta sem duvida é uma das grandes vantagens
deste formalismo. Nesse ponto os principais aspectos da
algebra geométrica do espago-tempo ja foram discutidos
nos exemplos das algebras do plano e esperamos que se
tornem mais facilmente compreensiveis. Finalmente na
sec.7 discutimos os aspectos principais da cinematica e
dinamica relativisticas utilizando a algebra geométrica
do espaco-tempo. Como veremos, as férmulas envolvi-

das na TR sao demonstradas facilmente com esse for-
malismo. Na sec.8 apresentamos nossas consideracoes
finais.

Embora nao seja estritamente necessario nenhum
conhecimento prévio das algebras geométricas para a
leitura deste artigo, € muito recomenddvel a leitura do
nosso artigo acerca da algebra geométrica do espaco
euclideano [1], mais especificamente das suas segunda e
terceira secoes. Isto certamente ajudara muito na com-
preensao geral da estrutura das algebras geométricas e
da sua generalidade.

II Espacos Euclideano versus

Pseudo-Euclideano

As diferencas fundamentais entre os espacgos euclide-
anos e pseudo-euclideanos podem ser apreendidas to-
mando como exemplo o plano. Os modelos em questao
tratam de um espaco com apenas duas dimensoes espa-
ciais (no caso do plano euclideano) e de um espaco com
apenas uma dimensao espacial e uma dimensao tempo-
ral (no caso do plano pseudo-euclideano).

Nosso ponto de partida é o plano por enquanto
sem nenhuma estrutura métrica previamente definida.
Seja {e1, ez} uma base do espago vetorial 2?2, de modo
que um vetor arbitrario deste espago é da forma v =
vie; + vses. Para evitar complicagoes desnecessarias
vamos tomar os vetores e; e es ao longo das direcoes
associladas com coordenadas cartesianas do plano. Mui-
tos conceitos se aplicam nesse ponto; por exemplo, po-
demos falar em combinacao linear, independéncia li-
near, espaco dual, transformacdes lineares, etc. Porém,
para falarmos em ortogonalidade precisamos de uma es-
trutura métrica, ou seja, de uma aplicacdo (bilinear e
simétrica) ¢ : B? x B? — R. Dois vetores v e u sio
ditos ortogonais se g(v,u) = 0.

A aplicagao ¢ é uma estrutura adicional sobre um
espaco vetorial. Mais ainda, ela nao precisa ser unica-
mente definida. Para o caso de um espaco euclideano
e em termos da base {ej, ez} a aplicacao ¢ é da forma
gr dada por

gE(el,el) = gE(ez,ez) =

1
gs(e1,e2) = gp(ez,e1) = 0. (4)

Com isso segue usando a propriedade de bilinearidade
que

g2(v,v) = (v1)" + (v2)” = |v[". ()

Como vemos, g5(v, V) estd relacionada com o chamado
produto escalar.

O ponto fundamental aqui é que o espago euclideano
€ definido por esta aplicacdo ¢z. Em outras palavras,



o adjetivo euclideano se aplica ao espago equipado com
esta forma particular® da aplicacdo g. Para uma outra
defini¢ao de ¢ a estrutura métrica adicional do espaco
vetorial podera apresentar propriedades distintas da-
quelas de um espaco euclideano.

Podemos pensar em definir outras aplicacoes g e
consequentemente outros tipos de espaco. Por exem-
plo, podemos considerar g, dada por

gAE(elael) = gAE(QZan) =-1,
gAE(elan) = gAE(QZael) =0, (6)

de modo que
Jap(v,v) = —(v1)" = (v2)” = —|v|*. (7)

Chamaremos um espago vetorial com esta aplicacao g, x
de anti-euclideano.

Apesar do prefixo “anti” sugerir alguma proprie-
dade “as avessas” deste espaco, ele ainda é essenci-
almente euclideano. Por exemplo, tanto num espago
euclideano quanto num espaco anti-euclideano vale
o teorema de Pitagoras. A diferenca entre estes
espacos € que enquanto em um espacgo euclideano te-
mos ¢gz(v,v) > 0, Vv, em um espaco anti-euclideano
temos ¢g4z(v,v) <0, Vv. Uma vez que usamos g para
definir 0 médulo |v| de um vetor v, no caso euclideano
definimos |v|? = gx(v, V) e no caso anti-euclideano de-
finimos |v|? = —g.p(v,v). Com isso nos dois espacos
temos |v| > 0.

Por outro lado, poderiamos ter simplesmente de-
finido |v|? = g(v,v) tanto para ¢ = g como para
g = gap. Nesse caso terfamos |v|% > 0 mas |v]%, < 0.
A diferenca entre estes dois casos é completamente ir-
relevante. O importante é que |v|? em qualquer um
destes casos ou é sempre nao-negativo ou é sempre nao-
posttivo. Um leitor mais preocupado pode estar se per-
guntando: mas o modulo nao é uma quantidade sempre
nao-negativa? Sim, para o caso envolvendo nimeros!
Entretanto, o que temos aqui sao vetores e nao numeros.
O importante é que nao tenhamos aqui ao mesmo tempo
casos em que o moédulo seja positivo e casos em que o
médulo seja negativo. Para um leitor que esteja um
tanto confuso talvez seja melhor pensar em dois concei-
tos distintos: modulo e valor absoluto. Podemos entao
pensar em valor absoluto como uma quantidade sempre
nao-negativa e tal que o mdédulo seja ou igual ao valor
absoluto ou igual ao oposto do valor absoluto conforme
cada um dos casos acima. Mais uma vez, o importante
aqui é que para fodos os vetores a quantidade g(v,v)
ou é sempre nao-negativa ou é sempre nao-positiva.

O caso realmente distinto ocorre quando temos um
espaco onde podemos ter vetores tais que g(v,v) seja
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positivo, negativo ou nulo. Isso acontece para grx dado
por

gPE(elael) = _gPE(QZan) =1,

gPE(elan) = gPE(e2a el) = 0. (8)

Nesse caso encontramos que

gre(v,v) = (01)" = (v2)”. (9)

Evidentemente ¢, (v, v) pode ser positivo, negativo ou
nulo conforme tenhamos v1 > v, v1 < vs ou vy = v,
respectivamente. Um espago (neste caso o plano) equi-
pado com ¢ da forma ¢z € chamado um espago pseudo-
euclideano.

Para entendermos um pouco melhor a diferenca en-
tre espacos euclideano e pseudo-euclideano vamos olhar
com mais detalhes para as equacdes (5) e (9). Primeiro,
vamos olhar para a eq.(5). Vamos considerar o conjunto
de vetores tais que

(01)2 + (02)2 = 72 = constante, (10)

ou equivalentemente
e w
( r + r/) o (1)

Esta equacao nada mais é do que a equacao de uma
circunferéncia de raio unitario.

A €1
sin 6 v 4 :
10
S —— >
cosB 1 e,

Figura 1. Uma circunferéncia de raio unitario parametri-
zada pelo angulo 6.

Como é bem sabido, uma circunferencia pode ser
parametrizada através de um angulo #. Olhando para
a eq.(11) e lembrando a conhecida relacdo entre as
funcgoes seno e co-seno,

cos20 + sin?f = 1, (12)

* A eq.(4) depende da base escolhida. Para uma outra base as expressdes dadas pela eq.(4) podem ser diferentes. Para ndo entrarmos
nestes detalhes durante esta discussao estamos assumindo que a base que escolhemos esta fixada.
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vemos que podemos escrever

vy = rcosd, vy = rsind. (13)
E oportuno lembrarmos aqui a expressao para as
func¢oes seno e co-seno em termos da exponencial com-
plexa, ou seja,

6 .—if i —if
cos@:i, sin@:i, (14)
2 21
ou ainda '
e = cos0 + isinb, (15)
onde i é a unidade imagindria (2 = —1).

O conjunto de vetores que satisfaz a condicao |v| =
r = constante pode portanto ser escrito na forma

v = r(cos fle; + sinfes). (16)

Qualquer um dos vetores que satisfazem a condicao
|v| = r pode ser obtido a partir de um outro satis-
fazendo esta condi¢ao através de uma rota¢do por um
angulo apropriado. Vale lembrar que em uma rotagao
as componentes de um vetor v mudam de acordo com

’ .
V] = ¥1 COS & + vz SIN &,

vh = —vy sina + vy cos o, (17)
onde « é o angulo de rotagao.

Vamos agora olhar para a eq.(9) e considerar a
condi¢ao andloga & da eq.(10), ou seja,

(01)2 — (02)2 = constante. (18)

Aqui, entretanto, ao contrario do caso euclideano, de-
vemos distinguir trés casos: esta constante pode ser
positiva, negativa ou nula. Vamos primeiro considerar
o caso (I) em que esta constante é positiva, ou seja,

(v1)? = (v2)* = 17, (19)
ou ainda ) )
BY @0

Esta é a equagdo de uma hipérbole (em particular de
uma hipérbole eqiiildtera).

Para o caso (IT) em que a constante é negativa po-
demos escrever

(v1)* = (v2)” = =17, (21)

ou ainda

(“_2)2 _ (”_1)2 =1 (1) (22)

r r

que também é a equacao de uma hipérbole.
J4 no caso (ITT) em que a constante é nula temos

(v1)* = (v2)* =0 (I11) (23)

ou seja,

v = :EUQ. (24)

Estas sao as equacoes das assintotas das hipérboles
acima. Fstes casos estao desenhados na figura abaixo.

\

N

Figura 2. Curvas correspondentes aos caos (1), (II) e (III)
discutidos no texto.

€

Do mesmo modo que a circunferéncia, que pode
ser parametrizada pelo angulo, podemos parametrizar
a hipérbole através de uma quantidade que denomina-
remos angulo hiperbdlico. Apesar do nome, este angulo
hiperbdlico nada tem a ver com o angulo definido em
circunferéncia (que diremos angulo trigonométrico ao
invés de simplesmente angulo quando houver possibi-
lidade de confusdo). Esta denominagio entretanto é
plenamente justificada uma vez que esta quantidade
desempenha o mesmo papel para uma hipérbole que
o angulo trigonométrico para uma circunferéncia.

As fungoes seno hiperbdlico e co-seno hiperbdlico
sao definidas como

of 4 o=? b _ o=t
COShg = s —
) 2 )

de modo que

e’ = cosh@ + sinhd. (26)

Aqui o argumento destas fung¢des (o angulo hiperbdlico)
é tal que —oco < 8 < co. Podemos verificar facilmente
da definicao acima que estas funcoes satisfazem

cosh?@ — sinh?6 = 1. (27)
B oportuno agora compararmos estas equagdes com as

equagdes (12), (14) e (15). Na Fig. 3 ilustramos a si-
tuacao para uma hipérbole equilatera.
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Figura 3. Uma hipérbole equilatera com semi-eixo unitario
parametrizada através do angulo hiperbdlico 6.

Para completar a analogia, vamos considerar o con-
junto de vetores satisfazendo a condigao (19) ou (20),
por exemplo. Nesse caso podemos escrever

vy = rcosh®, vy = rsinhé. (28)

O conjunto dos vetores satisfazendo esta condigao pode
portanto ser escrito na forma

v = r(coshfle; + sinhfes). (29)

Qualquer um dos vetores satisfazendo esta condicao
pode ser obtido a partir de um outro através de
uma rota¢do hiperbdlica. Através de uma rotagao hi-
perbdlica por um angulo hiperbdlico « as componentes
de um vetor v mudam de acordo com

v} = vicosha + vasinha,

vysinha 4 vacosho. (30)

!
Vs

Podemos agora comparar esta equacdo com a eq.(IT).
Note que enquanto temos cos (—a) = cos e sin (—a) =
—sina aqui temos cosh(—a) = cosha e sinh(—«) =
—sinha. Uma rotagao hiperbdlica esta ilustrada na
Fig.4.

Tremos denominar (por motivos que ficarao claros
adiante) os vetores tais que (v1)? — (v2)? > 0 de vetores
tipo-tempo. Os vetores que satisfazem (v1)? — (v2)? < 0
serao chamados vetores tipo-espaco. Finalmente, os ve-
tores tais que (v1)? — (v2)? = 0 serdo chamados vetores
tipo-luz. Por exemplo, Fig. 4 ilustra uma rotacao hi-
perbdlica envolvendo dois vetores tipo-tempo.

Como vemos, existemm grandes diferencas entre
espacos euclideano e pseudo-euclideano. Nao por isso,
entretanto, que eles nao podem ser tratados de ma-
neira analoga. Basta para isso fazermos as devidas
adaptacoes!
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Figura 4. Rotacao hiperbdlica do vetor v resultando no ve-
tor v’

IIT A algebra geométrica do
plano Euclideano

Como ja adiantamos na introducao a algebra
geométrica é baseada na definicao de um produto de
vetores tal que vale a eq.(3). Para o plano euclideano o
produto geométrico deve ser tal que

(v1€1 + vaes)(vie + vaes) = (01)2 + (02)2. (31)

Desenvolvendo o lado esquerdo desta equacdo (assu-
mindo distributividade) temos

(01)2(e1)2 + vlvz(elez + ezel) + (vz)z(ez)z

= (v1)” + (v1)". (32)
Para que esta equacao tenha solucao devemos ter
(e)” =1, (33)
(e2)” =1, (34)
ejes +ese; = 0. (35)

Estas relacoes definem o produto geométrico da algebra
geométrica do plano euclideano e com elas podemos cal-
cular o produto geométrico de um nimero qualquer de
vetores. Por exemplo, o produto vu resulta em

vu = (vie; + vses)(urer + uses)
= 01U1(e1)2 + viugeres + vauriese; + Uzuz(ez)2

= (vlul + UQUQ) + (1}1U2 - vzul)elez. (36)

O primeiro termo no lado direito da ultima igualdade
possue uma interpretacao obvia: trata-se do conhecido
produto escalar dos vetores v e u. Agora, qual o signi-
ficado do segundo termo, ou seja, da quantidade ejes?

A interpretacao da quantidade ejes ja foi discutida
em [1]. Entretanto, devido & sua importancia, é opor-
tuno e desejavel discutirmos novamente esta questao.
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Para isto vamos nos basear em um fato notorio: em um
plano existem pontos, retas (e segmentos de reta) e o
plano (e fragmentos do plano).

Primeiro, a quantidade e;e, nao é uma quantidade
escalar. Para vermos isso basta notarmos que o pro-
duto de ejes com um vetor arbitrario nao é comutativo
(o que deveria acontecer se esta quantidade fosse um
escalar). De fato, tomando como exemplo especifico
v = e; e usando a propriedade de associatividade mais
as relagdes (33-35) temos por um lado

(elez)el = —(ezel)el = —ez(elel) = —e€3, (37)
e por outro lado
el(elez) = (elel)ez = e3. (38)

Tampouco eje; é um vetor (no sentido de ser um
elemento do espaco R? ao qual pertence um vetor
v = vie] + vzez). De fato, nesse caso temos vv =
(v1)? + (v2)? > 0 enquanto para ejes temos

(e1e2)? = ejeseies = —(e1)*(e2)? = —1. (39)

A sugestao acerca da interpretacao de eje; vem do
coeficiente multiplicando esta quantidade no lado di-
reito da eq.(36). A quantidade |viua — vauy| é justa-
mente a drea do paralelogramo definido pelos vetores
v e u. Enquanto /|vv| nos fornece o comprimento
do segmento de reta orientado definido pelo vetor v, a
quantidade

\/|(1}1U2 — Uzul)elez(1}1U2 — vzul)e1e2|

nos fornece justamente a dree do paralelogramo defi-
nido pelos vetores v e u. A quantidade ejes esta rela-
cionada portanto com uma area e nao com um compri-
mento, como é o caso dos vetores e; ou ez (ou com-
bina¢des lineares destes). A quantidade ejes é um
exemplo do que chamaremos um bivetor ou 2-vetor.
Quantidades deste tipo formam um espaco vetorial e
sao portanto vetores, mas para estabelecer uma dis-
tingdo com os vetores v = vie; + vges usamos a deno-
minagao bivetor ou 2-vetor (lembrando assim que eles
estao relacionados com 4reas) — nesse caso os vetores
Vv = wvie; + vses serao, quando conveniente, também
denominados 1-vetores.

O bivetor ejes pode portanto ser interpretado como
descrevendo um fragmento de plano unitario e orien-
tado. A orientacao segue naturalmente uma vez que
eje; = —egeq, ou seja, os bivetores ejes e eseq descre-
vem fragmentos de plano com orientagoes opostas — do
mesmo modo que os vetores v e —v descrevem segmen-
tos de reta com orientacoes opostas. As orientacoes de
um fragmento de plano sao definidas conforme percorre-
mos a sua fronteira no sentido hordrio ou anti-hordrio,
como na Fig.5.

Figura 5. As duas orientagoes possiveis de um fragmento de
plano.

Para generalizarmos um pouco mais a interpretacao
acima precisamos voltar um pouco & eq.(36). Podemos
ver facilmente que a parte escalar do produto vu con-
siste justamente na parte simétrica deste produto, ou
seja, é dada por

vu + uv
(v1u1+vzuz):T:v~u:u~v, (40)
enquanto a parte anti-simétrica é dada por
vu —uv
(v1u2 — vauy)ejes = — = vAu=—uAv. (41)

Nas tdltimas igualdades destas equagbes aproveitamos
para definir v-u e v Au. Com isso podemos escrever

vu=v-u+vAu (42)

E oportuno notarmos que em geral vu # f+uv. Pode-
mos ainda ver que ejey = ejAes e que vAU = —uAv.
Nao deve ser dificil nos convencermos agora que é a
quantidade v A u que descreve o fragmento de plano
orientado definido pelos vetores v e u. Podemos con-
vencionar agora que esta orientacao se faz no sentido
em que percorremos a fronteira do paralelogramo defi-
nido por v e u primeiro através do segmento de reta
orientado definido por v e depois pelo segmento de
reta orientado definido por u convenientemente deslo-
cado de modo que a sua extremidade inicial coincida
com a extremidade final do outro segmento. O bivetor
uAv = —v Au define um fragmento de plano com a
orientacao oposta.

O conjunto dos elementos da forma v A u com
v,u € R? formam um espaco vetorial que denotaremos
por /\2 (R?). Seus elementos sao os chamados bivetores
ou 2-vetores. E facil vermos que a dimenséo de /\2 (R?)
é 1. Para usarmos uma notacao uniforme, vamos apro-
veitar e definir /\O(RZ) =Re /\I(RZ) = R? Elementos
de /\k(}RZ) sdo ditos em geral k-vetores (um 0O-vetor é
portanto um escalar).

A eq.(36) nos mostra que o resultado do produto
geométrico de dois vetores consiste na soma de uma
quantidade escalar e uma quantidade bivetorial. Isso
mostra que do ponto de vista algébrico para trabalhar-
mos com uma estrutura fechada (ou seja, uma operagao
envolvendo dois elementos deste conjunto resulta em
um outro elemento deste conjunto) devemos conside-
rar o espaco vetorial definido pela soma (direta) dos
espacos vetoriais /\O(RZ) =R, /\I(RZ) =R2%e Az(Rz).
Denotaremos este espaco vetorial por A(IR?), ou seja,
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AR = \C®) e AHRY o 2R (43)

Os elementos de A(IR?) sdo denominados multiveto-
res. Um multivetor arbitrario nesse caso é da forma

AR = _a_ +vies +vses+bejes . (44)
escalar vetor bivetor

O espaco vetorial A(R?) equipado com o produto
geométrico definido pelas eqs.(33-35) é o que chamamos
dlgebra geométrica do plano euclideano. Sao as relacoes
(e1)? = (e2)? = 1 que definem o plano como euclideano.
No caso pseudo-euclideano teremos relagoes diferentes
para estas quantidades. Iremos denotar esta algebra
geométrica do plano euclideano por Cfs.

Antes de prosseguirmos, é conveniente definirmos
algumas operacoes dentro de Cf». Primeiro, os opera-
dores de projecao ( )i : A(R?) — /\k(}Rz). Em outras
palavras, (¢); denota a parte k-vetor do multivetor .
Por exemplo, para ¢ da forma da eq.(44) temos

(¥)o = a, ()2 = bejes. (45)

As outras operacoes sao as chamadas involucdo gra-
duada, reversao e conjugacao. A involucao graduada,
denotada por um chapéu, é definida de modo que

()1 = vieg + vaeq,

JE—

() = (=1 (¥, (46)

ou seja, troca o sinal da parte 1-vetor mas mantém o
sinal das partes escalar e 2-vetor de um multivetor. A
reversao, denotada por um til, é definida como

() = (—1)FF=DI2 (), (47)

O nome reversao se deve ao fato dela ser equivalente a
considerarmos o produto de vetores na ordem reversa,
ou seja,

va = uv. (48)
A reversao altera apenas o sinal da parte 2-vetor de
um multivetor em Cfs. Finalmente a conjugacao, que
denotamos por uma barra, consiste na composicao das
outras duas operacoes, ou seja,

F=4=19. (49)

Uma das grandes vantagens do produto geométrico
é que em muitos casos podemos “dividir” vetores e até
mesmo multivetores. De fato, para um vetor v temos
vv = |v|?, de modo que se |v|# 0 temos

-1_V

T

(50)

onde v'v = vv~! = 1. O mesmo acontece, por exem-

plo, para o bivetor ejes, onde definimos (ejez)~! =
—ejey = eqger. Entretanto, nao é sempre que isto é

Jayme Vaz Jr.

possivel. Por exemplo, vamos considerar o multivetor

f dado por
f= %(1+e1). (51)

Como podemos ver facilmente temos f2 = f. Para este
elemento ndo existe =1 tal que f~1f = ff~! =1.

De uma maneira geral, para um multivetor ar-
bitrario ¢ definimos

[0 = (). (52)

Entao, se _ _
Up = (Ph)o # 0, (53)

ou seja, o produto geométrico {/31/) possul apenas parte
escalar (e nao-nula), podemos definir =1 como

_ ¥
|02

Antes de prosseguirmos devemos notar a presenca
da operagio de reversao na eq.(52). Pela defini¢ao desta
operagao (eq.47) podemos ver que ela néo altera o sinal
de escalares e vetores mas altera o sinal de um bive-
tor. Como para um bivetor B temos B? < 0 a presenca
da reversdo na eq.(52) assegura que teremos |B|? > 0.
Alias, utilizando este fato podemos deduzir um impor-
tante resultado.

Usando a eq.(42) e a eq.(40) podemos escrever

U (54)

vAul> = (vAu)(uAv)

(vu—v-u)(uv—u-v)

vuauv — (u - v)(vu4uv) + (v - u)2

= VPl = (uv)% (55)

Como [vAul|?>0paravAuc /\2(}RZ) segue que
(u-v)* < [v]lul?, (56)

ou seja,
= [vl[[u| < v -u < |v][ul. (57)

Devido a esta expressao podemos definir o angulo
entre os vetores v e u através de

cosf = ——. 58
VIl %)
Podemos notar ainda que
sing = AU (59)
[vI[ul

Dessa forma temos 0 < § < 7.

A eq.(57) também pode ser usada para chegarmos a
chamada desigualdade triangular. De fato, calculando
|v + u| encontramos

= v+ u+2v-u
< v+ [a]? + 2}y
2
< (vl +[al), (60)

v+ ul?
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ou seja,
[v+ul < |v|+|ul, (61)

que é a desigualdade triangular.

Posto isso, vamos agora ver como expressar algumas
relacoes e operacoes geométricas utilizando a algebra
Cly. Primeiro, diremos que dois vetores sao ortogo-
nais se o produto geométrico destes vetores for anti-
comutativo, ou seja, se vu = —uv; por outro lado,
diremos que dois vetores sao colineares se o produto
geométrico for comutativo, ou seja, se vu = uv.

Dados dois vetores v e u podemos facilmente decom-
por um destes vetores em partes colinear e ortogonal ao
outro; por exemplo, dado o vetor v queremos escrever
v = v|| + v1, onde v| é a parte colinear ao vetor u e
vy ¢ a parte ortogonal ao vetor u. Usando |ul? = uu
podemos ver facilmente com a ajuda da eq.(50) que

v = % (v —|—uvu_1) R % (v — uvu_l) , (62)
sao as expressoes procuradas uma vez que vju = uv|
evju=-—uvy.

Vamos agora expressar uma reflexao em termos
do produto geométrico. No caso tridimensional fa-
zemos uma reflexao através de um plano — no caso
n-dimensional devemos considerar um hiperplano (ou
seja, um subespago n — 1-dimensional) — mas como es-
tamos lidando por enquanto apenas com o caso bidi-
mensional devemos entao considerar uma reta. Seja u
o vetor unitdrio perpendicular a esta reta, como mostra
a Fig.6.

v’

Figura 6. Reflexdo através do hiper-plano ortogonal ao ve-
tor u do vetor v resultando no vetor v’.

O vetor v/ é o vetor resultante da reflexao do vetor
v. E facil vermos que

vi=v—2v|, (63)
onde v|| é a componente de v colinear com o vetor u.

Usando entao a eq.(62) encontramos que

v = —uvu!, (64)

ou nesse caso que

v/ = —uvu, (65)

onde usamos ainda que u é unitario, ou seja, [u| = 1 de

modo que u~! = u.

Para expressarmos uma rotacao vamos utilizar um
importante resultado devido a Cartan e Dieudonné [4]
que diz que a composi¢cdo de duas reflexées € uma
rotacdo. O teorema de Cartan-Dieudonné na verdade
faz uma afirmagao mais geral que esta mas nao preci-
samos entrar nestes detalhes aqui (e tampouco discu-
tir a demonstracdo deste teorema). Com isso e mais
a eq.(6D) segue que uma rotagdo pode ser escrita na
forma

v/ = —uj(—usvus)uy, (66)

onde |uy| = |uz| = 1. Esta expressao pode ser escrita
de uma maneira mais conveniente como

v = RvR™, (67)
onde R é da forma

R= ujus, (68)
e R°'=uyu; = R.
Para entendermos melhor o objeto R vamos pri-
meiro utilizar a eq.(42) para reescrevé-lo como

RIU1~112—|—111/\112. (69)

Como uy e uy sao unitarios, usando as eqs.(58) e (59)
temos

R = cosf +sin 6B, (70)

onde B é um bivetor unitario. Nesse caso, sb exis-
tem duas possibilidades: ou B = e; Aes = ejes ou
B =ey;ANe; = —e; Aey = —ejes. Porém, estas duas
possibilidades podem ser consideradas de uma tunica
maneira. De fato, devido as eqs.(58) e (59), # na eq.(70)
é tal que 0 < # < 7, e portanto sinf > 0. Se esco-
lhermos, por exemplo, B = es A ey = —ejes, a outra
possibilidade (que difere desta pelo sinal oposto) pode
ser levada em conta tomando 0 < # < 27 uma vez que
para m < 8 < 27 temos siné < 0. Portanto, de uma
maneira geral, podemos escrever

R = cos 0 + sin feseq, (71)

onde 0 < 6 < 27.

Podemos ainda definir a exponencial de um multi-
vetor ¢ como

2 3

001/)771
= — =1 —_— — 4+ ... 72
exp ¥ HZ::O”! to+ gt (72)

Como (eser)? = —1 segue usando as bem conhecidas
expressoes em termos de séries de poténcias para as
funcgoes seno e co-seno que

R = cos 6 + sin fese; = exp(fezey). (73)
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Voltando agora & eq.(67), vamos utilizar esta dltima
expressao para R para verificar que de fato aquela
operacao trata-se de uma rotacao. Temos entao

(cos @ + sin feqeq)(v1€1 + vaeg)(cos § — sin fese;)
(cos @ + sin fegeq)[(v1 cosf — vasinf)ey
+ (vacosf + vy sin B)es]
[v1(cos?0 — sin?0) — va(2sin 6 cos 0)]ey
[

vz(cos 511129) + v1(2sin 0 cos )]es. (74)

Usando as conhecidas relagdes trigonométricas cos?d —
sin?f = cos 20 e 2sinf cos § = sin 26 segue que

v' = (v cos 20 — vo sin 260)e; + (va cos 20 + vy sin 26)es,
(75)

ou seja,

U/1 = vy cos 20 — vo sin 20,

vh = vy cos 20 + vy sin 20. (76)

Vemos portanto que a operacio v— RvR™! com R
dado pela eq.(73) descreve uma rotagdo por um dngulo
26. Uma rotacao por um angulo ¢ é portanto descrita
por R dado por

R= exp(gezel) = cos g + sin gezel. (77)

Algumas observacoes cabem agora. Primeiro, o
angulo de rotagdo ¢ na eq.(77) estd dado no sentido
anti-hordrio, o que pode ser facilmente verificado. Isto
pode ser visto como consequéncia de termos escolhido
na eq.(71) o bivetor ese;. Evidentemente poderiamos
ter escolhido no lugar deste o bivetor ejes. Estes bi-
vetores, como ja discutimos, descrevem fragmentos de
plano com a mesma area porém com orientacées opos-
tas. Se tivéssemos entao escolhido o bivetor ejes o re-
sultado seria que R = exp((¢/2)eres) descreveria uma
rotacao por um angulo ¢ medido no sentido hordrio. A
arbitrariedade na escolha do sentido em que medimos
o angulo é portanto um reflexo da arbitrariedade na
escolha dos bivetores ejes ou ese; = —ejes.

Outra observacao, relacionada com a acima, é que
tanto R quanto —R descrevem a mesma rota¢ao. De
fato,

RvR™' = (—R)v(-R)™*. (78)

A interpretacao para este fato é simples. De fato, se
v’ é o vetor obtido por uma rotac¢ao do vetor v por um
angulo ¢ no sentido anti-horario, entao uma rotacao por
um angulo 27 — ¢ no sentido horario produz o mesmo
resultado, como ilustra a Fig.7.

Jayme Vaz Jr.

2n—¢

Figura 7. Duas maneiras possiveis de obter o vetor v’
através de uma rotagao do vetor v.

Enquanto a primeira rotacao é descrita por Ry =
exp((¢/2)eser), a outra rotagdo, é descrita (segundo
a discussdo acima) por Rs = exp[((27 — ¢)/2)ejes].
Agora podemos notar que

Ra = exp((27 — ¢)/2e1e9)
= exp(weies)exp(—(¢/2)eres)
= (=1 exp((¢/2)ese1) = —Ry, (79)
onde usamos exp(meje;) = —1. Portanto o fato que

rotacoes por um angulo ¢ num sentido e por um angulo
27 — ¢ no sentido oposto serem equivalentes tem como
consequéncia neste formalismo que R e —R descrevem
a mesma rotacao.

IV A Algebra geométrica do
plano pseudo-euclideano

Vamos agora considerar a algebra geométrica do plano
pseudo-euclideano de uma maneira completamente
analoga ao caso euclideano. Primeiro, vamos definir
o produto geométrico, que nesse caso deve satisfazer

(vieg + vaes)(vier +vaes) = (v1)? — (va)%.  (80)

A solugao aqui é dada por

(e1)” =1, (81)
(e2)? = —1, (82)
eje; +ese; =0, (83)

Assim como as eqs.(33-35) para o caso euclideano, es-
tas relagoes definem o produto geoméirico da algebra
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geométrica do plano pseudo-euclideano. Em termos do
produto geométrico temos

v > (0 <= vetor tipo-tempo,
v? = 0 <= vetor tipo-luz,
v? < 0 <= vetor tipo-espaco. (84)

Para o caso do produto geométrico de vetores v e u
encontramos que

vu = (vlul — vqu) + (U1U2 - Uzul)e1e2a (85)

que escrevemos como a eq.(42), ou seja,

vu=v -u+vAu, (86)

onde n
v-u—u v:%, (87)
v/\u:—u/\v:%. (88)

Assim como no caso euclideano, interpretamos o ob-
jeto v Au como um bivetor (ou 2-vetor). Esta inter-
pretacao é independente das propriedades métricas do
espaco. Porém, quando levamos em conta estas propri-
edades, encontramos as diferencas com relacao ao caso
euclideano. Por exemplo, agora temos

(e1e2)2 =1, (89)

o que pode ser facilmente verificado usando as eqs.(81-
83), ao contrario do caso euclideano onde (ejes)? = —1.

Toda a estrutura multivetorial é independente das
propriedades métricas e portanto permanecem inaltera-
das quer consideramos os casos euclideano ou pseudo-
euclideano. Aqui também devemos considerar o espago
vetorial definido pela soma direta dos espacos dos esca-
lares, vetores e bivetores. Entretanto, para lembrarmos
a natureza pseudo-euclideana, denotamos o espago dos
1-vetores por RM1 numa ébvia alusio ao fato de termos
1 sinal positivo e 1 negativo. Devemos considerar entao
o espago vetorial A(RL1) dado por

/\Rl’l) :/\O(Rl’l)@/\1(]1%1’1)@/\2(]1%1’1), (90)

onde /\O(Rl’l) = Re /\1(}1%1’1) = RYL A dlgebra
geométrica do plano pseudo-euclideano sera denotada
por Cly 1.

Os operadores de projecao definidos pela eq.(45)
sao definidos da mesma maneira aqui, assim como as
operacgoes involucao graduada, reversao e conjugacao
~ resp, eqs.(46), (47) e (49). Também definimos |¢)|?
como na eq.(52) e se vale a eq.(53) definimos 1~! como
na eq.(54).

A eq.(55) continua vélida no caso pseudo-euclideano
mas deste ponto em diante aparecem diferencas funda-
mentais com relacdo ao caso euclideano. Nao é dificil
vermos que no caso pseudo-euclideano temos |[v Aul? <

0 — ao contrario do caso euclideano onde |v Au|? > 0.
De fato, todo bivetor B é da forma bejey e usando a
definigao de |B|? temos

|B|2 = b282818182 = —b2 S 0. (91)

Uma vez que |[vAu|? < 0 aeq.(56) ndo é mais vdlida
e em seu lugar temos agora

(u-v)? > |v[[uf. (92)

Se v e u sao vetores tipo-tempo entao podemos concluir
que
vou> |vlul. (93)

A inversao da desigualdade reflete-se também na desi-
gualdade triangular. Repetindo o mesmo raciocinio na
eq.(60) mas usando agora a eq.(92) no lugar da eq.(56)
encontramos que

v+ ul* > (v + [u])”. (94)
Portanto, se v e u sdo vetores tipo-tempo temos
[v+ul > [v] + [ul. (95)

Esta é a desigualdade triangular envolvendo vetores
tipo-tempo em um espaco pseudo-euclideano. E im-
portante notarmos a diferenca no sinal da desigualdade
para o caso euclideano (eq.61).

Embora para os vetores tipo-tempo tenhamos |v|? >
0 como no caso euclideano, isso ndo implica que para
esta classe de vetores a desigualdade triangular “eucli-
deana” seja satisfeita! Ao contrario, os vetores tipo-
tempo satisfazem a desigualdade triangular “pseudo-
euclideana” expressa pela eq.(95). Isso trata-se de um
paradoxo? Nao, de jeito algum! Porém, na TR uma das
consequéncias imediatas da eq.(95) é comumente cha-
mada “paradoxo dos gémeos”, como veremos adiante.

Prosseguindo de maneira analoga ao caso euclide-
ano, vamos agora definir o angulo entre vetores. Aqui
também ha uma importante diferenca com relagao ao
caso euclideano expresso pelas eqs.(58) e (59). J4 discu-
timos na sec.2 que no caso pseudo-euclideano devemos
considerar o “angulo hiperbdlico”. Logo, ao contrario
das eqs.(58) e (59), definimos agora para vetores tipo-

tempo
v-u

coshf = ——, (96)
[v|[ul
’ v Al
vAu

sinhf = ——, 97

E &7

onde nesse caso devemos tomar

|[v Au|=+/—|vAul? (98)

uma vez que [v Au|? < 0. Para 0 assim definido temos
0<8< o0

Como no caso euclideano, uma reflexao é descrita
pela eq.(64). A diferenga agora é que temos dois casos
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a considerar: u? = 1 ou u? = —1. No primeiro caso
u~! =u e aeq.(64) pode ser escrita como v/ = —uvu;
ja no segundo caso temos u™! = —u e a eq.(64) e por-

tanto v/ = uvu.

No primeiro caso o vetor u é tipo-tempo e a re-
flexdo se faz ao longo de uma reta (hiper-plano no caso
geral) tipo-espaco. Se u? = 1 podemos escrever devido

a4 eq.(27)

u = cosh ae; + sinh aes. (99)
O calculo de v/ = —uvu nao apresenta dificuldades e o
resultado é
v = (vgsinh2a — vy cosh 2a)e;

+ (vacosh 2a — vy sinh 2a)e,. (100)

Para chegar a este resultado usamos cosh2a =
cosh? & 4 sinh? & e sinh 2a = 2sinh o cosh . E inte-
ressante notarmos que se u = e; (« = 0) temos

v = —vie; + vaeo, (101)

ou seja, hd uma inversao na parte temporal de v.

Por outro lado, se u é tipo-espaco a reflexdao se da
através de uma reta tipo-tempo. Se u? = —1 podemos
escrever

u = sinh ae; + cosh cves. (102)

O calculo de v/ = uvu resulta em

v = (v cosh 2 — vy sinh 2a)e;

+ (vpsinh 2« — vy cosh 2a)e,. (103)

Se u = e3 (@ = 0) temos uma inversao na parte espacial
de v, ou seja,
v = vie; —vges. (104)

De maneira completamente andloga ao caso euclide-
ano, uma rotacao no plano pseudo-euclideano é descrita
pela eq.(67), ou seja,

v = RvR™ (105)
2

onde R = ujus com 112 = us? = 1. Podemos expres-
sar R de uma maneira mals convenlente como

RIU1UQIU1~112—|—111/\112, (106)

onde agora podemos usar as eqs.(96) e (97) para escre-
ver

R = cosh # + sinh fese; . (107)

O mesmo raciocinio que utilizamos no caso euclideano
(apds a eq.70) para escrever a eq.(71) deve ser utilizado
para escrevermos a eq.(107); ou seja, o bivetor unitario
em questao pode ser ou e;e; ou ese e as duas possibi-
lidades sao levadas em conta assumindo —oo < 8 < 0.

Usando a definicao da exponencial de um multive-
tor (eq.72) e o fato que nesse caso (eze1)? = 1 segue
que

R = cosh @ 4 sinh fese; = exp (feqeq). (108)
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A eq.(105) resulta entdo em

v = (v cosh 26 + vy sinh 20)e;
+ (v1sinh 26 4 vy cosh 260)es. (109)

Logo a operagao v — RvR~! com R dado pela eq.(108)
corresponde a uma rotagao hiperbdlica por um angulo
hiperbdlico 2. Obviamente uma rotagao hiperbdlica
por um angulo hiperbdlico ¢ é descrita por

R =exp (gezel) = cosh g + sinh gezel. (110)

Como vemos, tanto no caso euclideano como no pseudo-
euclideano, uma rotacio ¢ descrita por v — RvR™!
com R da forma R = exp[(¢/2)eze;]. A diferenga é
que no caso euclideano podemos escrever esta expo-
nencial em termos das funcoes seno e co-seno como na
eq.(73) enquanto no caso pseudo-euclideano devemos
usar as funcoes seno e co-seno hiperbdlicos como na
eq.(110) e isso deve-se ao fato que (eze1)? = —1 em Cly
e (ese1)? =1 em Cly 1. As observagdes que fizemos na
se¢ao anterior apds a eq.(77) também valem aqui.

Para ilustrarmos uma rotagao hiperbdlica é conve-
niente considerarmos os vetores e; e e, em separado.
Usando a eq.(109) temos que uma rotacao hiperbélica
por um angulo ¢ resulta em

e| = Re; R™! = cosh ¢e; + sinh ¢es (111)

e, = Res R~ = sinh ¢e; + cosh ¢es. (112)

Ja sabemos que em uma rotagao hiperbélica enquanto a
extremidade inicial de um vetor permanece fixa na ori-
gem a extremidade final deste vetor move-se ao longo
de uma hipérbole. S6 falta determinar a direcao. Para
1880 vamos supor primeiro que ¢ > 0.

E f4cil vermos a partir das defini¢oes do seno e co-
seno hiperbdlicos que cosh¢ > 1 para —oco < ¢ < o0
e que sinh¢ > 0 para ¢ > 0 e sinh¢ < 0 para ¢ < 0.
Além disso temos sempre cosh ¢ > sinh ¢, com a igual-
dade valendo apenas no limite ¢ — co. Posto isso, para
¢ > 0 vale cosh¢ > 1, sinh¢ > 0 e cosh¢ > sinh¢ e a
rotacao hiperbdlica dos vetores e; e e; resultando nos
vetores e} e €} dados pelas eqs.(111) e (112) pode ser
ilustrada como na Fig.8.
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Figura 8. Uma mesma rotacao hiperbdlica agindo sobre os
vetores tipo-tempo e; e tipo espago ex.

Podemos notar que quanto maior ¢ menor fica a
diferenca entre as funcgoes co-seno hiperbdlico e seno
hiperbédlico e os vetores e} e e}, cada vez mais se apro-
ximam de uma das assintotas da hipérbole.

Por outro lado, se ¢ < 0 temos cosh ¢ > 1, sinh ¢ <
0 e cosh ¢ > |sinh ¢| = —sinh ¢. A rotacao hiperbdlica
por um angulo ¢ < 0 pode entao ser ilustrada como na

Fig.9.

Figura 9. Uma mesma rotacao hiperbdlica agindo sobre os
vetores tipo-tempo e; e tipo espago ez mas no sentido oposto
da figura anterior.

V O espaco-tempo

Para entendermos o conceito de espago-tempo (e outros
relacionados) é necessirio antes de mais nada estabele-
cermos claramente a diferenca entre um espaco vetorial
e um espaco afim.

E um erro comum dizermos que o “espaco fisico”
tridimensional é o espaco vetorial euclideano R3. Na
verdade, o “espaco fisico” tridimensional é um espaco
afim euclideano 2. Intuitivamente isso significa que
em um espac¢o afim nenhum ponto tem preferéncia so-
bre outro. Qualquer ponto pode ser tomado, por exem-
plo, como a origem de um sistema de referéncia. As
translagoes de um ponto sao entao determinadas pelos
vetores de um espaco vetorial definido neste ponto. Em
outras palavras, podemos pensar em um espago afim
como sendo um espac¢o de pontos onde em cada ponto
deste espaco estd definido um espaco vetorial. No caso
do espaco afim euclideano F2 em cada um de seus pon-
tos esta definido um espaco vetorial R? cujos elementos
(vetores) determinam as translagdes dos pontos de 2.

Precisamos, € claro, tornar esta idéia um pouco mais
precisa do ponto de vista matematico. Vamos conside-
rar entao um espaco vetorial V' sobre os reais R. Um
conjunto arbitrario F (cujos elementos denominaremos
pontos) é dito um espago afim se existe uma aplicagéo
(: EFx E—V que a cada par de pontos P, € E faz
corresponder um vetor em V' que denotaremos como

P—Q> e tal que sejam satisfeitos os seguintes axiomas:
(i) Para quaisquer P € F e v € V existe um e apenas

um ponto () € F para o qual P—Q> =,
(ii) Para quaisquer pontos P, @, R € FE verifica-se a

— — —_—
relacao PQ + QR = PR.

Como consequéncias do axioma (ii) podemos ver fa-
. —_— — —
cilmente que PP = 0 (vetor nulo) e que PQ = —QP.

Dizemos que o vetor P—Cj tem origem P e extremidade
). A dimensao do espaco afim é definida como a di-
mensao do espaco vetorial associado a ele. Um espaco
afim de dimensao um é uma reta; um espaco afim de di-
mensao dois é um plano, etc. Fixado um ponto P €
o conjunto de todos os vetores com origem em P ¢é jus-
tamente o espaco vetorial V. Em simbolos, definindo

—
Tp(EF) = {PQ|Q € E} temos Tp(E) ~ V para cada
P € F (onde ~ denota isomorfismo).

E bem conhecido das licoes basicas de algebra linear
que qualquer espaco vetorial V' de dimensao n finita so-
bre R é isomorfo ao espaco vetorial R?, que® por sua vez
consiste no espago vetorial das n-uplas (1, ..., 2,). Po-
demos portanto limitar nossa discussao a consideragao
do espaco vetorial R™.

Seja agora um espaco afim £ ligado ao espaco veto-
rial R™. Denomina-se referencial afim de E o par (O, B)
composto por um ponto O de F (que denominamos ori-
gem do referencial) e por uma base B = {ey,...,e,} de
R"” Quando B = {e,...,e,} é a base canonica de R"
nos referimos a este referencial afim como um referen-
cial canonico. As coordenadas de um ponto P € E num

5E oportuno lembrar que nao estamos considerando por enquanto nenhuma estrutura métrica adicional sobre o espago vetorial.
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referencial (O, B) sdo definidas como sendo as compo-

Z )
nentes do vetor OP na base B, ou seja, se

—
OP =zxie1+---+x e, (113)

entao as quantidades (z1,...,2y,) sdo as coordenadas
afins do ponto P no referencial (O,B). Obviamente
as coordenadas afins da origem O neste referencial sao
(0,...,0). No caso de dois referenciais afins (O, B) e
(O, B'), as coordenadas afins de um ponto P no refe-

. . b
rencial (O, B) consistem nas coordenadas do vetor OP
na base B enquanto as coordenadas afins deste mesmo
ponto P no referencial (O’ B') consistem nas coorde-

N
nadas do vetor O'P na base B'.

Podemos agora discutir o que entendemos por
espaco-tempo®. O conceito de espaco-tempo dentro da
TR foi introduzido por Hermann Minkowski em 1908 e
por isso é comum usarmos a denominag¢ao espacgo-tempo
de Minkowski.

Primeiro vamos considerar o espaco vetorial quadri-
dimensional R%. Seja B = {eg,ei,es, e3} a sua base
canonica. Um vetor arbitrario deste espago é portanto
da forma

v = vpeg + vie] + vees + vses. (114)

Neste espaco definimos a seguinte métrica’:

g(v,v) = (v0)” = (v1)” = (v2)” — (v3)". (115)

O espaco vetorial R* equipado com esta métrica g
denomina-se espaco vetorial de Minkowski e o deno-
tamos por RL:3,

A denominag¢ao adotada no caso do plano pseudo-
euclideano com relacao aos tipos de vetores foi herdada
do presente caso, ou seja, classificamos os vetores em
tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco conforme:

¢(v,v) > 0 <= vetor tipo-tempo
g(v,v) = 0 <= vetor tipo-luz
¢(v,v) < 0 <= vetor tipo-espaco  (116)

A condicao g(v,v) = 0 define o que chamamos cone
de luz. Mais precisamente temos dois cones, um dado
pela equac¢do vg = 1/(v1)2 + (v2)2 + (v3)? e outro pela
equagao vy = —\/(v1)2 + (v2)? + (v3)?2. O primeiro
cone corresponde ao que chamaremos cone de luz do
futuro e o segundo ao cone de luz do passado. No caso
do plano pseudo-euclideano estes cones correspondem
as assintotas das hipérboles.

J& a condi¢ao g(v,v) = r? (onde r é constante) de-
fine o que chamamos um hiperboldide. O mesmo vale,
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é claro, para a condicdo g(v,v) = —rZ

plano pseudo-euclideano esses hiperboldides correspon-
dem evidentemente as hipérboles.

A regiao tal que vy > \/(v1)2 + (v2)? + (v3)? é
chamada futuro enquanto a regiao tal que vy <
—\/(01)2 + (v2)? + (v3)? é chamada passado. Desse
modo, um vetor tipo-tempo pode ainda ser classificado
como apontando para o futuro ou para o passado. As
regides tais que (vg)? < (v1)? + (v2)? + (v3)? sdo o
presente. Evidentemente nao temos como ilustrar isso
no caso quadridimensional; no caso bidimensional a si-
tuacao andloga é ilustrada na Fig.10.

No caso do

O espaco afim [E'3 ligado ao espaco vetorial de
Minkowski E3 é o que denominamos espaco-tempo de
Minkowski. Os pontos em E'? sio chamados eventos.
Em termos do referencial (O, B) as coordenadas de um
evento sao dadas por (g, %1, 22, £3), onde

—_—
OP = roeg + r1e1 + roes 4+ x3es. (117)

A coordenada x; é a coordenada temporal e as demais
as coordenadas ditas espaciais. Mais especificamente,
temos

xg = ct, r3 =2, (118)
onde t é o instante de tempo do evento no referencial
considerado, ¢ é uma constante interpretada como a ve-
locidade da luz e (#,y, z) as coordenadas espaciais car-
tesianas do evento neste referencial. O intervalo entre

dois eventos P e @ é definido como sendo a distancia
quadridimensional entre estes objetos, ou seja, por

g(P—Cja P—Cj) = CZ(tP - tQ)Z —(zp — 73@)2
— (r —¥0)® = (2p — 20)*. (119)

Figura 10. Regides do espaco-tempo.

6Nao custa nada lembrar o conteido da primeira nota de rodapé, ou seja: estamos considerando aqui apenas a Teoria da Relatividade

Restrita e ndo a Teoria da Relatividade Geral. Dentro do dominio da TRG devemos considerar um conceito mais geral que o de espago

afim que é o de variedade. Nao discutiremos aqui o conceito de variedade pois este envolve questdes “técnicas” que estao completamente

fora do escopo deste artigo.

TA escolha entre (+,—,—, —) e (—, 4,4, +) é arbitraria.
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Uma curva no espago-tempo € classificada de acordo
com a categoria do vetor tangente a este curva. Vamos
supor que esta curva é parametrizada por «, ou seja,
as coordenadas da curva sao funcoes de «, nesse caso
(ct(a), 2(a), y(), z(«)). O vetor tangente & esta curva
no ponto correspondendo a o = g é

v:( dt de dy %), (120)

“da’da’ da’ da

onde as derivadas sao calculadas em o = «g. Nesse
caso

AN e\ fdy)? [dz)?
v =(ege) - (50) - () - (50)
(121)
A curva é dita tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco con-
forme o vetor tangente v € R13 seja tipo-tempo, tipo-
luz ou tipo-espaco, respectivamente.

Uma particula com massa (ndo-nula) é definida por
uma curva tipo-tempo. Esta curva é chamada linha de
universo ou histéria da particula. A luz é definida por
uma curva tipo-luz.

Sejam A e B os pontos inicial e final de uma curva
tipo-tempo, correspondendo aos valores do parametro
o = ag € o = &y, respectivamente. Se g(v,v) # 0 (que
é o caso para uma curva tipo-tempo) podemos definir
o comprimento desta curva como

L= /al V0g(v,v)|de. (122)

O ponto importante aqui é que podemos utilizar o com-
primento da curva como parametro da curva. Para isso
basta deixarmos nesta ultima equa¢ao um dos extremos
de integracao livres, por exemplo o correspondendo ao
ponto final. A quantidade 7 dada por

r= [ Vil (123)

é uma fun¢io 7 = 7(«) que pode ser invertida para es-
crevermos « = «(7). Basta utilizarmos o = «(r) para
expressarmos a curva antes parametrizada por « agora
em termos do parametro 7.

O parametro 7 é o que chamamos tempo préprio.
E facil vermos que se tomarmos o tempo préprio como
parametro da curva entao o vetor tangente a esta curva
é unitario. De fato, se 7 é o parametro da curva, o vetor
tangente V é

dt dx dy d=z
V=|lec— —,—= — . 124
(cdr’dr’dr’dr) (124)

Por outro lado, podemos escrever

dt da do da dy da dz da

Vo= (CME’MdT’ da dr’ da dT)

dt dx dy dz\ da
= (Ca’a’am) I (125)

ou seja,

do
V=v—. 126
VdT (126)

Por outro lado, da eq.(123) segue que

d
= = Vlgv, )l (127)
Juntando as duas ultimas equagoes segue que

v

V=T (128)

ou seja, V é unitario:
g(V,V)=1. (129)

Portanto para uma curva tipo-tempo parametrizada
pelo tempo préprio o vetor tangente em cada ponto
desta curva é unitario.

Um observador é definido como uma curva tipo-
tempo parametrizada pelo tempo proprio e apontando
para o futuro. Do ponto de vista matematico, “obser-
vador” e “linha de universo de uma particula” sao a
mesma coisa. Se esta curva for uma reta dizemos que
o observador é inercial; no caso de uma particula di-
zemos que ela estd em movimento uniforme. Uma vez
que uma reta pode ser definida por um vetor, podemos
definir um observador inercial em termos de um vetor
tipo-tempo unitario apontando para o futuro.

Dado um observador, este naturalmente separa o
espaco-tempo em “espaco” e “tempo”. Para isso
utiliza-se a decomposicao ortogonal do espago vetorial
de Minkowskiem R12 = T@FE, onde T = spanV denota
o sub-espaco vetorial gerado pelo vetor tipo-tempo V e
E o sub-espago vetorial gerado pelos vetores ortogonais
a 'V (que podemos chamar de espago de repouso). Um
outro observador fara também a separacao do espago-
tempo em “espaco” e “tempo” mas de maneira distinta
do primeiro observador se tivermos V' # V  onde V'
denota o vetor tipo-tempo unitario tangente a curva
definindo este outro observador. No caso bidimensional
podemos ilustrar esta situa¢ao como na Fig.11.

Figura 11. Tempo e espago segundo dois observadores
distintos.
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Podemos analisar varios aspectos da TR simples-
mente através de diagramas baseados na figura acima.
A contracao do comprimento na direcao do movi-
mento, por exemplo, pode ser explicada qualitativa-
mente através de figuras como esta. Porém, como nos-
sos objetivos neste artigo sao outros, nos limitaremos
a indicar como referéncia para discussoes nesse sentido
o livro de Rucker [5]. Neste livro o leitor interessado
podera se deliciar com analises qualitativas que cer-
tamente propiciarao uma melhor compreensao da TR.
Entretanto, para completarmos um pouco esta secao e
também motivar a leitura de [5], vamos discutir aquilo
que chamamos “o paradoxo dos géemeos”.

A fabula por detras do paradoxo dos gémeos pode
ser contada da seguinte forma. Um belo dia um dos
gémeos entra em uma nave espacial e parte em uma
viagem interestelar. Anos depois ao retornar verifica
que seu irmao que ficou na Terra estda mais velho que
ele. Para facilitar a discussao e ilustracao desta si-
tuacao vamos imaginar as seguintes condi¢oes ideais:
a nave parte de um ponto da Terra (evento S) com mo-
vimento uniforme chegando até um certo ponto (evento
R) onde instantamente inverte seu curso voltando para
a Terra novamente em movimento uniforme (com a che-
gada correspondendo ao evento C). A linha de universo

do primeiro trecho da viagem é descrito pelo vetor SR

e o segundo trecho é descrito pelo vetor RC. Esta si-
tuacao esta ilustrada na figura abaixo em termos da
decomposi¢ao do espaco-tempo em T' @ F medidos no
referencial na Terra onde acontecem a saida e chegada
da nave.

C

—_—
RC

—

SC R

\\ r'd
\\ /, SR
S

Figura 12. Representagdo no espago-tempo da situacao cor-
respondente ao paradoxo dos gémeos.

Estando as curvas parametrizadas em termos do
tempo préprio, o comprimento destas curvas corres-
ponde justamente ao intervalo de tempo decorrido no
referencial onde o objeto que percorre esta curva se

—
encontra em repouso. Portanto, |SR| corresponde &
duracao do primeiro trecho da viagem no referencial da

. = . o~
nave espacial e |RC'| corresponde & duragao do segundo
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trecho também no referencial da nave. Logo o irmao

.. s =2 =4 .
que viajou estd |SR| 4+ |RC| anos mais velho.
Ja no referencial na Terra o intervalo de tempo en-

tre a salda e a chegada da nave é dado por |@|, de

. o~ ~ ’ =
modo que o irm&o gémeo que ficou na Terra estd [SC|
anos mais velho. A relacao entre as idades dos irmaos
corresponde portanto a relagao que existe entre as quan-

tidades |@| e |S—R>| + |R—C>'| Evidentemente

SC = SR+ RC, (130)

de modo que

ISC| = |SR + RC). (131)

—_— — — —

Agora, qual arelagao entre |[SR+RC| e |[SR|+|RC|?
No caso de um espaco euclideano esta relagao é dada
pela designaldade triangular (61). Porém, o espago-
tempo é um espaco pseudo-euclideano e portanto a de-
sigualdade que vale é a expressa pela eq.(95). Logo, a
relagao que temos é

ISR + RC| > |SE| + |RC]. (132)

Usando isto na eq.(131) segue que

SC| > |SR| + RC). (133)

Esta equacao pode ser lida da seguinte forma: o irmao
que ficou na Terra (lado esquerdo da equagio) estd mais
velho do que o irmao que fez a viagem interestelar (lado
direito da equagio).

VI A Aalgebra geométrica do
espaco-tempo
A Algebra geométrica do espaco-tempo é definida de

maneira analoga ao casos ja considerados. Primeiro, o
produto geométrico é definido de modo que

(ero + vie1 + v2e2 + 0363)(1)060 + viep + v2e2 + U3e3)
= (00)” = (12)? = (v2)° = (10)?, (134)

onde estamos considerando a métrica dada pela
eq.(115). A solucdo para este problema, que define o
produto geométrico, é dada por

(e0)? =1, (135)

(e)?=-1, (i=1,2,3), (136)

(v =0,1,2,3). (137)

e.e, +ee, =0,

Nas expressoes acima temos um exemplo de uma con-
vencao que iremos adotar: indices latinos assumindo os
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valores 1, 2 e 3 e indices gregos assumindo os valores 0,
1,2,e 3.

O produto geométrico de vetores pode ser escrito na
forma

vu=v -u+vAu, (138)

onde
v.-u=u vzw, (139)
vAu= —uAv= 2" (140)

2

Como nos casos anteriores, os objetos da forma vAu
sao bivetores. Aqui, entretanto, como o espaco é qua-
dridimensional, podemos definir outros objetos além de
bivetores. A interpretagao geométrica para isso é ébvia:
além do plano bidimensional propriamente dito, em um
espaco quadridimensional temos também hiper-planos
tridimensionais e hiper-cubos quadridimensionais. Por-
tanto, além de bivetores, podemos definir trivetores (ou
3-vetores) e quadrivetores (ou 4-vetores)®.

Para definir trivetores e quadrivetores vamos consi-
derar o produto geométrico envolvendo um vetor (1-
vetor) e um bivetor. Primeiro, devemos notar que
temos aqui quatro vetores linearmente independentes
{ep, e1, ez, es3} e seis bivetores linearmente independen-
tes que resultam do produto geométrico de combinagoes
destes vetores tomados dois a dois, ou seja, temos os bi-
vetores {epeq, epes, eges, €1es, e1e3,ezes}. O produto
geométrico envolvendo, por exemplo, o vetor ey e os bi-
vetores epe; (1 = 1,2, 3) resulta em vetor. Esse é o caso
sempre que o indice do vetor é igual a um dos indices
do bivetor.

Logo, sé podemos esperar por algo novo quando o
indice do vetor for diferente dos indices do bivetor. Por
exemplo, o produto geométrico do vetor ey com o bive-
tor ejes resulta na quantidade egejes. Esta quantidade
nao é nem um escalar, nem um vetor e nem um bivetor.
Esta quantidade é o que denominamos um trivetor ou
3-vetor. Do ponto de vista geométrico podemos pensar
que ela descreve um hiperplano orientado® no espaco
quadridimensional. Este hiperplano é o gerado pelos ve-
tores ey, e e e5. Como podemos ver facilmente, temos
aqui apenas quatro trivetores linearmente independen-
tes, a saber: {epejes, eperes, epeses, erezes}t. Qual-
quer outra combinagao possivel se reduz a estas usando
a relagao (137).

Continuando o raciocinio, podemos definir uma
nova quantidade através do produto geométrico de um
vetor e um trivetor. Como s6 devemos esperar por algo
novo quando o indice do vetor e os trés indices do tri-
vetor forem todos diferentes, podemos considerar, por
exemplo, o produto do vetor eg pelo trivetor e;ezes. O
resultado é a quantidade epejeses, que denominamos

um quadrivetor ou 4-vetor. Todas as outras possibili-
dades, como por exemplo o produto de e; por egeses,
resultam nesta mesma quantidade apds um rearranjo
apropriado usando a eq.(137). Portanto egejeszes é o
#nico quadrivetor linearmente independente dentro da
algebra geométrica do espago-tempo.

Com relagao & nomenclatura, cabe comentar que
muitas vezes um n-vetor em um espaco vetorial de di-
mensao n é também denominado um pseudo-escalar e
que um (n—1)-vetor é também denominado um pseudo-
vetor. Logo, no caso da algebra geométrica do espago-
tempo um quadrivetor pode ser também denominado
um pseudo-escalar e um trivetor um pseudo-vetor. Por
detras disto estd o isomorfismo que existe entre os
espacos vetoriais dos k-vetores e dos (n — k)-vetores.
No caso que estamos considerando vemos isso explici-
tamente uma vez que os espacos vetoriais dos escalares
e dos quadrivetores assim como os espacos vetoriais dos
vetores e dos 3-vetores possuem o mesmo nimero de di-
mensoes. Esta propriedade entretanto nao se limita aos
casos considerados; ela é geral.

Em geral usamos uma notac¢ao simplificadora para
os k-vetores definidos acima. Esta notagao estd exem-
plificada abaixo:

el = egep, efc,
€o12 = egerey,  etc,

€0123 = €pelezes. (141)

O pseudo-escalar egia3 é tao importante que muitas ve-
zes lhe reservamos uma notacao particular através de

€5 — €123 =— €pejeses. (142)
E importante observarmos que o pseudo-escalar satisfaz

(e5)? = —1 (143)

Vv e RS (144)

e;v + ves = 0,

Estas propriedades!® seguem facilmente do uso das
eqs.(135-137). Esta dltima nos diz que o pseudo-escalar
es5 sempre anti-comuta com vetores. Consequentemente
ele também anti-comuta com trivetores e comuta com
bivetores (além, é claro, dos escalares ou outros pseu-
doescalares).

Denotaremos o espaco vetorial dos k-vetores por
/\k (R1Y3) e a soma direta destes por A(RY3), ou seja,

/\(Rl,?)) /\O(Rl’?’) 69/\1(R1,3) @ /\Z(RLS)
& \*®") e AR, (145)

8Esta denominagdo nio deve ser confundida com uma as vezes adotada em alguns livros de Relatividade onde um vetor (ou um
1-vetor no jargao que estamos adotando) pertencente ao espaco vetorial de Minkowski é dito um 4-vetor ou quadrivetor.

9Sobre a questdo da orientagdo veja [1] e [3].

10F; interessante comparar esta propriedades com as do caso da algebra geométrica do espago euclideano tridimensional discutido em

[1].
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onde usamos a convencao usual A°(RM3) = R e
AL(RL3) = R3O espaco vetorial A(RY3) equipado
com o produto geométrico definido pelas eqs.(135-137) é
o que denominamos dlgebra geométrica do espago-tempo
e denotamos por Cf; 3.

AR —

Operagdes como as projecoes { )i
/\k(}Rl’?’) e as involucoes denominadas reversao, in-
volugao graduada e conjugacao — definidas no caso de
Cly e Cly 1 pelas eqs.(46-49) — continuam sendo defini-
das da mesma forma para C/; 3.

A eq.(138) pode ser agora generalizada. Se ¢ é um
multivetor arbitrario entao podemos escrever

V=V -+ vV AY, (146)
onde N

vt = w (147)

v/\1/;:w. (148)

Se ¢ = 1 é um k-vetor temos b, = (—=1)%4; e estas
equacoes ficam

(149)

v+ (=1)f v

5 .
Portanto a interpretagdo da decomposi¢ao (146) do pro-
duto geométrico em termos dos produtos - e A depende
da graduacao k de um k-vetor. Se ¥p é um k-vetor
entao v A ¢y é um (k4 1)-vetor. Isso é consistente com
nossa interpretacao anterior. De fato, tomando como
exemplo os vetores ortogonais eg, e; e es, segue da de-
finicao acima que

(150)

€p A e A €9 = epejes. (151)
Do mesmo modo
€p A e A (5] A €3 = epejeqxes. (152)

O fato do produto A ser anticomutativo ou comu-
tativo conforme a graduagao do k-vetor deve-se ao fato
deste produto para vetores ser anticomutativo. De fato,
usando as propriedades de associatividade e a antico-
mutatividade segue que

vAuAWwW)=(VAWAW=—(uAV)AW
=—uA(VAW)=uA(WAV)=(uAW)AV,
(153)

o que mostra que o produto A envolvendo vetor e bive-
tor é comutativo. Portanto, devemos levar em conta na
definicao deste produto a graduacao do multivetor.
Nao é dificil vermos que enquanto v A ¥ é um
(k+ 1)-vetor (para ¢ um k-vetor), v -4 é um (k—1)-
vetor. O produto - ndo é portanto um produto escalar.
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A interpretacao do produto - como um produto escalar
86 é possivel para o caso particular envolvendo dois ve-
tores, ou seja, quando temos v-u. Para os demais casos
devemos nos referir a esse produto como contragdo [1].

Além da eq.(146) podemos generalizar a eq.(138)
como

Yv =1 -v4+PpAV, (154)
onde N

bV = w (155)

1/)/\v:w. (156)

Quando ¥ = ¢ é um k-vetor temos

Yiv — (= 1) vy
2 b)

Y v = (157)

Vv + (= 1) vy,
5 .

Como podemos ver pelas defini¢oes acima, temos as se-
guintes propriedades:

vt = —(=1) v, (159)

VAL = (=) Av. (160)

Y AV = (158)

Ja o produto geométrico ¥p¢; para k > lel > 1
nao pode ser decomposto na forma (146) ou (154). E
possivel mostrar que em geral o resultado do produto
geométrico ¥y ¢; pode ser escrito na forma [1]

Yedr = (Vrd1)p—1| + (Vrd1) k1|42
+ o (k) (161)

Evidentemente podemos generalizar a definicao dos
produtos - e A através de

V- o1 = (Ve o) k1) (162)
Ve A g = (Vrd1) k41, (163)

mas mesmo assim o produto ¥ ¢; nao pode ser escrito
na forma (146) ou (154) devido & presenca de termos
adicionais na eq.(161). Apenas quando um dos ele-
mentos for um vetor (ou k = 1 ou { = 1) o produto
geométrico pode ser escrito na forma (146) ou (154).

Reflexdes e rotacoes sdao descritas em Cf; 3 da
mesma forma que no caso das algebras dos planos eu-
clideano e pseudo-euclideano. Entretanto, com relacao
as rotacoes, temos agora uma estrutura muito mais rica
que devemos olhar com detalhes.

Vimos que tanto em Cfy como em C{; ; uma rotagao
é descrita pela operacdo v — RvR™! com R da forma
R = exp B/2, onde B é um bivetor. Este bivetor B
é B = ¢ese; e a rotagao se da no plano dos veto-
res e; e es. No caso euclideano (eze1)? = —1 e te-
mos uma rotacao propriamente dita; ja no caso pseudo-
euclideano (ese;)? = 1 e a rotacio é hiperbdlica.
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Em Ct; 3 o espago /\Z(Rl’?’) dos bivetores tem di-
mensao seis e podemos ter tanto bivetores satisfazendo
B? < 0 como B? > 0 (e até mesmo B? = (). Vamos
considerar os bivetores tais que B? = —1; por exem-
plo: ejes, eje3 e ezes (assim como combinagdes line-

exp %eleg)

(
exp ( ejes)e exp (
(
)

exp

NS

exp ( ejes)es exp (—e1e3) = cos ¢ez — sin ge; .

Estas equagoes mostram claramente que temos uma
rotacao no plano dos vetores ey e es.

Agora vamos olhar para os bivetores tais que B? =
1; por exemplo: ege;, eges e epes, fora as combinacoes
lineares convenientes destes. Como no caso do plano

exp (‘z’eoeg)eo exp (—eo
exp (¢e0e3)e1 exp
exp (¢e0e3)e2 exp

exp (‘z’eoeg)eg exp (—e0e3

Esta claro que temos aqui uma rotacao hiperbdlica no
plano dos vetores eg e es.

Resumindo, a operacio v — RvR™' com R =
exp (¢/2)B descreve uma rotagdo espacial se B? = —1
ou uma rotacdo hiperbdlica se B> = 1. Para deixarmos
um pouco mais clara essa distin¢ao vamos usar daqui
em diante a seguinte notacao: ao invés de R escrevere-
mos U no caso de uma rotagao espacial e L no caso de
uma rotacao hiperbdlica.

Finalmente, vamos considerar uma rotacao genérica
no espago-tempo. E possivel mostrar (o que omitiremos
aqui — veja, por exemplo, [6]) que a rotagdo mais ge-
ral possivel no espaco-tempo pode ser escrita como a
composi¢ao de uma rotacao espacial e uma rotacao hi-
perbélica. Em simbolos, se v — RvR~! é uma rotacio
arbitraria do vetor v no espaco-tempo entao podemos
escrever (de maneira unical) R na forma

R=1LU, (172)

onde L descreve uma rotacao hiperbdlica e U uma

=%
2

ejez)es exp (=

exp (—¢e1e3) = ey, (164)
1€3) = cos ¢e; + sin ges, (165)
¢e1e3) = €3, (166)
(167)

= cosh ¢eq — sinh ¢es, (168)
=Leges) = ey, (169)
T(z)eoeg) = €3, (170)
= (171)

ares convenientes destes). Como no caso do plano eu-
clideano, estes bivetores geram rotacées no plano por
eles definido. Como exemplo, vamos tomar o bive-
tor ejes e considerar a operacio v — RvR™! com
R =exp((¢/2)e1e3). Podemos entdo verificar que

pseudo-euclideano, estes bivetores geram rotacioes hi-
perbdlicas no plano por eles definido. Um exemplo é
suficiente para vermos isso. Tomando o bivetor epes
podemos verificar que

cosh ¢es — sinh ¢eg.

rotacao espacial.

VII A Teoria da Relatividade
Restrita

Vamos comecar discutindo alguns aspectos da ci-
nematica relativistica. Primeiro, vamos considerar um
referencial (O, B). Lembrando a eq.(117), podemos des-

—
crever um evento P através do vetor x = OP,
X = xoegy + e + zoes + r3es, (173)

onde xg = ct, etc. Podemos pensar que o vetor tipo-

tempo e define um observador inercial e as coordena-

das {z,} (1 =0,1,2,3)sdo portanto as coordenadas do

evento com relagao a este observador neste referencial.
Uma vez que e2 = 1 podemos escrever'!

X = xepeg = (x-epleg + (x Aegleg = cteg + &, (174)

11 Sobre a questao de notacio: dadauma quantidadeno espago-tempo denotada por uma letra em negrito, a correspondente quantidade
no espaco tridimensional serd denotada pela mesma letra com uma flecha. Um exemplo do uso desta notacao estd na eq.(174).
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onde

el =x - eg (175)

&

= (xAepleg = (xAeg)- e
= xi1€e1+ x2e2 + x3€3. (176)

Portanto, as quantidades x-eg e (xAeg)-ep sao respecti-
vamente o tempo e a posi¢ao do evento no referencial em
questao. Aqui a posi¢ao do evento refere-se a posicao
no espaco tridimensional de acordo com um observador
inercial definido por eg. Com isso, se x = x(7) é a linha
de universo de uma particula, no espaco tridimensional
com relacao ao observador eg esta particula percorre
uma trajetéria # = #(t) determinada substituindo em
Z = #(1) = (x(7)Aep)-eg a expressao para T em termos
de t que obtemos resolvendo ¢t = et(r) = x(71) - ep.

Seja x = x(7) a linha de universo de uma particula,
onde 7 denota o tempo préprio. Definimos a sua velo-
cidade prépria como

dx
V= (177)

Temos entao

dt dl‘l dl‘z dl‘g

= Loy g 222, 4 B, 1
v cheo—l— e e + i ey + I es (178)
Logo
v = vegeg=(v-epleg+ (vAe) - eg
dt dz
= c— B 179
cheo + dr (179)

A quantidade (v Aeg) - eg = (v Aeg)ep,

dx A dz

— Ae ep = —

dr 0 ° T dar
dl‘l dl‘z dl‘g

oot et gy e (180)

(vAeg)- eg

ndo é a velocidade ¥ associada com o movimento da
particula no espaco tridimensional. No espago tridi-
mensional a particula percorre uma trajetéria # = #(t)
e a velocidade para esta particula é

dz
U= —. 181
T (181)
Chamaremos ¥ assim definida velocidade relativa. Para
expressar ¢ em termos de (v A eo) - eg basta notarmos

que

dr dZ
V= —— 182
YT war (182)
e com a ajuda da eq.(179) podemos ver que
JIC(V/\eO)~e0:c(V/\eo)e0. (183)
V- €p V- €p

Feito isso, agora devemos nos perguntar o que acon-
tece em termos de um observador inercial descrito por
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um vetor tipo-tempo constante u (u? = 1, du/dr = 0).
A resposta para isso segue segundo o mesmo raciocinio
acima, exceto que agora em lugar do vetor ey devemos
considerar o vetor u.

Dado o vetor x escrevemos em analogia com a

eq.(174),
x=xuu=(x-u)ut+(xAu)-u=c'u+z', (184)

onde
!
ct =x-u

, (185)
' =(xAu)-u=(xAuu. (186)

As quantidades ¢’ e ¥’ sdo o tempo e a posi¢cdo do evento
dado de acordo com o observador u. Estas quantidades
sdo diferentes de ¢ ¢ & dados na eq.(174). Para apre-
ciarmos esta diferenca precisamos da relacao entre os
vetores u e eg.

Como u e ey sa0 vetores tipo-tempo unitarios, existe
uma rotacao no espaco-tempo que leva um vetor no ou-
tro. Podemos entao escrever

u=Re R, (187)

onde R = LU segundo a eq.(172).

Porém, UeoU ™! corresponde a uma rotacio espa-
cial do vetor ej. Como uma rotagao espacial ocorre no
hiper-plano ortogonal a ey (ou seja, no espaco euclide-
ano tridimensional) ela nao altera este vetor, de modo
que devemos ter

UeoU™" = ey. (188)
Com isso podemos escrever a relacao entre u e ey como
u=Ley 7!, (189)

ou seja, uma rotacao puramente hiperbdlica.

Como esta rotagao hiperbdlica acontece no plano
definido pelos vetores ey e u, podemos escrever L na
forma

L :exp(gB), (190)

onde v é o angulo hiperbdlico e B é um bivetor tipo-
tempo unitario (B? = 1) que anti-comuta com eg,

eoB = —Beo. (191)

O fato que B deve anti-comutar com ey pode ser visto
da seguinte forma. Dado um bivetor arbitrario B po-
demos sempre escrevé-lo na forma B = By + B_|
onde B, é a parte que comuta com ey e B_ é a
parte que anti-comuta com eg. E simples verificar-
mos que By = (1/2)(B + egBep). Também nao é
dificil verificarmos que Bi e B_ comutam, ou seja,
BiB_ = B_B;. Do fato que B4 e B_ comutam pode-
se mostrar que exp (By + B_) = exp (B4 )exp (B-).
Portanto se L é da forma exp ((v/2)B) podemos es-
crevé-lo como L = exp ((v/2)B_)exp ((v/2)By). Mas
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a parte exp ((v/2)B;) corresponde justamente & trans-
formacao dada pela eq.(188). Logo sobra apenas a parte
exp ((v/2)B-), que é justamente o que estamos consi-
derando acima.

Com 1sso temos que

eoL ™! = epexp (_TVB) = exp (gB)eo = Leg, (192)
que usado na eq.(189) resulta que
u = L%ey, (193)

ou ainda

uey = L7 (194)

Esta 1ltima expressao é particularmente util pois
no lado esquerdo esta uma quantidade que ja sabemos
como lidar usando as eqs.(179) e (183). De fato,

uey = u-egtuiey=u-e+ (uAegegey
= 4 (1 + Eeo) : (195)
e
onde, segundo a eq.(183),

(uAep)-eg
Y

i=c

(196)

é a velocidade relativa do observador e v denota a quan-
tidade
vy =u-eg. (197)

Podemos facilmente determinar v através de um pe-
queno truque. Como u e eg sao unitarios podemos es-
crever

1 = uu = uegegu. (198)

Enquanto ueg é dado pela eq.(195), para epu podemos
escrever

egu=—ey-utegAu=u-e; —uAeg, (199)

onde usamos as propriedades dos produtos - e A en-
volvendo vetores (eqs.139 e 140). Segue entdo das
eqs.(196) e (197) que

epu = v (1 — %eo) ) (200)

Com isso, da eq.(198) temos

u i deq)?
10 ) 0.

ou seja,

onde u? = (@eg)?. Uma vez que @ é da forma

U= uie] + uses + uses (203)

e e;eg = —ege; (1= 1,2,3) temos
R S 9
u® = degtiey = —Uduegey = —u-. (204)
Como @? < 0 segue que

u? > 0. (205)

Vamos agora determinar L explicitamente. Como L
é da forma (190) temos

L? = expvB = coshv +sinhvB, (206)

onde B? = 1. Por outro lado, usando as eqs.(194) e
(195) temos

7 u (U
L? :'y—i—’yzeo :'y—i—'y; (Eeo) : (207)

Comparando as duas ultimas expressoes temos

—

a
B=- 208
€0 (208)

€ u
coshy =5, sinhv=r~—. (209)

e

A eq.(208) nos diz qual o bivetor que gera a rotacao
hiperbdlica em questao. Escrevendo

a uije; + uszes + uses
- = (210)
U (wn)? + (u2)? + (us)?
o bivetor B é
_ujejeg + usesep + usesep (211)
V{(w)? + (u2)? + (us)?
J4 da eq.(209) segue que
tanhy = 2. (212)

C

Esta expressao sem divida merece destaque! Ela re-
laciona o angulo da rotagao hiperbdlica com a veloci-
dade relativa. Chegamos assim a uma profunda relagao
entre a cinemdtica relativistica e geometria pseudo-
euclideana. Devido & essa interpretacao é comum cha-
marmos o angulo hiperbolico v de rapidez. Note que
para v — oo temos u — c¢. Podemos ainda inverter
a equacao acima para expressar o angulo hiperbdlico v
em termos da velocidade relativa u e o resultado é

”:%IHGJ—FZE) (213)

Nao bastasse isso, a eq.(212) permite obtermos de
maneira trivial a férmula para a adi¢ao de veloci-
dades relativas. Para isso basta usarmos a férmula
para adicao de angulos hiperbdlicos. Usando a de-
finicao das funcgoes seno e co-seno hiperbdlicos segue
que sinh (1 + v2) = sinhwvy coshvy + sinh vg cosh vy
e cosh (1 +v2) = coshyycoshvy + sinhwy sinh vs.
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Usando estas expressoes na definicao de tanhv =
sinh v/ cosh v chegamos sem dificuldade na “lei das tan-
gentes hiperbdlicas”:

tanh vy + tanh vs

tanh = '
anh (v1 + v2) 1 + tanh v4 tanh vy

(214)

Usando agora a eq.(212) com tanh (11 + v2) = tanhv =
u/e, tanh vy = uy /e e tanh vy = uy/e segue imediata-
mente que

Uy + U2

1+ (uyus/c?)’
Esta é a conhecida lei de adi¢ao de velocidades dentro
da TR.

Para prosseguirmos vamos simplificar um pouco as
expressoes assumindo que @ é da forma

U = ue;. (216)

U

(215)

Nao ha muita perda de generalidade com isso. Uma vez
entendidos os calculos que se seguem é possivel repro-
duzi-los para @ da forma (203) sem muita dificuldade.
Além de simplificarmos um pouco as expressoes, Nosso
interesse com isso é também deixar as expressdes numa
forma mais familiar, o que permite uma melhor com-
paracao entre os métodos mais tradicionais e o exposto
aqui.

X Au
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Com isso L fica sendo dado por
v
L =exp (§e1e0), (217)

onde v = arctanh(u/c). O vetor u por sua vez fica
sendo dado por

(218)

u
u=veg —|—'yze1.

A relagao entre t e t' pode ser agora facilmente ob-
tida. Usando a eq.(174) (com #1 = &, x2 = y € 3 = 2)
para x na eq.(185) temos

, u
e’ = (cteg + xre; +yes + ze3) - (yep + 'y;el)
= et — 'ya:g, (219)
c
ou seja,
;L Uz
¢ _7(15—6—2). (220)

J4 a eq.(186) nos fornece #’. Usando a expressio
acima para u encontramos que

(cteg + xey + yes + zez) A (yeo + y(u/c)er)
ytueg Aep + yre; Aeg 4+ yyea Aeg

+ vyzes Aeg+yy(ufces Aep +yz(ufc)es Aeq, (221)

e dal

(xAu)-u =

onde com alguns agrupamentos,

(xAu)-u =

—'yztuel + 'yzxel + 'yzyez + ")/2283
i (u?/c)eq + v x(u/c)eo
Y y(u? /P )es — 4 z(u? /e )es, (222)

(x — tu)y*(u/c)eo + (2 — tu)y?e;

+ Y1 —u?/cH)yes + 72 (1 — u?/c?)zes. (223)

Usando agora a eq.(202) para y encontramos que

=/

Esta equacao para £’ apresenta um problema. Pri-
meiro, vamos olhar novamente para as eqs.(174) e (184).
Nestas equacbes vemos que t e t' sdo as componentes
de x nas direcoes de ey e u, respectivamente, e ¥ e T’
sao os complementos ortogonais destes vetores em ter-
mos da decomposicao ortogonal do espago-tempo em
“espago” e “tempo”. Quando calculamos ' tomamos

' =(x— tu)'yz(u/c)eo +(x — tu)'yzel + yes + zes. (224)

justamente a projecao de x na direcao de u e pudemos
comparar ¢’ com t pois u estd dado em termos de eg.
Se quisermos agora encontrar alguma relacao entre as
componentes de £’ e as componentes de ¥ precisamos
especificar a base do espaco (tridimensional) ortogonal
a u. A eq.(224) nos fornece corretamente o vetor &’
mas em termos da base {e,} (¢ = 0,1,2,3). Preci-
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samos agora encontrar a base {e],} obtida a partir da
base {e,} pela rotacdo hiperbdlica em consideragao, ou
seja,

e, =Le,L™", (1=0,1,2,3). (225)

Para ef, obviamente e) = u. Quanto aos demais
vetores calculando a expressao acima encontramos que

e = yer +y(u/c)eo,
€, = €3,
e; = es. (226)
Agora podemos escrever £’ dado pela eq.(224) na
forma
7' =vy(x — tu)e] + yeh, + zej. (227)
Uma vez que (2,4, z") sdo definidos como
g =2'e] +ye,+ el (228)

encontramos comparando estas duas ultimas equagoes
que

v = vy(x —tu),
y =y,
Z =z (229)

As eqs.(220) e (229) sdo justamente as celebradas
transformagoes de Lorentz. Lembrando a definicao de v
podemos escrever estas transformacoes explicitamente
como

, t—ux/d?
V1—u?/e?’
, x —tu
e
V1—u?/e?
v =v
7 =z (230)

Essencialmente uma transformacao de Lorentz é
uma rotacao hiperbdlica. Estas transformacoes rela-
cionam as coordenadas de um evento de acordo com
dois observadores inerciais movendo-se um em relacao
ao outro com velocidade relativa . Seguindo a mesma
linha de raciocinio que utilizamos para construir as fi-
guras anteriores, podemos ilustrar estas coordenadas na

Fig.13.

¢

Figura 13. Coordenadas de um evento segundo dois obser-
vadores distintos.

Note que do mesmo modo que a coordenada z (resp.
t) é obtida tracando uma reta paralela & reta definida
por ey (resp. ep), a coordenada x’ (resp. t') é obtida
tracando uma reta paralela & reta definida por ej; = u
(resp. e]).

Existe ainda uma outra forma de obtermos as
féormulas acima para as transformacgoes de Lorentz.
Esta consiste em interpretarmos de uma outra maneira
uma rotacao hiperbdlica. Para entendermos como fazer
1sso vamos primeiro considerar a interpretacao de uma
rotacao espacial. Para isso vamos considerar a trans-
formacio x — UxU ! correspondendo a uma rotacio
espacial. Temos interpretado essa rotacao espacial do
vetor x como resultando em um novo vetor x’ dado por
x' = UxU~'. Esta interpretacao corresponde ao que
chamamos ponto de wvista ativo. Entretanto, podemos
interpretar esta transformacao segundo o que chama-
mos ponto de vista passivo. Segundo esta interpretagao
o vetor x nao ¢ alterado mas sim as coordenadas desse
vetor através da rotacao dos vetores da base. Se do
ponto de vista ativo a rotagdao do vetor x acontece num
dado sentido e por um certo angulo, do ponto de vista
passivo a rotacao dos vetores da base acontece no sen-
tido oposto e pelo mesmo angulo. Ilustramos isso na
Fig.14.

Figura 14. Interpretagdo de uma rotagao espacial segundo
o ponto de vista ativo (figura & esquerda) e passivo (figura
a direita).

No caso de uma rotacao hiperbdlica as mesmas
interpretacoes sao possiveis. Podemos interpretar a
transformacio x — LxL~' do ponto de vista ativo,
significando que o resultado desta transformacgao é um
novo vetor x’ obtido pela rotagao hiperbdlica do vetor
x num dado sentido e por um certo angulo hiperbdlico.
Ou entao do ponto de vista passivo, onde o vetor x
permanece inalterado e os vetores da base sofrem uma
rotacao hiperbdlica pelo mesmo angulo mas no sentido
oposto. Na Fig.15 ilustramos estes dois casos.

As transformacoes de Lorentz relacionam as coor-
denadas de um mesmo evento segundo dois observado-
res inerciais. Logo, se quisermos obter as expressoes
para estas transformacoes diretamente da expressao
para uma rotagao hiperbélica devemos interpreta-la no
sentido passivo.

Para sermos mais especificos, vamos considerar o
caso envolvendo dois observadores inerciais definidos
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por eg ¢ u tais que u = LegL™!. Do ponto de vista

da algebra geométrica uma transformacao da forma

x — LxL~! ¢ interpretada no sentido ativo, ou seja,

b

k]
¢

Figura 15. Interpretacao de uma rotagao hiperbdlica se-
gundo o ponto de vista ativo (figura superior) e passivo (fi-
gura inferior).

Escrevendo x’ = ct’eg +x'e; +y'es + 2'e3 segue que

=t +ux/c®), & =y(z+ut),
Yy =y, 2=z (232)

que ndo sao as transformacoes de Lorentz dadas pelas
eqs.(220) e (229). A eq.(232) fornece as coordenadas
de um novo evento x’ de acordo com o observador iner-
cial definido por eg. Esta é a interpretacao do ponto
de vista ativo e é a unica interpretacao possivel para a
transformacio x — LxL~1.

Para escrevermos esta rotagao hiperbdlica do ponto
de vista passivo em termos da algebra geométrica do

Jayme Vaz Jr.

ela define um novo vetor x’ dado por x' = LxL™!.
Para L dado pela eq.(217), x’ = LxL~! é dado por

x' = ct(veo + y(ufc)er) + x(yer + v(u/c)eg) + yes + zes
(et + ux/c)eg + y(x + ut)e; + yes + zes. (231)

espaco-tempo podemos utilizar um truque. O que pre-
cisamos é “simular” o ponto de vista passivo em termos
do ponto de vista ativo. Como ja discutimos, do ponto
de vista passivo a rotacao hiperbdlica é considerada no
sentido oposto (e pelo mesmo angulo hiperbdlico). Pen-
sando do ponto de vista ativo, esta rotacao hiperbdlica
no sentido inverso pode ser vista como a transformacao
inversa da transformacio x — LxL~'. Esta trans-
formacdo é obviamente x — L~ 'xL. Portanto a trans-
formacao ativa x — % = L~ 'xL pode ser interpre-
tada do ponto de vista passivo como definindo as no-
vas coordenadas do vetor x em termos da base {e]}
(p=0,1,2,3) dada por e}, = Le,L='. A melhor ma-
neira de nos convencermos disso é efetuando explicita-
mente os calculos. De fato, para x = L™1xL temos

x = vy(et —ux/c)eg + y(x — ut)e, + yes + zes. (233)
Escrevendo x = ct'eq + z’e; + y'es + z’e3 segue que

t' =t —ux/c?),
Yy =y, 2=z, (234)

v =vy(x —ut),

que sao justamente as transformacoes de Lorentz pro-
curadas. Portanto, o novo vetor x obtido através da
transformacio x — % = L™IxL ¢é tal que as suas com-
ponentes em termos da base {e,} sdo as mesmas com-
ponentes do vetor x em termos da base {e/,} dada por
eL = Le,L™!. Temos assim uma receita de como “si-
mular” o ponto de vista passivo em termos do ponto
de vista ativo, que é o que deve ser usado ao olharmos
para uma rotacao espacial ou hiperbdlica através das
operacoes da algebra geométrica. Embora isso misture
dois pontos de vista diferentes, sem divida o procedi-
mento é simples e eficiente do ponto de vista computa-
cional. Por outro lado, o procedimento usado anterior-
mente para obtermos as transformacoes de Lorentz nos
parece do ponto de vista conceitual mais completo.
Vamos agora olhar para a dinamica relativistica. A
dinamica do movimento de uma particula pode ser es-
pecificada na TR através da generaliza¢ao da segunda
lei de Newton. A generalizacao natural desta lei é
p= I (235)
dr
onde F e p sao as generalizagoes em termos do espago-
tempo dos conceitos classicos de forg¢a e momentum,
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respectivamente. Vamos considerar agora estas genera-
lizacoes.

Para o vetor p, que denominaremos momentum
proprio da particula, podemos escrever

P = DPegey = (p : eo)eo + (p A eo) -eq
E .
—eo+7, (236)

onde definimos a energia prépria E da particula como
E=c(p-en), (237)
e o momentum relativo p como

7 = (PAen)-en=(pAeoeg
= piei + paes + pses. (238)

Por estas defini¢coes o vetor p é também as vezes deno-
minado vetor energia-momentum.

A massa propria da particula é definida pela norma
do vetor p. Iremos postular que para particulas massi-
vas p ¢ um vetor tipo-tempo, ou seja, p2 > 0. Definimos
entdao a massa propria mg através de

2

(mo)? = %' (239)

Por outro lado, para p? temos

9 E N/ E .
P —eg+p —eg+p
C C

= —+p, (240)

€ Como

= (pie1 + paes + paes)’
—(p1)? — (p2)* — (p3)* = —p*, (241)

podemos escrever

p?=— —p> (242)

Agora, comparando as eqs.(239) e
escrever

(242), podemos

E* = mict 4+ p*ct. (243)

Na mecanica cldssica o momentum p de uma
particula é definido como p'= mo¥, onde mg é a massa
da particula. A generalizacao natural desta defini¢ao é

P = mpev, (244)

onde v é a velocidade prépria da partlcula (eq.177).

Esta definicdo é coerente; uma vez que v? = 1 ela im-

plica que p? = (mgc)?, que é justamente a eq.(239).
Das eqs.(179) e (183) podemos escrever

—

v
v="e0+7, (245)

onde v é a velocidade relativa da particula e

b2\ 12
'y:v~e0:<1——) . (246)

Usando a eq.(245) na eq.(244) temos que
P = mocyeg + moyv. (247)
Comparando agora as eqs.(236) e (247) segue que

E = moc?y, (248)

P=moyd, (249)

que ¢é claramente uma generalizacao da expressao
classica.

Suponha que a velocidade relativa da particula seja
nula, ¥ = 0. Portanto 5= 0, p> = 0 e a eq.(243) implica
nesse caso que

Qfl

E? = (mgc?)?, (7 =0). (250)
Como E = ¢(p-eq) = mgc?(v-eg) e v é um vetor tipo-
tempo que aponta para o futuro (v -ep > 0) temos que
FE > 0 e como solu¢ao da eq.(250)

E = myc?, (7=0). (251)
Essa é a energia propria de uma particula em repouso
(¢ = 0), dai também denominarmos esta quantidade
energia de repouso e denota-la por Fyp, ou seja,

Eo = moc?. (252)

Da eq.(249) temos que p? = may*v?,
vez na eq.(243) implica que

que por sua

E? = moc —|—mgcz'y2v2

m2et <1+~y “2) (253)

Usando a eq.(246) vemos que

2 2.2
2V v?/e _ .2
(1—1—7 cz)_<1+71—v2/c2)_7’ (254)

e para a eq.(253) obtemos que
E? = micty?. (255)
Como E > 0 a solugao é
E = mgyc?. (256)

Esta equacao nos fornece a energia prépria de uma
particula. Definindo uma massa relativa m como

E = mc, (257)
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temos
mo

V1—v2/c2

Quando ¢ = 0 temos entdao m = my.
Para o vetor F, que denominaremos forga prépria
ou for¢a de Minkowski, escrevemos como nos casos an-

(258)

m=mgy =

teriores
F = (F~e0)e0—|—(F/\e0)~e0

W o
= —eo+ . (259)

Escrevendo p na forma (236), a lei de movimento
(235) implica que

_dE _ dE

dr 7 dt’ (260)
¢ dp dp
= P P

f it ye (261)

onde usamos vy = dt/dr. A eq.(261) é uma evidente
generalizacao da segunda lei de Newton, onde j?é o}
que chamamos for¢a relativa. J4 a eq.(260) trata-se de
uma generalizacao da relagao classica entre poténcia W
e varia¢ao de energia.

Podemos ainda definir a acelera¢do préipria de uma
particula como

dv
a=—.
dr

A lei do movimento pode entao ser escrita na forma

(262)

F = mgeca. (263)

Ja a relagao entre a forga relativa e aceleragao re-
lativa é um pouco mais complicada. Como nos casos
anteriores, vamos escrever a como

a=(a-eg)eg+ (aAeg)-ep. (264)

Para a forca relativa ftemos portanto

—

F=mgc(aNeg)-ep. (265)

O termo do lado direito é

d d .
(aheg)-e = E(v/\eo)eo:»yg(%v)
2
YL, rdys
= — - 266
ca+cdtv’ (266)

onde usamos a definicao da aceleragao relativa @,

de
a=—. 267
i= (267)
A quantidade dy/dt pode ser facilmente calculada

A partir da eq.(246), lembrando que v? = —%'%. O re-

sultado é que

d 3
1o _Tia=2wa, (268)
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onde definimos
(V,d) = —V-d = —=(¥d — dv), (269)

de modo que v? = (¥, 7).
Com isso a eq.(265) pode ser finalmente escrita na

forma
4

F=moy?d+ moz—2<17, a)e, (270)

que é a generalizacao relativistica da segunda lei de
Newton f = mgod.

VIII Conclusoes

Nosso principal objetivo neste artigo foi apresentar a
algebra geométrica do espago-tempo como uma estru-
tura natural e eficiente para a formulacao da TR. As
vantagens desse formalismo sao varias e esperamos ter
exibido algumas delas claramente ao longo do texto.

Uma das vantagens das Algebras
geométricas é a sua generalidade. A definicao da
algebra geométrica de um espago é geral, nao impor-
tando a dimensao deste espaco ou suas propriedades
métricas. Com isso os principais conceitos podem ser
introduzidos tomando exemplos simples como os re-
lativos ao plano, preparando assim o terreno para a
consideracao de casos mais complexos através de ge-
neralizacoes quase triviais dos casos mais simples. Foi
exatamente 1sso que tentamos fazer ao longo do texto.
Muitos dos aspectos principais da algebra geométrica
do espago-tempo ja se encontram presentes nas algebras
geométricas dos planos euclideano e pseudo-euclideano,
o que facilita demasiadamente a consideracao de um
caso onde o numero de dimensdes é um obstaculo para
a compreensao.

O carater pseudo-euclideano de um espago pode
também ser melhor compreendido através das algebras
geométricas. O fato da mesma estrutura poder ser uti-
lizada nos casos euclideano e pseudo-euclideano per-
mite através do estudo comparativo uma elaboracao
das diferencas e similaridades destes espacos e conse-
quentemente uma melhor compreensao da natureza de
um espaco pseudo-euclideano.

As algebras geométricas permitem portanto con-
tornar dois dos maiores obstaculos no entendimento
da TR: a quadridimensionalidade e o carater pseudo-
euclideano do espago-tempo. Além disso, temos uma
estrutura matematica adequada para lidar com uma
vasta classe de problemas e nido apenas a TR. Em [1]
discutimos o uso da algebra geométrica do espaco eu-
clideano tridimensional dentro da teoria de Pauli (que
é a generalizacao da teoria de Schrodinger de modo a
incluir o spin) da Mecanica Quantica nao-relativistica.
Mecanica [2] e Eletromagnetismo [3] sdo eficientemente
estudadas usando algebras geométricas. Se em ca-
sos como estes as algebras geométricas apresentam-se

malores
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como alternativas, em casos como na teoria de Dirac
da Mecanica Quantica Relativistica elas se apresentam
como necessdrias e indispensdvets. A chamada “algebra
da matrizes Gama” [7], que é a estrutura fundamental
da teoria de Dirac, nada mais é do que uma algebra
geométrica de Clifford. Usualmente a teoria de Dirac
é formulada em termos da complexificacao da algebra
geométrica do espaco-tempo mas iss0 nao é necessario
e a teoria de Dirac pode ser inteiramente formulada
em termos da dlgebra geométrica do espaco-tempo [8-
10]. O formalismo de segunda quantiza¢io nas teorias
quanticas de campos também se baselam em algebras
geométricas. Enfim, ao contrario de muitos formalis-
mos cuja aplicabilidade se limita a uma certa classes de
problemas; as algebras geométricas possuem um certo
carater de universalidade.

Finalmente, com relacao a aplicacoes da algebra
geométrica do espago-tempo na solugao de problemas
da TR, nos limitaremos a indicar algumas referéncias.
Um problema padrao como o de uma particula uni-
formemente acelerada dentro da TR é discutido em
[3] usando a algebra geométrica do espago-tempo. Os
movimentos de precessao de Thomas e de Larmor sao
discutidos em [11]. O movimento de particulas carre-
gadas em um campo eletromagnético homogéneo, em
um campo de ondas planas e em um campo de Cou-
lomb sao discutidos em [12]. Nas referéncias [11,12]
é apresentado um tratamento da TR usando a algebra
geométrica do espago-tempo um pouco distinto do apre-
sentado por nds na sec.7. Na verdade acreditamos que
o tratamento de [11,12] apresenta algumas dificulda-
des (as quais nao cabe aqui e agora discutir). O lei-
tor interessado nao devera ter muitas dificuldades em
comparar estes dois tratamentos e estudar estes pro-
blemas. Outras referéncias sobre dlgebras geométricas
e suas aplicacoes podem ser encontradas na lista de re-
feréncias de [1].
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