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�E usado um modelo mecânico simples, composto por uma mola de comprimento unit�ario ligado a
uma massa M , que se move sem atrito ao longo um trilho vertical retil��neo. A outra extremidade
da mola est�a presa a um ponto �xo A. Este sistema �e utilizado para exempli�car o fenômeno
de histerese. Analisa-se tamb�em o diagrama de fase, a estabilidade dos pontos de equil��brio e a
existência de ponto cr��tico.

We use a simple mechanical model composed by a unitary length spring attached to a �xed point A
and to a body M which moves without friction along a vertical straight rail. This system is used to
exemplify concepts inherent to complex systems such as bifurcation and equilibrium stability phase
transitions and hysteresis.

I Introdu�c~ao

O conceito de histerese est�a ligado a sistemas n~ao-
lineares onde o comportamento depende tanto do es-
tado de solicita�c~ao atual quanto de sua hist�oria pas-
sada. Este tipo de fenômeno aparece em v�arias �areas,
tais como magnetismo, elasticidade, plasticidade, sis-
temas de spins, oscila�c~oes em redes cristalinas, etc. A
sua caracter��stica fundamental consiste na existência de
curvas, relacionando a solicita�c~ao (for�ca, tens~ao, etc.)
com a resposta do sistema (deslocamento, deforma�c~ao,
etc.), que dependem da hist�oria passada do sistema e
que formam ciclos fechados quando a solicita�c~ao va-
ria cont��nua e periodicamente com amplitude su�cien-
temente grande. Isto �e, quando se faz a solicita�c~ao
variar ciclicamente, o sistema responde de modo que
o aspecto do gr�a�co resposta � solicita�c~ao seja uma
curva fechada, onde o caminho seguido durante o car-
regamento (aumento na solicita�c~ao) n~ao coincide com
o do descarregamento (ver Fig. 5).

Sistemas simples podem ser usados como podero-
sos instrumentos na apresenta�c~ao de conceitos para os
estudantes nos cursos introdut�orios de F��sica. A assi-
mila�c~ao do aluno ser�a mais efetiva se o sistema puder ser
facilmente constru��do experimentalmente, e usado para
demonstra�c~ao e an�alise do fenômeno. Alguns exemplos
de trabalhos neste sentido s~ao listados nas referências
bibliogr�a�cas [1, 2, 3, 4, 5]. Os sistemas compostos por
massas e molas s~ao usados freq�uentemente para apre-
sentar conceitos relativos �as oscila�c~oes e vibra�c~oes line-
ares [6].

Neste trabalho, utiliza-se um modelo simples, com-

posto por uma mola e uma massa, para exempli�car
o fenômeno da histerese. A particularidade do pre-
sente modelo �e a restri�c~ao imposta ao movimento da
massa, que deve se deslocar ao longo de um trilho reto
sem atrito, �xado a uma distância d da outra extremi-
dade da mola. Esta restri�c~ao geom�etrica introduz uma
n~ao-linearidade de onde decorre a histerese. Apesar da
simplicidade do sistema, seu comportamento mecânico
�e rico o su�ciente para apresentar ainda outros con-
ceitos ligados a sistemas complexos, e.g., estabilidade,
bifurca�c~ao de equil��brio e ponto cr��tico.

Atrav�es de simula�c~oes num�ericas constr~oem-se
v�arios diagramas que descrevem o comportamento do
sistema em resposta �a mudan�ca na solicita�c~ao ex-
terna. No diagrama de fase, que apresenta as curvas de
for�ca constante, caracterizam-se os pontos de equil��brio
est�aveis e inst�aveis bem como o ponto cr��tico, onde o
sistema tem uma mudan�ca qualitativa no seu compor-
tamento.

O artigo �e composto desta Introdu�c~ao e mais três
sec�c~oes: A segunda sec�c~ao cont�em a descri�c~ao do mo-
delo, a terceira traz os experimentos num�ericos e a
quarta as conclus~oes e discuss~oes.

II Descri�c~ao

Seja o sistema massa-mola da Fig. 1, onde a mola tem
comprimento unit�ario quando n~ao solicitada por for�ca
externa. Um dos extremos desta mola �e �xado a um
ponto �xo A, o outro sendo preso a um corpo M que
se move, sem atrito, ao longo de um trilho vertical
ret��lineo. A inuência da gravidade �e desconsiderada.
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A distância horizontal entre o trilho e o ponto �xo A
�e o parâmetro d, cujo valor de�nir�a como o sistema
se comportar�a. Seja � o ângulo formado pelo eixo da
mola e a dire�c~ao horizontal, o qual ser�a usado para re-
presentar o estado do sistema (posi�c~ao do corpo M ). A
distância vertical entre M e a horizontal que passa pelo
apoio A �e dada por y = y(�) = d tan �. A mola tem um
comportamento el�astico linear dado pela lei de Hooke,
Fs = k�l = k(l � 1), onde l = d= cos � e k representa a
constante el�astica da mola.

Figura 1. Modelo massa-mola com restri�c~ao geom�etrica. A
mola tem comprimento unit�ario. A solicita�c~ao externa F �e
na dire�c~ao vertical. A distância entre o apoio e o trilho �e
d = cos�.

Figura 2. Diagrama da for�ca contra � para � = �=6. A parte
pontilhada representa os pontos de equil��brios inst�aveis.

O comportamento qualitativo do sistema depender�a

do valor de d. Se d � 1, i.e., a distância de A at�e o tri-

lho for maior que o comprimento da mola, esta nunca

ser�a comprimida. Ao contr�ario, se d < 1, a mola ser�a

comprimida quando j�j < arccos(d).

Aplica-se uma for�ca externa vertical F . O sinal de

F indica o sentido da for�ca, sendo positivo para cima

e negativo para baixo. O valor de F necess�ario para

manter o sistema em equil��brio na con�gura�c~ao � �e

denotado F (�). Quando F = 0 o sistema poder�a �-

car em equil��brio em qualquer das con�gura�c~oes dadas

por � = ��, onde � se relaciona com d atrav�es de

� = arccos(d) para d < 1, e � = 0 quando d � 1. O

caso d > 1, que equivale �a situa�c~ao de se ter a mola

sempre distendida, n~ao apresenta histerese.

Tomando-se � = 0 como o n��vel zero para energia

potencial devido a F , tem-se que a energia potencial do

sistema �e dada por

c

U (�) =
1

2
k
�cos�
cos �

� 1
�2
� F cos� tan �: (1)

A for�ca resultante que age sobre M , na con�gura�c~ao �, �e ent~ao dada por

FR = �
dU

dy
= �

dU

d�

�
dy

d�

�
�1

= F � k(cos�� cos �) tan �: (2)

Pode-se ent~ao obter o valor da for�ca externa F necess�ario para manter o sistema em equil��brio na posi�c~ao � como

sendo

F (�) = k(cos�� cos �) tan �: (3)

O gr�a�co de (F (�)=k) � � para � = �=6 �e mostrado na Fig. 2.
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A condi�c~ao de equil��brio est�avel, dU=dy = 0 e d2U=dy2 > 0, conduz �a desigualdade (cos� � cos3 �) > 0, que �e

satisfeita quando a for�ca externa �e dada pela Eq. (3) e

�

2
� j�j > �cr = arccos[(cos�)1=3] = arccos[d1=3]: (4)

A equa�c~ao diferencial do movimento de M , d2y=dt2 = FR=M , quando escrita em termos de � �ca

d2�

dt2
+ 2 tan �

�
d�

dt

�2

=
k cos2 �

M cos�

�
F

k
� (cos�� cos �) tan �

�
: (5)

d

III Experimentos num�ericos

Para se obter solu�c~oes num�ericas convergentes e n~ao os-
cilat�orias, �e introduzido na equa�c~ao diferencial do movi-

mento (Eq. (5)) um termo de amortecimento (cd�=dt),
obtendo-se

c

d2�

dt2
+ 2 tan �

�
d�

dt

�2

+ c
d�

dt
=

k cos2 �

M cos�

�
F

k
� (cos�� cos �) tan �

�
: (6)

d

Este termo representa uma dissipa�c~ao viscosa que faz

a solu�c~ao num�erica estabilizar, para tempos (passos de

integra�c~ao) grandes, nos valores de equil��brio, sem al-

terar tais valores.

Os valores dos parâmetros usados nas simula�c~oes

s~ao k = M = 1, c = 0; 15 e � = �=6.

A estabilidade dos pontos de equil��brio �e testada

atrav�es de perturba�c~oes nas condi�c~oes iniciais, i.e., se

F = F (�) �e a for�ca necess�aria para manter o sistema

em equil��brio em �, resolve-se a Eq. (6), para � como

fun�c~ao do tempo, com as condi�c~oes iniciais �(0) = �+ �

e depois com �(0) = � � �, onde � = 10�4. Para

posi�c~oes de equil��brio est�avel observa-se que o valor

assint�otico, limt!1 �(t), �e idêntico a �. Nos pontos

de instabilidade, observa-se que o sistema pode passar

para outro estado de equil��brio com limt!1 �(t) 6= �.

As Figuras 3 e 4 mostram estes comportamentos. Ob-

serve que os pontos de estabilidade correspondem �a

condi�c~ao j�j > �cr , e que os de instabilidade s~ao ob-

tidos quando j�j < �cr . Note que o comportamento

do sistema depende de �cr, que por sua vez depende

de � = arccos(d). Para o caso em que � = �=6 o

valor de �cr �e �cr � 0; 307199. A Fig. 3 cont�em os

gr�a�cos de �(t)�t com F = F (0; 35) e condi�c~oes iniciais

�(0) = 0; 3500� 0; 0001, o que equivale a uma condi�c~ao

est�avel. A Fig. 4 cont�em os gr�a�cos de �(t) � t para

F = F (0; 20), (cujo ângulo de equil��brio �e ligeiramente

menor que �cr), com condi�c~ao inicial �(0) = 0; 2001,

cuja solu�c~ao assint�otica tende para � = 0; 401506 e

com condi�c~ao inicial �(0) = 0; 1999, que tende para

� = �0; 589114.

Figura 3. Exemplo de equil��brio est�avel. Evolu�c~ao temporal
de � para as condi�c~oes F = F (0; 35), �(0) = 0; 3500�0; 0001,
_�(0) = 0: e � = �=6.

A histerese �e simulada plotando-se os gr�a�cos de
F � �, fazendo-se variar progressivamente o valor de
F . Para cada valor de � resolve-se numericamente
a Eq. (6) com F = F (�) + �F e condi�c~oes iniciais
�(0) = �, _�(0) = 0 e tomando para �(F ) o valor as-
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sint�otico limt!1 �(t). Primeiro tra�ca-se o gr�a�co fa-
zendo F come�car por um valor negativo e tomando-se
incrementos positivos, depois faz-se o oposto, toma-se
F positivo e o incremento negativo. Observa-se que
�(F ) sofre uma grande varia�c~ao quando o valor de F
ultrapassa o valor F (�cr). As curvas da Fig. 5 foram
tra�cadas tomando-se os primeiros valores de F iguais a
F = �0; 5 e incrementos �F = �10�3, respectivamente.

Figura 4. Exemplo de equil��brio inst�avel. Evolu�c~ao tempo-
ral de � para as condi�c~oes F = F (0; 20), �(0) = 0; 2000 �

0; 0001, _�(0) = 0 e � = �=6.

Figura 5. Curva de histerese para � = �=6. A curva com 4
�e seguida com valores crescentes de F e a com 5 �e obtida
com valores decrescentes de F .

IV Discuss~oes e conclus~ao

O sistema mostrado apresenta caracter��sticas t��picas de
sistemas complexos. Veja-se o exemplo de transi�c~ao de
fase. Considere que as posi�c~oes de equil��brio sejam as
fases do sistema, cujo comportamento �e controlado por

d que �e o equivalente �a temperatura de um sistema ter-
modinâmico. O ângulo � �e o parâmetro de ordem e a
for�ca F representa o campo externo. A Fig. 6 mostra
as isolinhas de for�ca no diagrama de fase de � � d.

Tomando-se a for�ca dada pela Eq. (3) e desconside-
rando a parte inst�avel (trecho pontilhado da Fig. 2)
pode-se dizer que o sistema apresenta transi�c~oes de
fase de primeira ordem quando d < 1, caracteriza-
das por varia�c~oes descont��nuas de � em resposta a va-
ria�c~oes cont��nuas de F ; neste caso existe uma regi~ao
de equil��brio inst�avel (sombreada na Fig. 6) no interior
da curva de transi�c~oes de primeira ordem, (que �e mos-
trada na Fig. 6 por uma linha tracejada-pontilhada),
que tem tangente vertical no ponto d = 1, que repre-
senta o ponto cr��tico.

Figura 6. Diagrama de fase para � � d mostrando curvas
de valores de F constante. A curva tracejada equivale a
F = 0. A curva de transi�c~oes de primeira ordem (tracejada-
pontilhada) intercepta as curvas de for�ca constante e deli-
mita a regi~ao de pontos de equil��brio inst�avel (sombreada).

Quando d > 1, as varia�c~oes de F provocam mu-
dan�cas suaves entre fases.

As curvas com valores constantes de F tamb�em
est~ao representadas na Fig. 6 { a curva F = 0 est�a
tracejada. Algumas destas curvas n~ao interceptam a
linha cr��tica, e se a for�ca tiver o valor relativo a uma
destas o sistema nunca experimentar�a uma mudan�ca de
fase. J�a as curvas que cruzam a linha cr��tica o fazem
quando dd=d� = 0, e nestes pontos o sistema sofre a
transi�c~ao de fase.

O sistema apresentado na Fig. 1 e descrito na Sec�c~ao
2 �e conveniente para desenvolver as id�eias de curvas de
histerese, transi�c~ao de fase e diagramas de fase em um
n��vel elementar. Simula�c~oes num�ericas podem ser facil-
mente implementadas para a constru�c~ao dos diagramas
e para testar a estabilidade de equil��brios. Ademais,
o sistema pode ser facilmente montado e usado para a
demonstra�c~ao experimental dos fenômenos discutidos.
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