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E usado um modelo mecénico simples, composto por uma mola de comprimento unitario ligado a
uma massa M, que se move sem atrito ao longo um trilho vertical retilineo. A outra extremidade
da mola estd presa a um ponto fixo A. Este sistema é utilizado para exemplificar o fenémeno
de histerese. Analisa-se também o diagrama de fase, a estabilidade dos pontos de equilibrio e a

existéncia de ponto critico.

We use a simple mechanical model composed by a unitary length spring attached to a fixed point A
and to a body M which moves without friction along a vertical straight rail. This system is used to
exemplify concepts inherent to complex systems such as bifurcation and equilibrium stability phase

transitions and hysteresis.

I Introducao

O conceito de histerese estd ligado a sistemas nao-
lineares onde o comportamento depende tanto do es-
tado de solicitagao atual quanto de sua histéria pas-
sada. Este tipo de fenomeno aparece em varias areas,
tais como magnetismo, elasticidade, plasticidade, sis-
temas de spins, oscilagoes em redes cristalinas, etc. A
sua caracteristica fundamental consiste na existéncia de
curvas, relacionando a solicitagao (forga, tensio, etc.)
com a resposta do sistema (deslocamento, deformagao,
etc.), que dependem da histéria passada do sistema e
que formam ciclos fechados quando a solicitacao va-
ria continua e periodicamente com amplitude suficien-
temente grande. Isto é, quando se faz a solicitacao
variar ciclicamente, o sistema responde de modo que
o aspecto do grafico resposta X solicitacao seja uma
curva fechada, onde o caminho seguido durante o car-
regamento (aumento na solicitagdo) nao coincide com
o do descarregamento (ver Fig. 5).

Sistemas simples podem ser usados como podero-
sos Instrumentos na apresentacao de conceitos para os
estudantes nos cursos introdutérios de Fisica. A assi-
milacao do aluno sera mais efetiva se o sistema puder ser
facilmente construido experimentalmente, e usado para
demonstracao e analise do fendmeno. Alguns exemplos
de trabalhos neste sentido sao listados nas referéncias
bibliogréficas [1, 2, 3, 4, 5]. Os sistemas compostos por
massas e molas sao usados frequentemente para apre-
sentar conceitos relativos as oscilagoes e vibracoes line-
ares [6].

Neste trabalho, utiliza-se um modelo simples, com-

posto por uma mola e uma massa, para exemplificar
o fenomeno da histerese. A particularidade do pre-
sente modelo é a restricao imposta ao movimento da
massa, que deve se deslocar ao longo de um trilho reto
sem atrito, fixado a uma distancia d da outra extremi-
dade da mola. Esta restricao geométrica introduz uma
nao-linearidade de onde decorre a histerese. Apesar da
simplicidade do sistema, seu comportamento mecanico
é rico o suficiente para apresentar ainda outros con-
ceitos ligados a sistemas complexos, e.g., estabilidade,
bifurcacao de equilibrio e ponto critico.

Através de simulagbes numeéricas constroem-se
varios diagramas que descrevemn o comportamento do
sistema em resposta a mudanca na solicitacao ex-
terna. No diagrama de fase, que apresenta as curvas de
forca constante, caracterizam-se os pontos de equilibrio
estaveis e instaveis bem como o ponto critico, onde o
sistema tem uma mudanca qualitativa no seu compor-
tamento.

O artigo é composto desta Introducao e mais tres
seccoes: A segunda seccao contém a descricao do mo-
delo, a terceira traz os experimentos numéricos e a
quarta as conclusoes e discussoes.

II Descricao

Seja o sistema massa-mola da Fig. 1, onde a mola tem
comprimento unitario quando nao solicitada por forca
externa. Um dos extremos desta mola é fixado a um
ponto fixo A, o outro sendo preso a um corpo M que
se move, sem atrito, ao longo de um trilho vertical
retilineo. A influéncia da gravidade é desconsiderada.
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A distancia horizontal entre o trilho e o ponto fixo A
é o parametro d, cujo valor definird como o sistema
se comportara. Seja # o angulo formado pelo eixo da
mola e a direcao horizontal, o qual sera usado para re-
presentar o estado do sistema (posi¢do do corpo M). A
distancia vertical entre M e a horizontal que passa pelo
apoio A é dada por y = y(f) = dtanfd. A mola tem um
comportamento elastico linear dado pela lei de Hooke,
Fy =kAl=k(l—1), onde | = d/cosf e k representa a

constante elastica da mola.

F©®)=k (cos( o) tg(©) - sen®))

d=cos o

Figura 1. Modelo massa-mola com restricao geométrica. A
mola tem comprimento unitdrio. A solicitagdo externa F' é
na diregao vertical. A distancia entre o apoio e o trilho é
d = cos a.
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Figura 2. Diagrama da forga contra 8 para o = 7/6. A parte
pontilhada representa os pontos de equilibrios instdveis.

O comportamento qualitativo do sistema dependera
do valor de d. Se d > 1, 1.e., a distancia de A até o tri-
lho for maior que o comprimento da mola, esta nunca
serd comprimida. Ao contrario, se d < 1, a mola sera
comprimida quando |f| < arccos(d).

Aplica-se uma forca externa vertical F'. O sinal de
I indica o sentido da forca, sendo positivo para cima
e negativo para baixo. O valor de F' necessario para
manter o sistema em equilibrio na configuracao 6 é
denotado F'(6).

car em equilibrio em qualquer das configuragoes dadas

Quando F' = 0 o sistema podera fi-

por # = ta, onde « se relaciona com d através de
a = arccos(d) para d < 1, e « = 0 quando d > 1. O
caso d > 1, que equivale a situacao de se ter a mola
sempre distendida, nao apresenta histerese.

Tomando-se # = 0 como o nivel zero para energia
potencial devido a F', tem-se que a energia potencial do
sistema é dada por

2
— 1) — Fcosatan8. (1)

A forca resultante que age sobre M| na configuracao 6, é entao dada por

d d d
P = U _ U(_y

Cdy  do \do

-1
) =F — k(cosa — cosf) tan . (2)

Pode-se entao obter o valor da forca externa F' necessario para manter o sistema em equilibrio na posicao ¢ como

sendo

F(6) = k(cosa — cos ) tan 0. (3)
O gréfico de (F(0)/k) x # para o = x/6 é mostrado na Fig. 2.
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A condigao de equilibrio estavel, dU/dy = 0 e d*U/dy* > 0, conduz & desigualdade (cos a — cos® @) > 0, que é

satisfeita quando a forga externa é dada pela Eq. (3) e

Nl

> 16| > 6., = arccos[(cos )'/3] = arccos[d"/?). (4)

A equagao diferencial do movimento de M, d?y/dt? = Fr/M, quando escrita em termos de 6 fica

dt?

IIT Experimentos numéricos

Para se obter solugoes numéricas convergentes e nao os-
cilatérias, é introduzido na equagao diferencial do movi-

0 e (90 4
di? M\ ¢

Este termo representa uma dissipacao viscosa que faz
a solu¢do numérica estabilizar, para tempos (passos de
integragao) grandes, nos valores de equilibrio, sem al-
terar tais valores.

Os valores dos parametros usados nas simulagoes
ssiok=M=1,¢=0,15e a =7/6.

A estabilidade dos pontos de equilibrio é testada
através de perturbacoes nas condicoes iniciais, 1.e., se
F = F(f) é a forca necessaria para manter o sistema
em equilibrio em @, resolve-se a Eq. (6), para # como
fun¢do do tempo, com as condi¢des iniciais (0) = 6+ ¢
e depois com 0(0) = 0 — ¢, onde ¢ = 10=% Para
posicoes de equilibrio estavel observa-se que o valor
assintético, liny_.c 0(2), é idéntico a 6. Nos pontos
de instabilidade, observa-se que o sistema pode passar
para outro estado de equilibrio com limy_.., 0(t) # 6.
As Figuras 3 e 4 mostram estes comportamentos. Ob-
serve que os pontos de estabilidade correspondem a
condi¢ao 8| > 6., e que os de instabilidade sao ob-
tidos quando 8] < 6... Note que o comportamento
do sistema depende de f.., que por sua vez depende
de o = arccos(d). Para o caso em que o = 7/6 o
valor de 8., é 6., ~ 0,307199. A Fig. 3 contém os
graficos de 6(¢) xt com F' = F(0,35) e condig¢des iniciais
6(0) = 0,3500 40,0001, o que equivale a uma condigao
estavel. A Fig. 4 contém os graficos de 0(t) x ¢ para
F = F(0,20), (cujo angulo de equilibrio é ligeiramente
menor que f..), com condi¢ao inicial #(0) = 0,2001,

d20 dON?  kcos? 0
—|—2tan9 E = -

M cos o

ﬁ_ kcos?6 E
dt ~ Mcosa | k

[% —(cosar — cosf)tand| . (5)

mento (Eq. (5)) um termo de amortecimento (edf/dt),
obtendo-se

— (cosa — cosf) tan 6] . (6)
|
cuja solucao assintética tende para 6 = 0,401506 e
com condicao inicial 6(0) = 0,1999, que tende para
6 = —0,589114.
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Figura 3. Exemplo de equilibrio estavel. Evolugdo temporal
de 8 para as condicdes F' = F(0,35), (0) = 0,3500+0, 0001,
6(0)=0.ea=nx/6.

A histerese é simulada plotando-se os graficos de
F x 6, fazendo-se variar progressivamente o valor de
F. Para cada valor de 6 resolve-se numericamente
a Eq. (6) com F' = F(0) + 6F e condi¢bes iniciais
6(0) = @, 6(0) = 0 e tomando para 6(F) o valor as-
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sintdtico limy_.o 0(t). Primeiro traga-se o gréfico fa-
zendo F' comecar por um valor negativo e tomando-se
incrementos positivos, depois faz-se o oposto, toma-se
F positivo e o incremento negativo. Observa-se que
O(F) sofre uma grande variacdo quando o valor de F'
ultrapassa o valor F'(..). As curvas da Fig. b foram
tracadas tomando-se os primeiros valores de F' iguais a
F = 50,5 eincrementos 6 F' = 1073, respectivamente.
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Figura 4. Exemplo de equilibrio instivel. Evolucao tempo-
ral de 6 para as condigoes F' = F(0,20), 6(0) = 0,2000 £
0,0001, (0) =0 e a = =/6.
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Figura 5. Curva de histerese para o = 7/6. A curva com A
é seguida com valores crescentes de F' e a com v é obtida
com valores decrescentes de F.

IV Discussoes e conclusao

O sistema mostrado apresenta caracteristicas tipicas de
sistemas complexos. Veja-se o exemplo de transicao de
fase. Considere que as posi¢oes de equilibrio sejam as
fases do sistema, cujo comportamento é controlado por
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d que é o equivalente & temperatura de um sistema ter-
modinamico. O angulo 8 é o parametro de ordem e a
forca F' representa o campo externo. A Fig. 6 mostra
as isolinhas de forca no diagrama de fase de 8 x d.

Tomando-se a forca dada pela Eq. (3) e desconside-
rando a parte instavel (trecho pontilhado da Fig. 2)
pode-se dizer que o sistema apresenta transicoes de
fase de primeira ordem quando d < 1, caracteriza-
das por variacoes descontinuas de ¢ em resposta a va-
riagoes continuas de F'; neste caso existe uma regiao
de equilibrio instavel (sombreada na Fig. 6) no interior
da curva de transi¢des de primeira ordem, (que é mos-
trada na Fig. 6 por uma linha tracejada-pontilhada),
que tem tangente vertical no ponto d = 1, que repre-
senta o ponto critico.

Figura 6. Diagrama de fase para § x d mostrando curvas
de valores de F' constante. A curva tracejada equivale a
F = 0. A curva de transigdes de primeira ordem (tracejada-
pontilhada) intercepta as curvas de forca constante e deli-
mita a regiao de pontos de equilibrio instdvel (sombreada).

Quando d > 1, as variacoes de F' provocam mu-
dancas suaves entre fases.

As curvas com valores constantes de F' também
estao representadas na Fig. 6 — a curva F' = 0 esta
tracejada. Algumas destas curvas nao interceptam a
linha critica, e se a forca tiver o valor relativo a uma
destas o sistema nunca experimentard uma mudanca de
fase. Ja as curvas que cruzam a linha critica o fazem
quando dd/d6 = 0, e nestes pontos o sistema sofre a
transicao de fase.

O sistema apresentado na Fig. 1 e descrito na Sec¢ao
2 é conveniente para desenvolver as idéias de curvas de
histerese, transicao de fase e diagramas de fase em um
nivel elementar. Simula¢oes numéricas podem ser facil-
mente implementadas para a construcao dos diagramas
e para testar a estabilidade de equilibrios. Ademais,
o sistema pode ser facilmente montado e usado para a
demonstracao experimental dos fenomenos discutidos.
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