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Divisores de feixe tém sido grandemente utilizados na Gptica quantica, em especial na preparacao
de estados propagantes da radiagdo e em alguns testes de fundamentos da mecénica quéntica.
Recentes propostas envolvem ainda a construgdo de portas légicas quénticas, as unidades basicas
de um computador quantico. Com esta motivacio, apresentamos neste trabalho uma revisdo da
algebra necessdria ao estudo de divisores de feixe (beam splitters), incluindo o caso em que ha perdas

tanto nos espelhos quanto nos detectores.

I Introducao

Neste artigo apresentamos de forma didatica a
algebra envolvida no tratamento de espelhos divisores
de feixe, com enfoque especial para o caso em que a ra-
diacao incidente é quantizada. Embora sejam iniimeras
as aplicacoes de espelhos divisores de feixe, podemos
destacar o seu papel nas propostas de a) produgio ou
engenharia de novos estados do campo de radiagao pro-
pagante [1]; b) teletransporte de estados propagantes do
campo de radiagao[2]; c) construgdo de portas légicas
quanticas [3] e d) reconstrugio de estados quanticos do
campo de radiacdo[4].

IT Divisores de Feixes

Nesta secdo demonstraremos de forma detalhada a
relacio entre os sinais de entrada e de saida de um
campo de radiacdo incidente em um divisor de feixes
arbitrdrio (simétrico ou mesmo assimétrico), no qual
ndo ocorrem perdas[5]. Mais especificamente, verifica-
remos a relacdo de fase entre os feixes transmitido e
refletido. Sabemos que quando uma onda plana incide
numa superficie separando dois meios homogéneos de
diferentes propriedades Opticas, ela é subdividida em
duas ondas: uma onda que é transmitida para dentro
do segundo meio e outra onda refletida de volta para o
primeiro meio. A existéncia da onda incidente e refle-
tida pode ser demonstrada, por exemplo, das condicoes
de contorno na solugdo da equacdo de onda[6]. Neste

*celsovb@df.ufscar.br

artigo vamos utilizar uma abordagem matricial e fazer
uso de relacoes genéricas, baseadas na propriedade de
unitariedade da matriz que descreve a transformacao
do campo eletromagnético num divisor de feixes, para
deduzir a relacao de fase entre as ondas refletida e in-
cidente.

O esquema geral de um divisor de feixes é mostrado
na Fig.1.

Divisor de
Feixes

O LhEteciog

de fotons

Figura 1. Esquema geral de um divisor de feixes juntamente
com detectores de fétons. Eop e Eor ( Eip e Eig) sao
os feixes dos campos incidentes (emergentes) pelos lados di-
reito e esquerdo, respectivamente. Rpp e Tep (Ree e
Tpr) sdo os coeficientes de reflexdo e de transmissio refe-
rentes ao lado direito (esquerdo) do divisor de feixes.

Da Fig.1 vemos que os campos emergentes (re-
presentados pelas amplitudes complexas Fi1p e Eip)
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relacionam-se com os campos incidentes (representados
pelas amplitudes complexas Egg e Eop) segundo

Eig = RgrpEorg+ TprEop, (1)
E.p = TgpEor+ RppFEop, (2)

em que Rpp representa a parte refletida, para o lado
esquerdo, de um feixe que incide a esquerda do espe-
lho; Tgp representa a parte transmitida, para o lado
direito, de um feixe que incide do lado esquerdo; Rpp
representa a parte refletida, para o lado direito, de um
feixe que incide do lado direito e, finalmente, Tpg é a
parte transmitida, para o lado esquerdo, de um feixe
que incide do lado direito. Dessa forma, a Eq.(1) deve
ser assim lida: a parte do feixe que emerge do lado es-
querdo (E;g) é igual a fracdo refletida a esquerda do
feixe que incide do lado esquerdo (Rgg) mais a fracdo
transmitida a esquerda do feixe que incide pelo lado
direito (Tpg). A Eq.(2) deve ser lida de modo analogo.

Como nao hd perdas envolvidas, da conservagio da
energia devemos ter

|Eis” + [Eip|* = [Eox|” + |Eop|*, (3)

que nos diz que a soma das energias dos feixes emergen-
tes a esquerda e a direita é igual & soma das energias
dos feixes que incidem & direita e & esquerda. Para ve-
rificar essa relacdo basta somar o quadrado das Eqs.(1)
e (2) impor as seguintes condicoes:

\Rpp)® +|Tpel> = |Teol”+|Rpp* =1, (4)

]
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RpeTip +TpeRpp = TepRpp + RppThy =6)

Em notacdo matricial as Eqs.(1) e (2) podem ser
escritas como

( Eg > _ < Rge  Tbe > ( Eve > (6)
Eip Tep Rpp Eop

ou, ainda,

E. = RE, (7)
com
E; = < gl ),(z’:Oou 1)
) Rer Tpr
R= < Tep Rpp ) ' ®)

Toda a informagcao necessaria para se obter os
coeficientes de saida em funcdo dos coeficientes de en-
trada estd na matriz R. Ainda, como n&o h4 perdas no
divisor de feixes, podemos inverter a equacdo matricial
para obter os feixes de entrada em funcao dos feixes de
saida e vice-versa. Isto implica que a matriz R deve
possuir uma inversa, de modo que podemos multiplicar
a Eq.(7) & esquerda por R™! para obter

E) =R 'E;. (9)

No tratamento classico, podemos interpretar a
Eq.(6) como descrevendo uma rotagdo R de um sis-
tema de coordenadas (bidimensional) Ey em relagdo a
outro sistema de coordenadas ortogonal E;. Note que
das Egs.(4) e (5) segue que

RR™' = < Rep  Tpe ) < Rpp  Tep )
Tep RBpp Tpop  Epp
_ < \Rpsl” + |Toel>  RepThp + ToeRpp ) _ < 10 ) 10)
TepRyp + RooTpp  |Teol” +|Ropl” 01/
A relagio R™'R pode ser demonstrada de forma anéloga, observando que |Tpg| = |Tep| -

A seguir vamos estudar dois tipos de divisores de feixe: o simétrico, em que os coeficientes de transmissdo e de

reflexdo dos feixes de um lado do espelho sdo iguais, respectivamente, aos coeficiente de transmissao e de reflexao
dos feixes do outro lado; e o assimétrico, em que essa condi¢do ndo é mais verdadeira [7].

a) Divisor de feizes simétrico.

Neste caso, por definicdo, podemos escrever, Rpg = Rpp = Re Tpg = Tgp = T. Escrevendo esses coeficientes
na forma polar, isto é, R = |R|e? e T = |T|e¥T, e substituindo na Eq.(5) obtemos a seguinte relacio:

TRei(é‘Rfé‘T) + RTefi(aneT)

= 2T Rcos(0r —67) =0
(GR - 0T) = :|:71'/2, (11)

ou seja, em um divisor de feixes simétrico, a diferenca de fase entre os feixes transmitido e refletido é de /2.
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b) Divisor de feizes assimétrico.

Neste caso fazemos uso da analogia com o caso de
rotacoes dos vetores no espaco de Hilbert para sistemas
de dois niveis, como por exemplo um sistema de spin—%
em um campo magnético, ou, de maneira geral, fazemos
uma analogia com a &dlgebra de spinores. O operador
de rotacdo mais geral para um sistema de dois niveis
(ou na élgebra de spinores) é dado por[10]

~

R, = eid’?'/’; = cos(¢)1 + i .sen(¢). (12)

sendo ¢ o angulo da rotacdo desejada, n um vetor

unitario dado por
n=(a,bec), a®+b+2=1 (13)

e T = (02, 0y, 0;) é um operador vetorial cujas com-
ponentes sdo as matrizes de Pauli:

(01 _(0=i) (10
9=\ 10 )%= \i o0 9e =\ p-1 )"

(14)

Fazendo o produto escalar .7 na Eq.(12) o opera-
dor R, ainda pode ser escrito como

R, = €i¢?'n =1 +i(v101 + 1202 + 1303), (15)

com os coeficientes dados por

m=asen(¢),  (16)
73 = ¢ sen(¢),

Y% = cos(9),
v2 = bsen(¢),

ou, ainda, somando as matrizes,

Mty ) . (17)

“\lim—m1 -im

R, = ( Yo + 173
A Eq.(17), quando comparada & Eq.(8), nos d4 as
seguintes relacoes

Yo +iv3 = Rgg

. .. Rgg = R} 18
Yo — %3 = Rpp } Be pp (18)

ivi +v2 =Thg

. .. Tpg = -Trp. 19
ivyi —v2 =TED } DE ED (19)

Novamente, vamos escrever na forma polar os se-
guintes coeficientes

— |TDE| eidnm,

|RDD|67:¢DD’

TED = |TED| ewED ,(20)
Rerp = |Rpp|e?"121)

TpE

Rpp

lembrando que a notacdo para as fases é a mesma para
os coeficientes de reflexdo e transmissao ( por exemplo,
¢pE representa a fase do feixe que é transmitido & es-
querda tendo incidido pelo lado direito). Substituindo
essas tltimas equagoes nas Eqgs. (18) e (19), obtemos a

seguinte relacdo entre as fases dos feixes de entrada e
saida:

épp +opr = +nm, n=0,24...(par) (22)
¢pE +opp = =£nm, n=1,3...(impar), (23)
ITpE| Tep| =T (24)
|Ree| = |Rpp|=R. (25)

As Eqs.(24) e (25) mostram que a porg¢do transmi-
tida & esquerda é igual & por¢do transmitida a direita,
e que a porcao refletida a esquerda é igual & porcao
refletida & direita. As Egs.(22) e (23) nos ddo uma
relacdo entre as fases dos diversos feixes, e a seguir va-
mos simplificd-la para uma relacdo somente entre os
feixes refletido e transmitido.

Denominando a diferenca de fase entre o feixes refle-
tido e transmitido do lado direito por dp, e a diferenca
de fase entre os feixes refletido e transmitido do lado
esquerdo por dg, podemos escrever

op = ¢pp — ¢pE (26)
0 = ¢rE —OED - (27)
Substituindo essas duas ultimas relagoes nas Eqs.(22) e

(23), obtemos finalmente a relacdo para as diferencas de
fase entre os feixes incidente e transmitido como sendo

6p+0p=+nm n=123,.. (28)

e podemos observar que para o caso simétrico ép =
0 = £m/2, como deveria ser.

IIT Importancia do vacuo no
tratamento quantico de di-
visores de feixe

Para ilustrar a importancia que o vacuo algumas ve-

zes adquire no tratamento quantico, vamos analisar a

Fig.(2)[8]. Nessa figura consideramos um tinico modo

Eyg incidente, que da origem aos modos refletido E1g

e transmitido F1p. Se no modo Eyp nao ha feixe in-

cidente, entdo classicamente as Eqs.(1) e (2) resultam

em (Eop = 0)

Eig = RgpgEoe (29)
EID = TEDEOE . (30)

Da conservagio da energia, Eq.(3), teremos
|Bigl* +1Einl* = | Bosl”, (31)

indicando que a energia do feixe incidente é conservada.



492

Divisor de
Feixes

Figura 2. Divisor de feixes com entrada Eop = 0. Eoyg,
Eip e Eig sao os feixes dos campos incidente pelo lado
esquerdo e emergentes pelos lados direito e esquerdo, res-
pectivamente. Rpp = Tprg = 0, Tep e Rgg sao os
coeficientes de transmissio e de reflexao referentes ao lado
direito e esquerdo, respectivamente, do divisor de feixes.

Consideremos agora o caso quantico, e apliquemos
um raciocinio similar no tratamento do campo quan-
tizado. Ao fazermos isso, as amplitudes cldssicas do
campo eletromagnético F1g, Eip e Eyg devem ser
substituidas pelas amplitudes complexas dos operado-
res dos campos de entrada e saida. Facamos entao a
seguinte correspondéncia, chamando os modos de en-
trada de a; , 3, e 0s modos de saida de ap, 50 :

EOE_)ai aElE —)30,E1D—>50 . (32)

Esses operadores devem obedecer as relacoes canonicas
para o campo quantizado:

[@;,a]] = [do,ap] = [bo,bh] =1; (33)

[do, bl 0. (34)

Essa ultima relagdo, diferente das relagoes dadas pela
Eq.(33), reflete o fato de que os feixes de saida podem
ser medidos sem que um perturbe o outro. Entretanto,
se simplesmente fizermos a substituicdo indicada pela
relacdo (32) na Eqgs.(29) e (30), veremos que as relagoes
de comutacao (33) e (34) deixam de ser vélidas para os
feixes Do e ag, ou seja

[bo. b] \Rppl” [a;,a]] = |r|?
[do.a5) = |Tpel|*[ai,al] = |t

[Go,b)] = ThHpRpplai,all = ThgRop -
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A razdo para a falha das relacoes de comutacio é
porque ignoramos a outra entrada do divisor de feixes
da Fig.2, o que é justificivel no tratamento classico pois
nenhum campo entra por ali. Entretanto, ainda que
nao haja fluxo de energia pelo modo Eyp, em um tra-
tamento quantico da radiacdo hd um campo no vacuo
em um dos canais de entrada que contribui para os dois
modos de saida. Isto nos forca a escrever as Eqs.(29)
e (30) em termos dos operadores do campo quantizado
como (compare com as Egs.(1) e (2))

/l;() = REEai +TDE/l;i R (35)
ap = Tgpa;+ Rppb; , (36)

com E obedecendo relagées de comutacdo idénticas
as relagoes (33) e (34). Com isto podemos verificar,
usando a Eq.(4), que

[bo, b)) = |Rpp!” [a:,af] + |Tpe|” [bi,b]]

= |Rpp|” +|Toe|” =1 (37)

e de forma similar verificaremos a relacdo para ap.
Também, usando a Eq.(5) podemos verificar que

[Go, b} = T p R plai, al] + TopRpp(bi, 0]

= TI*)ERDD + TDER;)D =0, (38)

como deveria. Vemos portanto que o vacuo tem um pa-
pel fundamental no tratamento quantico de divisores de
feixe, sendo necessario para preservar as relacoes de co-
mutacao. Também em outras areas da eletrodinamica
quantica o vacuo tem algumas conseqiiéncias que apa-
rentemente nao apresentam nenhum andalogo cléssico.

IV Generalizacao para o caso de
perdas nos divisores de fei-
xes e nos fotodetectores

IV.1 Perda nos divisores de feixe

Primeiramente, vamos escrever os coeficientes e os
operadores correspondentes ao tratamento quantico das
Eqgs.(1) e (2) em funcao da freqiiéncia do campo de ra-
diacdo, abrangendo o caso mais geral [9]. Os operadores
do campo quantizado (ou bosoénicos) referentes aos mo-
dos de entrada e saida do divisor de feixes obedecerdo
as seguintes relacoes de comutagao

[

(w),a(w

)

"W = b(w),b W] =w-w) (39)
(@), =

)
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em que a funcio delta de Dirac d(w — w') foi incluida
para levar em conta um continuo de modos da radiacéo.
Se apenas uns poucos modos forem relevantes, devemos
substituir a delta de Dirac por uma delta de Kronec-
ker (caso discreto). Para simplificar, vamos denotar
os coeficientes de transmissdo e reflexdo simplesmente
por t(w) e r(w), respectivamente, os quais ainda devem
satisfazer as propriedades descritas nas equagoes (4) e
(5), que decorrem das propriedades de unitariedade da
matriz R:

@)+ r@)* = 1, (41)
t(w)r*(w) + t*(w)r(w) = 0. (42)

Na prética, alguma parte da luz incidente sobre um
divisor de feixes ndo é nem transmitida e nem refletida,
e sim absorvida. Essa é um conseqiiéncia inevitavel
da dependéncia na freqiiéncia dos coeficientes de trans-
missdo e de reflexdo. O material do divisor de feixes
deve, por exemplo, tender & transparéncia, r(w) — 0,
quando w tende a infinito. A presenca de fotoabsorc¢io
nos divisores de feixes ndo modifica as relages de co-
mutagdo (39) e (40) quando consideradas fora do divi-
sor de feixes, isto é, para o campo livre. Entretanto, as
relacoes entre os sinais de entrada e de saida de um divi-
sor de feixes, Eq.(35) e Eq.(36), assim como as relacoes
(37,41) e (38,42), devem ser modificadas. Uma das for-
mas de incluir as perdas no divisor de feixes é introduzir
operadores de campo responsaveis pela fotoabsorcao, de
tal forma que para cada féton destruido no campo inci-
dente havera um féton criado nas paredes do divisor de
feixe. Podemos entdo escrever uma relacdo geral entre
os campos incidentes e emergentes, levando em conta
as perdas, fazendo uso de mais um operador de campo:

B(0) = )W) + @) + Fa), (43)
bo(w) = tw)bi(w)+ r(w)a;(w) + Fp(w), (44)

~

sendo F,(w), l?'b(w) e seus correspondentes F\J(w),

]

~

ﬁbT (w) operadores que descrevem o processo de perda
e ganho de fétons, respectivamente, pelas paredes do
divisor de feixes. A Eq.(43) deve ser assim interpre-
tada: a amplitude do campo correspondente ao modo
de saida @, é igual & soma da amplitude incidente no
modo de entrada a; com a amplitude incidente no modo
de entrada E mais a amplitude perdida por absorcao
para modo F, do divisor de feixes. A Eq.(44) tem uma
interpretacdo andloga.

O processo de ganho e perda no divisor de feixes é
em geral tratado de forma estocastica, de maneira que
os operadores associados com as perdas obedecam a de-
terminadas correlacoes para certos valores médios. Por
causa da analogia com o tratamento dado ao movimento
Browniano por Langevin, os operadores l?'a(w), ﬁb(w)
sao também chamados de operadores de ruido de Lan-
gevin, os quais sao associados com as perdas aleatdrias
dentro do meio que forma o divisor de feixes. Entre-
tanto, no tratamento descrito nesta secao veremos que
todas as propriedades dos operadores F, (w), F, (w) ne-
cessarias para a inclusao das perdas podem ser dedu-
zidas das relacoes de comutacao para os operadores de
campo livre, sem nenhuma hipétese adicional sobre seus
valores médios e correlagoes.

Com a inclusdo das perdas, uma constatagao imedi-
ata é que a relacdo (41) deve ser substituida pela desi-
gualdade

W) +Ir@)]” <1, (45)

e, portanto, a propriedade de unitariedade da matriz
R, Eq.(10), deixa de ser vdlida, e dizemos entdo que o
processo é irreversivel.

Notando que os campos incidentes representados pe-
los operadores a;(w), b; (w) e as fontes de ruido dentro
dos espelhos representados pelos operadores de Lange-
vin ﬁb(w), ﬁj (w) sdo independentes, e que portanto
devem comutar entre si, podemos escrever

[:(w), Faw)] = [ai(w), Buw)| = [@:(w), Bl @)] = [aiw), B @)] =0, (46)

com relacdes similares para os operadores b. Da mesma forma, a imposicdo das relacdes de comutacdo bosonicas
para os operadores dos modos de saida do campo livre nas Eq.(43) e (44) nos conduz as requeridas relacoes de
comutacdo para os operadores de ruido:

[Fu@), Bl@)] = [Bw) Bf@)] = 6w - o) [1 = (1) + Ir@))] (47)
= bw— )T (),
[Fo(), B )] = 80— ) (t)r* @) + ()" ()
= —f(w—wH (48)
Podemos notar que I'(w) = 1 — (|t(<,u)|2 + |r(w)|2) é justamente a constante de amortecimento ou o fator de

perda, e também que I'(w) é zero para o caso ideal (ou reversivel) em que |t(w)]* + |r(w)|> =1 .
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Por simplicidade, vamos considerar apenas o caso em que os campos incidentes estdo na faixa de freqiiéncias
Opticas. Nesse caso o espelho nao é capaz de criar fétons nessa freqiiéncia em nenhum dos modos envolvidos, sendo
apenas responsavel pela absorcdo. Isto significa que o estado do meio material que forma o divisor de feixes pode
muito bem ser aproximado pelo estado de vacuo, mesmo a temperatura ambiente. Nesse caso devemos ter

Fa(w)[0) = Fy(w) [0) = @;(w) |0) = bi(w)[0) =0, [0) =10,0...0) (49)
e como conseqiiéncia as médias quanticas dos operadores de Langevin sdo nulas:
(Fu@)) = (Fy@)) = (i) = (F}w) =0. (50)

Os tnicos valores esperados néo nulos para o meio-ambiente no estado de vdcuo (ou fundamental) podem ser
obtidos tomando-se a média das relagoes de comutagdo (47) e (48):

(FuFlW)) =
(FwF W) =

)

<ﬁb(w)ﬁ; (w')> = §(w — W) (W), (51)
(By(@)Fl()) = =3(w = ') (He)r (@) + r(@)t*@)). (52)

As Eqgs.(50)-(52), aqui deduzidas das relagdes de co-
mutagao para os campos livres, sio as mesmas impos-
tas por Langevin para descrever o movimento de uma
partfcula browniana num fluido em termos de forcas
estocasticas[11].

IV.2 Perda nos fotodetectores

As perdas nos fotodetectores em geral sdo estudadas
através da funcao de distribui¢ao de contagem de fétons
(ver, por ex., ref.[8]). Entretanto, para unificar o trata-
mento com perdas através de operadores de Langevin,
vamos fazer uso do método desenvolvido na ref. [2].
Para isto vamos introduzir operadores de saida que le-
vem em conta a detec¢do de um dado campo nos modos
de entrada ag, by que atingem os detectores, conforme
a Fig.1, e escreveremos

Qout — \/MOout + Loy @ =a,b (53)

sendo 7 a eficiéncia dos detectores. Diferentemente para
o caso dos operadores de perda nos divisores de fei-
xes, os operadores de Langevin para os detectores nao
acoplam modos diferentes do campo eletromagnético, o
que pode ser visto impondo as relagdes de comutagao
para Gyt , @ = a,b na relagdo acima. Ao impormos as
relagdes de comutagdo para Qs , @ = a, b veremos que
os operadores de Langevin Ea, além de satisfazerem
todas as propriedades introduzidas na secdo anterior,
também obedecerao as relagoes de comutacao

[EQ,EL] = 1y, (54)

[Ea, EL] - 0 (55)

e os valores esperados para o produto de pares desses
operadores, considerando por simplicidade o meio am-
biente no estado fundamental, sdo

<Ea§;> _

<EQEL> _— (57)

1—mn, (56)

As relagoes (56) e (57) sdo andlogas as relagoes (51)
e (52). Aqui, 1 — 7 desempenha o mesmo papel que
I" representou para as perdas nos divisores de feixe. A
seguir mostramos como tratar de forma unificada as
perdas nos divisores de feixe e nos detectores.

IV.3 Relacao geral para os erros

Vamos agora introduzir uma &lgebra que leve em
conta tanto as fontes de erro relativas a fotoabsorcao
nos divisores de feixes, Eqs.(43) e (44), quanto aquelas
relativas & ineficiéncia dos detectores, Eq.(53).

Para fazer um tratamento unificado das perdas, ob-
servamos que os operadores de saida Qout, gout , 08 quais
descrevem os campos que chegam nos detectores, po-
dem ser descritos em funcao dos operadores de entrada

~

Qin , bin na seguinte forma

oyt = taim + r/l;in + ia: (58)

bout = tazn + rbin + Lba (59)
com t =./nt, r =\/nr e f;a = 2a+1?'a, a = a, b
Essas equacoes devem ser interpretadas da seguinte
forma: a amplitude do feixe detectado correspondente
a um dado modo é igual & soma da fracdo transmi-
tida do feixe que é detectada, mais a fracdo do feixe
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que é refletida e chega ao detector, mais a parte absor-
vida pelas paredes do divisor de feixes e pelo detector.
A partir das relagdes de comutacdo dos operadores de
criacdo e de destruicdo de fétons para o campo livre
([Gout, @l ] = 1, relagdes o = a, b podemos deduzir as
relacdes para os operadores de Langevin. Para o caso
discreto, podemos escrever:

[LB,LL]

[EB,EL} S—") (61)

Lo 2]

i3] -

nC+(1—mn), (60)

Como esperavamos, considerando n = 1 em (60) e
(61) recuperamos as relagoes (47) e (48), enquanto que
para ' = Q = 0 recuperamos as relagoes (54) e (55),
respectivamente.

V Conclusoes

Neste artigo apresentamos de forma didatica uma
algebra para a inclusdo de perdas devidas a fotoab-
sorcao em espelhos divisores de feixes bem como per-
das devidas a ineficiéncia dos detectores. A motivacio
desta apresentacdo é a grande aplicacdo que os espe-
lhos divisores de feixe vém tendo nos experimentos em
Optica quantica, em especial em testes de fundamentos
da mecanica quéntica e em processos de comunicagao
quantica como vemos, por exemplo, nas refs. [1-4].
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