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Divisores de feixe têm sido grandemente utilizados na �optica quântica, em especial na prepara�c~ao
de estados propagantes da radia�c~ao e em alguns testes de fundamentos da mecânica quântica.
Recentes propostas envolvem ainda a constru�c~ao de portas l�ogicas quânticas, as unidades b�asicas
de um computador quântico. Com esta motiva�c~ao, apresentamos neste trabalho uma revis~ao da
�algebra necess�aria ao estudo de divisores de feixe (beam splitters), incluindo o caso em que h�a perdas
tanto nos espelhos quanto nos detectores.

I Introdu�c~ao

Neste artigo apresentamos de forma did�atica a

�algebra envolvida no tratamento de espelhos divisores

de feixe, com enfoque especial para o caso em que a ra-

dia�c~ao incidente �e quantizada. Embora sejam in�umeras

as aplica�c~oes de espelhos divisores de feixe, podemos

destacar o seu papel nas propostas de a) produ�c~ao ou

engenharia de novos estados do campo de radia�c~ao pro-

pagante [1]; b) teletransporte de estados propagantes do

campo de radia�c~ao[2]; c) constru�c~ao de portas l�ogicas

quânticas [3] e d) reconstru�c~ao de estados quânticos do

campo de radia�c~ao[4].

II Divisores de Feixes

Nesta se�c~ao demonstraremos de forma detalhada a

rela�c~ao entre os sinais de entrada e de sa�ida de um

campo de radia�c~ao incidente em um divisor de feixes

arbitr�ario (sim�etrico ou mesmo assim�etrico), no qual

n~ao ocorrem perdas[5]. Mais especi�camente, veri�ca-

remos a rela�c~ao de fase entre os feixes transmitido e

reetido. Sabemos que quando uma onda plana incide

numa superf�icie separando dois meios homogêneos de

diferentes propriedades �opticas, ela �e subdividida em

duas ondas: uma onda que �e transmitida para dentro

do segundo meio e outra onda reetida de volta para o

primeiro meio. A existência da onda incidente e ree-

tida pode ser demonstrada, por exemplo, das condi�c~oes

de contorno na solu�c~ao da equa�c~ao de onda[6]. Neste

artigo vamos utilizar uma abordagem matricial e fazer

uso de rela�c~oes gen�ericas, baseadas na propriedade de

unitariedade da matriz que descreve a transforma�c~ao

do campo eletromagn�etico num divisor de feixes, para

deduzir a rela�c~ao de fase entre as ondas reetida e in-

cidente.

O esquema geral de um divisor de feixes �e mostrado

na Fig.1.

Figura 1. Esquema geral de um divisor de feixes juntamente
com detectores de f�otons. E0D e E0E ( E1D e E1E) s~ao
os feixes dos campos incidentes (emergentes) pelos lados di-
reito e esquerdo, respectivamente. RDD e TED (REE e
TDE) s~ao os coe�cientes de reex~ao e de transmiss~ao refe-
rentes ao lado direito (esquerdo) do divisor de feixes.

Da Fig.1 vemos que os campos emergentes (re-

presentados pelas amplitudes complexas E1E e E1D)
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490 Celso Jorge Villas-Bôas e Norton Gomes de Almeida

relacionam-se com os campos incidentes (representados

pelas amplitudes complexas E0E e E0D) segundo

E1E = REEE0E + TDEE0D; (1)

E1D = TEDE0E +RDDE0D ; (2)

em que REE representa a parte reetida, para o lado

esquerdo, de um feixe que incide �a esquerda do espe-

lho; TED representa a parte transmitida, para o lado

direito, de um feixe que incide do lado esquerdo; RDD

representa a parte reetida, para o lado direito, de um

feixe que incide do lado direito e, �nalmente, TDE �e a

parte transmitida, para o lado esquerdo, de um feixe

que incide do lado direito. Dessa forma, a Eq.(1) deve

ser assim lida: a parte do feixe que emerge do lado es-

querdo (E1E) �e igual �a fra�c~ao reetida �a esquerda do

feixe que incide do lado esquerdo (REE) mais a fra�c~ao

transmitida �a esquerda do feixe que incide pelo lado

direito (TDE). A Eq.(2) deve ser lida de modo an�alogo.

Como n~ao h�a perdas envolvidas, da conserva�c~ao da

energia devemos ter

jE1E j2 + jE1Dj2 = jE0E j2 + jE0Dj2 ; (3)

que nos diz que a soma das energias dos feixes emergen-

tes �a esquerda e �a direita �e igual �a soma das energias

dos feixes que incidem �a direita e �a esquerda. Para ve-

ri�car essa rela�c~ao basta somar o quadrado das Eqs.(1)

e (2) impor as seguintes condi�c~oes:

jREE j2 + jTDE j2 = jTEDj2 + jRDD j2 = 1; (4)

REET
�
ED + TDER

�
DD = TEDR

�
EE +RDDT

�
DE = 0:(5)

Em nota�c~ao matricial as Eqs.(1) e (2) podem ser

escritas como�
E1E

E1D

�
=

�
REE TDE

TED RDD

��
E0E

E0D

�
(6)

ou, ainda,

E1 = RE0 (7)

com

Ei =

�
EiE

EiD

�
;(i = 0 ou 1)

e

R =

�
REE TDE

TED RDD

�
: (8)

Toda a informa�c~ao necess�aria para se obter os

coe�cientes de sa�ida em fun�c~ao dos coe�cientes de en-

trada est�a na matriz R. Ainda, como n~ao h�a perdas no

divisor de feixes, podemos inverter a equa�c~ao matricial

para obter os feixes de entrada em fun�c~ao dos feixes de

sa�ida e vice-versa. Isto implica que a matriz R deve

possuir uma inversa, de modo que podemos multiplicar

a Eq.(7) �a esquerda por R�1 para obter

E0 = R�1E1: (9)

No tratamento cl�assico, podemos interpretar a

Eq.(6) como descrevendo uma rota�c~ao R de um sis-

tema de coordenadas (bidimensional) E0 em rela�c~ao a

outro sistema de coordenadas ortogonal E1. Note que

das Eqs.(4) e (5) segue que

c

RR�1 =

�
REE TDE

TED RDD

��
R�
EE T �

ED

T �
DE R�

DD

�

=

� jREE j2 + jTDE j2 REET
�
ED + TDER

�
DD

TEDR
�
EE +RDDT

�
DE jTEDj2 + jRDDj2

�
=

�
1 0
0 1

�
; (10)

A rela�c~ao R�1R pode ser demonstrada de forma an�aloga, observando que jTDE j = jTEDj .
A seguir vamos estudar dois tipos de divisores de feixe: o sim�etrico, em que os coe�cientes de transmiss~ao e de

reex~ao dos feixes de um lado do espelho s~ao iguais, respectivamente, aos coe�ciente de transmiss~ao e de reex~ao

dos feixes do outro lado; e o assim�etrico, em que essa condi�c~ao n~ao �e mais verdadeira [7].

a) Divisor de feixes sim�etrico.

Neste caso, por de�ni�c~ao, podemos escrever, REE = RDD = R e TDE = TED = T . Escrevendo esses coe�cientes

na forma polar, isto �e, R = jRj ei�R e T = jT j ei�T ; e substituindo na Eq.(5) obtemos a seguinte rela�c~ao:

TRei(�R��T ) +RTe�i(�R��T ) = 2TRcos(�R � �T ) = 0

) (�R � �T ) = ��=2; (11)

ou seja, em um divisor de feixes sim�etrico, a diferen�ca de fase entre os feixes transmitido e reetido �e de ��=2.
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b) Divisor de feixes assim�etrico.

Neste caso fazemos uso da analogia com o caso de

rota�c~oes dos vetores no espa�co de Hilbert para sistemas

de dois n�iveis, como por exemplo um sistema de spin- 12
em um campo magn�etico, ou, de maneira geral, fazemos

uma analogia com a �algebra de spinores. O operador

de rota�c~ao mais geral para um sistema de dois n�iveis

(ou na �algebra de spinores) �e dado por[10]

bR� = ei�
�!� :bn = cos(�)1+ i�!� :bnsen(�): (12)

sendo � o ângulo da rota�c~ao desejada, bn um vetor

unit�ario dado por

bn = (a; b; c) ; a2 + b2 + c2 = 1 (13)

e �!� = (�x; �y; �z) �e um operador vetorial cujas com-

ponentes s~ao as matrizes de Pauli:

�x =

�
0 1
1 0

�
; �y =

�
0 � i
i 0

�
e �x =

�
1 0
0� 1

�
:

(14)

Fazendo o produto escalar �!� :bn na Eq.(12) o opera-

dor bR� ainda pode ser escrito como

bR� = ei�
�!� :bn = 01+ i(1�1 + 2�2 + 3�3); (15)

com os coe�cientes dados por

0 = cos(�) ; 1 = a sen(�); (16)

2 = bsen(�) ; 3 = c sen(�);

ou, ainda, somando as matrizes,

bR� =

�
0 + i3 i1 + 2
i1 � 2 0 � i3

�
: (17)

A Eq.(17), quando comparada �a Eq.(8), nos d�a as

seguintes rela�c~oes

0 + i3 = REE

0 � i3 = RDD

�
) REE = R�

DD (18)

i1 + 2 = TDE

i1 � 2 = TED

�
) TDE = �T �

ED: (19)

Novamente, vamos escrever na forma polar os se-

guintes coe�cientes

TDE = jTDEj ei�DE ; TED = jTEDj ei�ED ;(20)

RDD = jRDDj ei�DD ; REE = jREE j ei�EE ;(21)

lembrando que a nota�c~ao para as fases �e a mesma para

os coe�cientes de reex~ao e transmiss~ao ( por exemplo,

�DE representa a fase do feixe que �e transmitido �a es-

querda tendo incidido pelo lado direito). Substituindo

essas �ultimas equa�c~oes nas Eqs. (18) e (19), obtemos a

seguinte rela�c~ao entre as fases dos feixes de entrada e

sa�ida:

�DD + �EE = �n� ; n = 0; 2; 4::::(par) (22)

�DE + �ED = �n� ; n = 1; 3::::(�{mpar); (23)

jTDEj = jTEDj = T (24)

jREE j = jRDDj = R : (25)

As Eqs.(24) e (25) mostram que a por�c~ao transmi-

tida �a esquerda �e igual �a por�c~ao transmitida �a direita,

e que a por�c~ao reetida �a esquerda �e igual �a por�cao

reetida �a direita. As Eqs.(22) e (23) nos d~ao uma

rela�c~ao entre as fases dos diversos feixes, e a seguir va-

mos simpli�c�a-la para uma rela�c~ao somente entre os

feixes reetido e transmitido.

Denominando a diferen�ca de fase entre o feixes ree-

tido e transmitido do lado direito por ÆD, e a diferen�ca

de fase entre os feixes reetido e transmitido do lado

esquerdo por ÆE , podemos escrever

ÆD = �DD � �DE (26)

ÆE = �EE � �ED : (27)

Substituindo essas duas �ultimas rela�c~oes nas Eqs.(22) e

(23), obtemos �nalmente a rela�c~ao para as diferen�cas de

fase entre os feixes incidente e transmitido como sendo

ÆD + ÆE = � n�; n = 1; 2; 3; ::: (28)

e podemos observar que para o caso sim�etrico ÆD =

ÆE = ��=2, como deveria ser.

III Importância do v�acuo no

tratamento quântico de di-

visores de feixe

Para ilustrar a importância que o v�acuo algumas ve-

zes adquire no tratamento quântico, vamos analisar a

Fig.(2)[8]. Nessa �gura consideramos um �unico modo

E0E incidente, que d�a origem aos modos reetido E1E

e transmitido E1D. Se no modo E0D n~ao h�a feixe in-

cidente, ent~ao classicamente as Eqs.(1) e (2) resultam

em (E0D = 0)

E1E = REEE0E (29)

E1D = TEDE0E : (30)

Da conserva�c~ao da energia, Eq.(3), teremos

jE1E j2 + jE1D j2 = jE0E j2 ; (31)

indicando que a energia do feixe incidente �e conservada.
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Figura 2. Divisor de feixes com entrada E0D = 0. E0E ,
E1D e E1E s~ao os feixes dos campos incidente pelo lado
esquerdo e emergentes pelos lados direito e esquerdo, res-
pectivamente. RDD = TDE = 0, TED e REE s~ao os
coe�cientes de transmiss~ao e de reex~ao referentes ao lado
direito e esquerdo, respectivamente, do divisor de feixes.

Consideremos agora o caso quântico, e apliquemos

um racioc�inio similar no tratamento do campo quan-

tizado. Ao fazermos isso, as amplitudes cl�assicas do

campo eletromagn�etico E1E , E1D e E0E devem ser

substitu�idas pelas amplitudes complexas dos operado-

res dos campos de entrada e sa�ida. Fa�camos ent~ao a

seguinte correspondência, chamando os modos de en-

trada de bai , bbi e os modos de sa�ida de ba0, bb0 :

E0E ! bai ;E1E ! bb0; E1D ! ba0 : (32)

Esses operadores devem obedecer �as rela�c~oes canônicas

para o campo quantizado:

[bai;bayi ] = [ba0;bay0] = [bb0;bby0] = 1 ; (33)

[ba0;bby0] = 0 : (34)

Essa �ultima rela�c~ao, diferente das rela�c~oes dadas pela

Eq.(33), reete o fato de que os feixes de sa�ida podem

ser medidos sem que um perturbe o outro. Entretanto,

se simplesmente �zermos a substitui�c~ao indicada pela

rela�c~ao (32) na Eqs.(29) e (30), veremos que as rela�c~oes

de comuta�c~ao (33) e (34) deixam de ser v�alidas para os

feixes bb0 e ba0, ou seja

[bb0;bby0] = jRDDj2 [bai;bayi ] = jrj2
[ba0;bay0] = jTDE j2 [bai;bayi ] = jtj2
[ba0;bby0] = T �

DERDD[bai;bayi ] = T �
DERDD :

A raz~ao para a falha das rela�c~oes de comuta�c~ao �e

porque ignoramos a outra entrada do divisor de feixes

da Fig.2, o que �e justi�c�avel no tratamento cl�assico pois

nenhum campo entra por ali. Entretanto, ainda que

n~ao haja uxo de energia pelo modo E0D , em um tra-

tamento quântico da radia�c~ao h�a um campo no v�acuo

em um dos canais de entrada que contribui para os dois

modos de sa�ida. Isto nos for�ca a escrever as Eqs.(29)

e (30) em termos dos operadores do campo quantizado

como (compare com as Eqs.(1) e (2))

bb0 = REEbai + TDE
bbi ; (35)

ba0 = TEDbai +RDD
bbi ; (36)

com bbi obedecendo rela�c~oes de comuta�c~ao idênticas

�as rela�c~oes (33) e (34). Com isto podemos veri�car,

usando a Eq.(4), que

[bb0;bby0] = jRDD j2 [bai;bayi ] + jTDE j2 [bbi;bbyi ]
= jRDDj2 + jTDEj2 = 1 (37)

e de forma similar veri�caremos a rela�c~ao para ba0.
Tamb�em, usando a Eq.(5) podemos veri�car que

[ba0;bby0] = T �
DER

2
DD [bai;bayi ] + TDER

�
DD[

bbi;bbyi ]
= T �

DERDD + TDER
�
DD = 0; (38)

como deveria. Vemos portanto que o v�acuo tem um pa-

pel fundamental no tratamento quântico de divisores de

feixe, sendo necess�ario para preservar as rela�c~oes de co-

muta�c~ao. Tamb�em em outras �areas da eletrodinâmica

quântica o v�acuo tem algumas conseq�uências que apa-

rentemente n~ao apresentam nenhum an�alogo cl�assico.

IV Generaliza�c~ao para o caso de

perdas nos divisores de fei-

xes e nos fotodetectores

IV.1 Perda nos divisores de feixe

Primeiramente, vamos escrever os coe�cientes e os

operadores correspondentes ao tratamento quântico das

Eqs.(1) e (2) em fun�c~ao da freq�uência do campo de ra-

dia�c~ao, abrangendo o caso mais geral [9]. Os operadores

do campo quantizado (ou bosônicos) referentes aos mo-

dos de entrada e sa�ida do divisor de feixes obedecer~ao

�as seguintes rela�c~oes de comuta�c~ao

[ba(!);bay(!0)] = [bb(!);bby(!)] = Æ(! � !0) (39)

[ba(!);bby(!0)] = [bb(!);bay(!0)] = 0; (40)
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em que a fun�c~ao delta de Dirac Æ(! � !0) foi inclu�ida

para levar em conta um cont�inuo de modos da radia�c~ao.

Se apenas uns poucos modos forem relevantes, devemos

substituir a delta de Dirac por uma delta de Kronec-

ker (caso discreto). Para simpli�car, vamos denotar

os coe�cientes de transmiss~ao e reex~ao simplesmente

por t(!) e r(!), respectivamente, os quais ainda devem

satisfazer as propriedades descritas nas equa�c~oes (4) e

(5), que decorrem das propriedades de unitariedade da

matriz R:

jt(!)j2 + jr(!)j2 = 1; (41)

t(!)r�(!) + t�(!)r(!) = 0: (42)

Na pr�atica, alguma parte da luz incidente sobre um

divisor de feixes n~ao �e nem transmitida e nem reetida,

e sim absorvida. Essa �e um conseq�uência inevit�avel

da dependência na freq�uência dos coe�cientes de trans-

miss~ao e de reex~ao. O material do divisor de feixes

deve, por exemplo, tender �a transparência, r(!) ! 0,

quando ! tende a in�nito. A presen�ca de fotoabsor�c~ao

nos divisores de feixes n~ao modi�ca as rela�c~oes de co-

muta�c~ao (39) e (40) quando consideradas fora do divi-

sor de feixes, isto �e, para o campo livre. Entretanto, as

rela�c~oes entre os sinais de entrada e de sa�ida de um divi-

sor de feixes, Eq.(35) e Eq.(36), assim como as rela�c~oes

(37,41) e (38,42), devem ser modi�cadas. Uma das for-

mas de incluir as perdas no divisor de feixes �e introduzir

operadores de campo respons�aveis pela fotoabsor�c~ao, de

tal forma que para cada f�oton destru�ido no campo inci-

dente haver�a um f�oton criado nas paredes do divisor de

feixe. Podemos ent~ao escrever uma rela�c~ao geral entre

os campos incidentes e emergentes, levando em conta

as perdas, fazendo uso de mais um operador de campo:

bao(!) = t(!)bai(!) + r(!)bbi(!) + bFa(!); (43)bbo(!) = t(!)bbi(!) + r(!)bai(!) + bFb(!); (44)

sendo bFa(!); bFb(!) e seus correspondentes bF y
a (!);

bF y
b (!) operadores que descrevem o processo de perda

e ganho de f�otons, respectivamente, pelas paredes do

divisor de feixes. A Eq.(43) deve ser assim interpre-

tada: a amplitude do campo correspondente ao modo

de sa�ida bao �e igual �a soma da amplitude incidente no

modo de entrada bai com a amplitude incidente no modo

de entrada bbi mais a amplitude perdida por absor�c~ao

para modo bFa do divisor de feixes. A Eq.(44) tem uma

interpreta�c~ao an�aloga.

O processo de ganho e perda no divisor de feixes �e

em geral tratado de forma estoc�astica, de maneira que

os operadores associados com as perdas obede�cam a de-

terminadas correla�c~oes para certos valores m�edios. Por

causa da analogia com o tratamento dado ao movimento

Browniano por Langevin, os operadores bFa(!); bFb(!)
s~ao tamb�em chamados de operadores de ru�ido de Lan-

gevin, os quais s~ao associados com as perdas aleat�orias

dentro do meio que forma o divisor de feixes. Entre-

tanto, no tratamento descrito nesta se�c~ao veremos que

todas as propriedades dos operadores bFa(!); bFb(!) ne-
cess�arias para a inclus~ao das perdas podem ser dedu-

zidas das rela�c~oes de comuta�c~ao para os operadores de

campo livre, sem nenhuma hip�otese adicional sobre seus

valores m�edios e correla�c~oes.

Com a inclus~ao das perdas, uma constata�c~ao imedi-

ata �e que a rela�c~ao (41) deve ser substitu�ida pela desi-

gualdade

jt(!)j2 + jr(!)j2 6 1 ; (45)

e, portanto, a propriedade de unitariedade da matriz

R, Eq.(10), deixa de ser v�alida, e dizemos ent~ao que o

processo �e irrevers�ivel.

Notando que os campos incidentes representados pe-

los operadores bai(!), bbi(!) e as fontes de ru�ido dentro

dos espelhos representados pelos operadores de Lange-

vin bFb(!), bF y
a (!) s~ao independentes, e que portanto

devem comutar entre si, podemos escrever

chbai(!); bFa(!)i = hbai(!); bFb(!)i = hbai(!); bF y
a (!)

i
=
hbai(!); bF y

b (!)
i
= 0; (46)

com rela�c~oes similares para os operadores bb. Da mesma forma, a imposi�c~ao das rela�c~oes de comuta�c~ao bosônicas

para os operadores dos modos de sa�ida do campo livre nas Eq.(43) e (44) nos conduz �as requeridas rela�c~oes de

comuta�c~ao para os operadores de ru�ido:h bFa(!); bF y
a (!

0)
i

=
h bFb(!); bF y

b (!
0)
i
= Æ(! � !0)

h
1�

�
jt(!)j2 + jr(!)j2

�i
(47)

= Æ(! � !0)�(!);h bFa(!); bF y
b (!

0)
i

=
h bFb(!); bF y

a (!
0)
i
= �Æ(! � !0) (t(!)r�(!) + r(!)t�(!))

= �Æ(! � !0)
: (48)

Podemos notar que �(!) = 1 �
�
jt(!)j2 + jr(!)j2

�
�e justamente a constante de amortecimento ou o fator de

perda, e tamb�em que �(!) �e zero para o caso ideal (ou revers�ivel) em que jt(!)j2 + jr(!)j2 = 1 .
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Por simplicidade, vamos considerar apenas o caso em que os campos incidentes est~ao na faixa de freq�uências

�opticas. Nesse caso o espelho n~ao �e capaz de criar f�otons nessa freq�uência em nenhum dos modos envolvidos, sendo

apenas respons�avel pela absor�c~ao. Isto signi�ca que o estado do meio material que forma o divisor de feixes pode

muito bem ser aproximado pelo estado de v�acuo, mesmo a temperatura ambiente. Nesse caso devemos ter

bFa(!) j0i = bFb(!) j0i = bai(!) j0i = bbi(!) j0i = 0; j0i � j0; 0:::0i (49)

e como conseq�uência as m�edias quânticas dos operadores de Langevin s~ao nulas:D bFa(!)E =
D bFb(!)E =

D bF y
a (!)

E
=
D bF y

b (!)
E
= 0 : (50)

Os �unicos valores esperados n~ao nulos para o meio-ambiente no estado de v�acuo (ou fundamental) podem ser

obtidos tomando-se a m�edia das rela�c~oes de comuta�c~ao (47) e (48):D bFa(!) bF y
a (!

0)
E

=
D bFb(!) bF y

b (!
0)
E
= Æ(! � !0)�(!); (51)D bFa(!) bF y

b (!
0)
E

=
D bFb(!) bF y

a (!
0)
E
= �Æ(! � !0) (t(!)r�(!) + r(!)t�(!)) : (52)

d

As Eqs.(50)-(52), aqui deduzidas das rela�c~oes de co-

muta�c~ao para os campos livres, s~ao as mesmas impos-

tas por Langevin para descrever o movimento de uma

part�icula browniana num uido em termos de for�cas

estoc�asticas[11].

IV.2 Perda nos fotodetectores

As perdas nos fotodetectores em geral s~ao estudadas

atrav�es da fun�c~ao de distribui�c~ao de contagem de f�otons

(ver, por ex., ref.[8]). Entretanto, para uni�car o trata-

mento com perdas atrav�es de operadores de Langevin,

vamos fazer uso do m�etodo desenvolvido na ref. [2].

Para isto vamos introduzir operadores de sa�ida que le-

vem em conta a detec�c~ao de um dado campo nos modos

de entrada a0, b0 que atingem os detectores, conforme

a Fig.1, e escreveremos

b�out �! p
�b�out + bL�; � = a; b (53)

sendo � a e�ciência dos detectores. Diferentemente para

o caso dos operadores de perda nos divisores de fei-

xes, os operadores de Langevin para os detectores n~ao

acoplam modos diferentes do campo eletromagn�etico, o

que pode ser visto impondo as rela�c~oes de comuta�c~ao

para b�out , � = a; b na rela�c~ao acima. Ao impormos as

rela�c~oes de comuta�c~ao para b�out , � = a; b veremos que

os operadores de Langevin bL�, al�em de satisfazerem

todas as propriedades introduzidas na se�c~ao anterior,

tamb�em obedecer~ao �as rela�c~oes de comuta�c~aohbL�; bLy�i = 1� �; (54)hbL�; bLy�i = 0 (55)

e os valores esperados para o produto de pares desses

operadores, considerando por simplicidade o meio am-

biente no estado fundamental, s~aoDbL�bLy�E = 1� �; (56)DbL�bLy�E = 0: (57)

As rela�c~oes (56) e (57) s~ao an�alogas �as rela�c~oes (51)

e (52). Aqui, 1 � � desempenha o mesmo papel que

� representou para as perdas nos divisores de feixe. A

seguir mostramos como tratar de forma uni�cada as

perdas nos divisores de feixe e nos detectores.

IV.3 Rela�c~ao geral para os erros

Vamos agora introduzir uma �algebra que leve em

conta tanto as fontes de erro relativas �a fotoabsor�c~ao

nos divisores de feixes, Eqs.(43) e (44), quanto �aquelas

relativas �a ine�ciência dos detectores, Eq.(53).

Para fazer um tratamento uni�cado das perdas, ob-

servamos que os operadores de sa�ida baout, bbout , os quais
descrevem os campos que chegam nos detectores, po-

dem ser descritos em fun�c~ao dos operadores de entradabain , bbin na seguinte forma

baout = tbain + rbbin + bLa; (58)bbout = tbain + rbbin + bLb; (59)

com t =
p
�t, r =

p
�r e bL� = bL� + bF�, � = a, b.

Essas equa�c~oes devem ser interpretadas da seguinte

forma: a amplitude do feixe detectado correspondente

a um dado modo �e igual �a soma da fra�c~ao transmi-

tida do feixe que �e detectada, mais a fra�c~ao do feixe
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que �e reetida e chega ao detector, mais a parte absor-

vida pelas paredes do divisor de feixes e pelo detector.

A partir das rela�c~oes de comuta�c~ao dos operadores de

cria�c~ao e de destrui�c~ao de f�otons para o campo livre

([b�out; b�y
out] = 1, rela�c~oes � = a, b podemos deduzir as

rela�c~oes para os operadores de Langevin. Para o caso

discreto, podemos escrever:hbL�; bLy
�

i
=

hbL� ; bLy
�

i
= �� + (1� �) ; (60)hbL�; bLy

�

i
=

hbL� ; bLy
�

i
= ��
: (61)

Como esper�avamos, considerando � = 1 em (60) e

(61) recuperamos as rela�c~oes (47) e (48), enquanto que

para � = 
 = 0 recuperamos as rela�c~oes (54) e (55),

respectivamente.

V Conclus~oes

Neste artigo apresentamos de forma did�atica uma

�algebra para a inclus~ao de perdas devidas �a fotoab-

sor�c~ao em espelhos divisores de feixes bem como per-

das devidas �a ine�ciência dos detectores. A motiva�c~ao

desta apresenta�c~ao �e a grande aplica�c~ao que os espe-

lhos divisores de feixe vêm tendo nos experimentos em

�optica quântica, em especial em testes de fundamentos

da mecânica quântica e em processos de comunica�c~ao

quântica como vemos, por exemplo, nas refs. [1-4].

Agradecimentos

Os autores agradecem a FAPESP pelo suporte �-

nanceiro.

References

[1] M. Dakna, J. Clausen, L. kn�oll,and D. G. Welsch, Phys.
Rev. A 59, 1658 (1999).
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