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Na versao de Schriodinger da Mecanica Quantica o estado quantico das particulas é descrito por
funcoes de onda, e quantidades fisicas, como a energia, o momento, etc, sdo associadas a operadores
que agem sobre estas fungoes de onda. Um formalismo alternativo foi proposto por Feynman em
1948. Em sua abordagem calculam-se amplitudes de probabilidade somando-se sobre funges usuais
que representam trajetérias da particula. No caso de férmions, essas funcdes tém natureza nao-
comutativa devido ao principio da exclusdo de Pauli. Neste trabalho apresentamos uma introducao
didética a &lgebra destes objetos ndo comutativos, também conhecida como algebra de Grassmann.
Discutimos também alguns exemplos simples e indicamos algumas aplicacoes recentes deste forma-
lismo na fisica.

In Schrédinger’s version of Quantum Mechanics the quantum states of particles are described by
wave functions, and physical quantities, like energy, momentum, etc, are associated with operators
that act on these wave functions. An alternative formalism was proposed by Feynman in 1948. In
his approach one calculates the probability amplitudes by summing over ordinary functions that
represent trajectories of the particle. In the case of fermions these functions have a non-commutative
nature due to the Pauli’s exclusion principle. In this paper we present a didactic introduction to
the algebra of these non-commutative objects, also known as Grassmann algebra. We also discuss

some simple examples and indicate some recent applications of this formalism in Physics.

I Introducao

Na Mecanica Classica a cinematica de uma particula é
descrita por funcoes, que em geral variam no tempo,
associadas a posicao, ao momento linear e a0 momento
angular desta particula ao longo do seu movimento. No
entanto, na Mecanica Quéantica as quantidades fisicas,
tais como posicdo, momento linear e momento angu-
lar, estdo associadas a operadores. Estes operadores
agem sobre vetores de estado (funcoes de onda) que
fornecem toda a informacao disponivel sobre o sistema
quantico[1].

Certamente, é mais dificil trabalhar com operado-
res do que com fungdes. P.A.M. Dirac, no intuito de
obter um formalismo lagrangiano para descrever siste-

mas quanticos, propos em 1933[2] uma expressdo para
a amplitude de probabilidade para uma particula loca-
lizada na posicao x; no instante ¢; ser encontrada na
posicao Ty no instante ¢y, em termos de uma integral
que soma sobre todas as trajetérias de particula em co-
mecem em (z;,t;) e terminem em (xf,ts). Entretanto,
Dirac s6 tratou esta integral de trajetorias no limite em
que i — 0, sendo h a constante de Planck que carac-
teriza os fendmenos quanticos. Em 1948 R. Feynman
retomou a esta formulacdo para descrever valores espe-
rados de quantidades fisicas e explorou as potenciali-
dades do método para i # 0 [3, 4, 5]. Atualmente o
método de integrais de trajetéria é utilizado nas mais
variadas dreas da Fisica[6].

Na Natureza temos dois tipos distintos de
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particulas: bdsons e férmions, que satisfazem a es-
tatisticas diferentes[1]. A integral de trajetéria pro-
posta por Feynman é sensivel a natureza da particula.
No caso de bdsons, a integral de trajetoria soma sobre
funcoes usuais (comutantes) que representam, todas as
possiveis trajetérias que tém a particula na posicdo z;
no instante ¢; e na posicao z; no instante ty. Essas
fungdes sao denominadas de comutantes, uma vez que
o resultado do produto de duas ou mais dessas funcoes é
independente da ordem em que aparecem no produto.
No caso de uma particula fermionica, as fungdes sdo
anticomutativas. Essas func¢des sdo escritas em termos
dos geradores de uma &dlgebra ndo-comutativa. Como
nao é usual trabalhar com func¢oes anticomutantes, usu-
almente se utiliza de um conjunto de truques para re-
escrever as integrais de trajetdria associadas a sistema
fermionico em termos de fungdes usuais (comutantes).

Vamos apresentar neste artigo as propriedades
basicas da élgebra ndo-comutativa de Grassmann e
mostrar como relaciond-la a um sistema fermionico
quantico. Veremos que apesar da ndo-comutatividade
dos geradores desta &algebra, sob varios aspectos os
célculos sdo mais simples do que os correspondentes
para bésons. Uma abordagem mais mateméatica, com-
plementar a nossa, pode ser encontrada no artigo de
Mundim e Mundim [7], em que também encontramos
um resumo da biografia de Hermann Giinther Gras-
smann. Na secdo II apresentamos as propriedades
bésicas da dlgebra nio-comutativa de dimensio d = 22
e definimos algumas operacdes nesta dlgebra, tais como:
derivada, integral, produto escalar, etc.. Na secao
IIT apresentamos uma breve revisdo dos operadores
de criacdo e aniquilacdo fermidnico e suas respectivas
acoes sobre vetores de estado com numero definido de
particulas. Mostramos como relacionar a algebra de
Grassmann com sistemas fermidnicos e obtemos resul-
tados uteis para a sua aplicacdo. Na secao IV apresen-
tamos um resumo dos resultados da se¢ao I1I estendidos
para a dlgebra de Grassmann de dimensio d = 22V. Na
secao V mostramos como as propriedades da algebra de
Grassmann introduzidas anteriormente podem ser uti-
lizadas para calcular quantidades fisicas associadas a
sistemas fermionicos simples, e indicamos alguns tra-
balhos nos quais dlgebra de Grassmann auxiliou na ob-
tencao de resultados em sistemas fermionicos quanticos
mais complexos. Finalmente, na secao VI resumimos o
conteido deste artigo.

II A Algebra de Grassmann e
suas Propriedades Basicas

Normalmente na Mecanica Classica e na Mecanica
Quaéntica trabalhamos com fungdes que sdo solucgoes de
equagoes diferenciais que descrevem a dinamica do sis-
tema estudado. FEssas fungbes comutam entre si, dai
estarmos acostumados apenas a utilizar a &lgebra co-
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mutativa como ferramenta matemaética para estudar os
modelos fisicos. A dlgebra comutativa com que traba-
lhamos normalmente serd chamada de agora em diante
de algebra usual quando estivermos fazendo mencao
a ela. No entanto, objetos que nao comutam entre si
nao sao estranhos & nossa formacao, basta lembrar que
matrizes em geral ndo comutam entre si. Existe uma
formulacdo matricial da Mecanica Quantica proposta
por Heisenberg[l]. A &lgebra de Grassmann nao tem
nenhum ponto em comum com a formulacdo de Hei-
senberg para a Mecanica Quantica, no entanto, este
exemplo nos faz lembrar que nem todos os objetos
matematicos que utilizamos para estudar os modelos
fisicos comutam entre si.

O nosso objetivo é apresentar de forma simples as
propriedades da algebra ndo-comutativa de Grassmann.
Para isso iremos comparar as propriedades da algebra
usual com que trabalhamos com as propriedades e de-
fini¢oes desta outra que a principio parece tao estranha,
mas que, conforme veremos, muitas vezes é mais sim-
ples de se trabalhar.

Sejam a e b dois nimeros complexos quaisquer da
algebra usual (comutativa), isto é, que satisfazem a
relacdo

a-b=b-a = ab —ba =0, (1)

que também pode ser escrita como: [a,b] = 0. Sejam
x e y duas varidveis que comutam entre si ( [z,y] = 0
), e f e g sdo funcoes dessas varidveis. Da relagio de
comutatividade do produto das varidveis (veja eq.(1)),
temos

f@)gy)—9W)f(x) =0 &  [f(z),9(»)]=0. (2)

As relagoes de comutacéo (1) e (2) definem o que é deno-
minada de algebra comutativa. No entanto, existem
outras algebras, em particular a dlgebra de Grassmann,
que tratam de varidveis que ndo comutam entre si. Se n
e 7] sdo varidveis grassmannianas, entao elas satisfazem
as seguintes relacoes de anticomutacao:

{n,a} =nig+an =0 = ni = —im, (3)
{77} =aqn+n7 =0 = 7 =0, (4
{m,m}=mm+m =0 = n”? =0. (5)

As varidveis ) e 77 sdo denominadas de geradores da
algebra. A dimensdo da &algebra é igual ao nimero
méximo de termos linearmente independentes (1.i.) ob-
tidos a partir de seus respectivos geradores. No exemplo
da algebra que estamos considerando, temos os seguin-
tes termos Li.: {1,n,7,n7}. A dlgebra de Grassmann
com dois geradores tem dimensdo d = 22! = 4. A
partir da expressdo (3) observamos que a ordem com
que as varidveis grassmannianas aparecem no produto
é importante nesta algebra. H4 uma mudanca de sinal
quando a ordem de duas varidveis anticomutantes é tro-
cada. Das igualdades (4) e (5) decorre que a poténcia
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de qualquer varidvel de Grassmann, igual ou maior a 2,
é identicamente nula.

I1.1 Expansao em Série de Poténcias de
uma Funcao de Variaveis Grassmannia-
nas

No que se segue, denominaremos x e y de variaveis da
algebra usual, e n e 77 varidveis da algebra de Grass-
mann. Seja f(z) uma funcido bem comportada de z na
vizinhanca de = 0. A expansdo da fungdo f(z) em
série de poténcias em torno do ponto z = 0 é,

f(x):ao+a1x+a2x2+a3x3+..., (6)

onde 0s a; sao numeros.

No caso em que a funcdo f(z) ndo é um polinémio,
sua expansdo (eq.(6)) tem um nidmero infinito de ter-
mos. No caso em que a funcdo da algebra usual de-
pende de duas varidveis, isto é, g(x,y), a sua expansdo
em torno daregiatoz =0ey =0¢

g(z,y) = aoo + a10T + ap1Y + a11 7Y + az 7y + - - -, (7)

onde 0s a;; sao nimeros. E importante notar que em
principio ndo existe qualquer restricio a ordem das
poténcias de z e y na expansio (7). Os termos néo nulos
do lado direito (l.d.) da expansdo (7) s6 dependem da
particular fungao g(z,y) que estd sendo expandida. As
expansoes (6) e (7) em principio podem ter um nimero
infinito de termos.

Seja f(n) uma funcdo da varidvel grassmanniana 1.
Da relagdo (5) temos que > = 0, de forma que a ex-
pansdo mais geral que podemos escrever para a funcao
f(m) é

fm) = fo+ fin, (8)

onde fo e f1 sdo nimeros (comutantes).

A partir das relagoes (4) e (5), obtemos a expressao
mais geral para uma fungao g(n,7) de duas varidveis
nao-comutativas:

g(n,m) = goo + g10m + go17 + gr1117, 9)

sendo g;; nimeros. Lembre-se que poténcias igual ou
maior que 2 de 7 e 7 ndo aparecem pois n?> = 72 = 0.
Um consequéncia interessante das eqs. (8) e (9) é que
qualquer funcao que s6 depende de um nimero finito de
varidveis de Grassmann possui um numero finito de ter-
mos em sua expansao. Esta propriedade é muito 1til
quando calculamos, por exemplo, as propriedades de
sistemas fermionicos em equilibrio termodinamico[8].

Para ressaltar as diferencas da expansdo em série
de poténcias de fun¢des cujas varidveis sdo comutativas
daquelas que dependem de varidveis grassmannianas,
consideremos a série de Taylor das funcées exponenci-
ais nas duas algebras:

i) Algebra Comutativa:

2 ZL’S S "
'f(m)zemzl+$+—+§+ :Zma (10)
n=0
2
oglr) = eV = 1 ay + Ty
(zy)? = (my)"
3 +---_Z% S (11)

i) Algebra de Grassmann:

Definindo a exponencial de uma funcdo grassman-
niana através da série de poténcias desta funcao de ma-
neira analoga a da algebra comutativa, chegamos a

o f(n)=€"=1+n, (12)

e g(n,m) =e" =147, (13)

onde, novamente, poténcias maiores que 1 estdo ausen-
tes devido as eqs.(4) e (5).

I1.2 Derivada e Integral

Na &lgebra usual, as operacoes de derivacao e inte-
gracao sdo definidas como processos limites. Ambas
as operacgoes possuem interpretacao geométrica, sendo
que cada operacdo pode ser vista como o inverso da
outra. Na &algebra de Grassmann essas operacdes nao
sdo definidas como processos limites nem possuem in-
terpretacao geométrica. Nesta algebra as operacoes de
derivacdo e integracio sdo definidas como operacoes
idénticas.

Sao definidas as seguintes regras para as derivadas
dos geradores da algebra de Grassmann em relacdo a
elas mesmas:

o) _ o) _ o(m) _
a—n—O, a—n—l, a—n_O, (14)

o(1) _ o(n) _ (1)
o T

Note que essas regras sao idénticas as da algebra usual.
No entanto, na dlgebra de Grassmann essas regras sao
complementadas pela condicdo de que a varidvel a ser
derivada deve estar ao lado do operador diferencial. Se
isto nao ocorrer devemos anticomuté-la com as outras
varidveis até que esta condicio seja satisfeita. Vejamos
as consequéncias dessas regras de derivacdo sobre uma
funcdo ¢(n,7) que seja fungdo dos dois geradores da
algebra:

=1. (15

g, 7) = go + gron + go17 + g1107- (16)

Calculemos a derivada de g(n,7) em relagdo a 7 e 17,
nesta ordem:
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0 0

T g = oo (g0 -+ g10n + il + gum)
anaﬁgn,n = an 0 Jo + G107 + o171 + g11nn

_ ﬂg( + + n— ‘)
= an on Jo + G107 + o1 — g111n

0
= a—n(g(n —g1un)
= —gi- (17)

Para obtermos o resultado (17) utilizamos as eqs. (14)
e (15) mas antes reescrevemos a fungio g(n, 77) para que
a varidvel 77, que estd mais a direita, anticomute com
1 e fique lado a lado do operador diferencial B%. No
entanto, se calculamos a derivada da fungéo g(n,7) pri-
meiro com relacdo & varidvel i e depois com relagdo a
variavel 7, obtemos

D00 = ous )
= g1 (18)
Comparando os resultados anteriores, obtemos
2 2
09 __09 (19)
onon onon

Concluimos que, ao contrario da operacio de derivada
na algebra usual, os operadores diferenciais grassman-
nianos anticomutam entre si. Como consequéncia das
relagoes de anticomutagao (3)-(5) temos que

o2 02
Zo_o o Z1ogs
an on
an—i—m
W =0 para n,m Z 2. (20)

A operacido de integracdo sobre os geradores da
algebra de Grassmann é definida de maneira a ser
idéntica a operacgdo de derivacdo nesta dlgebra. As re-
gras de integracao de cada gerador da algebra sao defi-
nidas como

/m1=m /anL /Mﬁ=&<m
e
/dﬁle, /dﬁnzO, /dﬁﬁzl.(22)

Como no caso das derivadas, as regras anteriores tém
que ser complementadas pela condi¢ao de que a varidvel
a ser integrada tem que estar lado a lado com a di-
ferencial correspondente. As regras de integracdo sio
definidas independentemente dos limites de integragao.
Para o caso de funcoes que dependem das duas variaveis
grassmannianas, temos que

i) /dng(n,ﬁ) = /dn (90 + g10m + go17 + g1117)

0
g0 + 9111 = 3_Z’ (23)

477

i) /dﬁg(n,ﬁ) = /dﬁ(go + g1om + go17 + g11717)

= /dﬁ 90177+/d77(—9117777)
dg

— = —. 24
gor — 9111 a1 ( )

O exemplo anterior mostra explicitamente que as
operacoes de derivada e integral sao idénticas na algebra
de Grassmann. Na integracdo, a ordem em que realiza-
mos a integracdo também é importante. Consideremos
o exemplo

/dndﬁ gm,n) = /dndﬁ (90 + gion + go17 + g1117)
= gu / dndnnn
= —911/d77d77 nm = —gii- (25)
Entretanto,

/dﬁdﬂ g(n, 1) /dﬁdn (g0 + g10n + go17] + g111077)

gn/dﬁdn nn = gi- (26)

Portanto,

/dn dn g(n,n) = —/dﬁdn g(n,m), (27)

em analogia com o resultado obtido para as deriva-
das (veja eq.(19)). A presenca do sinal menos é con-
sequéncia da regra de que a varidvel a ser integrada
tem que ficar ao lado da diferencial correspondente.

A partir das defini¢cbes das operacoes de derivada e
integral na dlgebra de Grassmann, temos

0 0
an /dng(n,ﬁ) = B_U(gm +gun) =0. (28)

Como g(n, i) é qualquer funcao grassmanniana obtemos

0
o /dn =0. (29)

Logo, na dlgebra de Grassmann, ao contrario da algebra
usual, as operagdes de derivacdo e integracdo nao sao
operacgoes inversas.

Um ponto importante é a mudanca da medida de
integragdo ao passarmos dos geradores (n,7) para um
novo par de geradores (&,£) obtidos dos anteriores
através de uma transformacao linear

()-(aaz) () @
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Denominamos de A a matriz formada pelos nimeros
Ai;, 1,7 = 1,2, que aparecem no l.d. da eq.(30). Para
que a transformacgao (30) seja bem definida a matriz
A tem que possuir inversa. Deixamos como exercicio
mostrar que se as varidveis n e 7j satisfazem as relacoes
de anticomutagio (3) - (5), vélidas para os geradores
da 4lgebra de Grassmann, entdo ¢ e ¢ também as sa-
tisfazem, dai termos afirmado que estas varidveis sao
geradores da dlgebra ndo-comutativa. Seja f(7,7) uma
funcdo grassmanniana arbitraria

f(n,n) = fo+ fion+ forn + frinm, (31)
sendo fo, fi0, fo1 € fi1 numeros. Pela eq.(26) temos

/dﬁmyfmﬁ>=fu, (32)

uma vez que pelas regras de integracdo na algebra de
Grassmann apenas o quarto termo do l.d. da eq.(31)
d4 uma contribuigao ndo nula para integral dupla (32).
Em termos dos novos geradores £ e £ o termo f1,17i é
escrito como

fll(A11A22 - A12A21)€£
= det(A) f11 fé (33)

Mantivemos apenas os termos em & e £ que contribuem
para a integral multipla de Grassmann. Para obtermos
o0 jacobiano J associado a transformacéo linear (30) dos
geradores da algebra utilizamos que o resultado da in-
tegral (32) é independente das varidveis de integracao,
ou seja,

Jiin

/M@fmm /%anma

= Jdet(A) fi1, (34)

que serd igual ao resultado (32) se o jacobiano J, asso-
ciado a transformacao (30), for igual a
1
7= det(A)

. (35)

I1.3 Definigcao de Funcao Analitica

Na secao IIT os operadores de criacao e aniquilacao
fermionicos serdo associados a geradores da algebra de
Grassmann, assim como os vetores de estado. Veremos
que os estados fermidnicos estdo associados a funcgoes
grassmannianas escritas em termos de um sub-conjunto
dos geradores da dlgebra (veja a eq. (68)). Essas
fungoes sao denominadas fungoes analiticas. A de-
finicdo geral de funcao analitica é

wgézo S f)=fo+ fom  (36)
ou
ii) of =0 = f(m) = fo+ foun.  (37)

on

Observe que a definicdo de funcdo analitica na algebra
de Grassmann é bem diferente da defini¢do usual de
fun¢do analitica[9].

Todas as propriedades da algebra de Grass-
mann que apresentaremos de agora em diante
se restringem as funcoes analiticas, uma vez que
os estados fermionicos estao associados a fungoes
analiticas e o nosso interesse é a aplicacao desta
algebra ao estudo deste tipo de sistema fisico.

I1.4 Produto Escalar

O produto escalar é uma operacdo matemaética de-
finida para cada par de elementos pertencentes a um
espago vetorial. Sejam f e g dois destes elementos,
associamos a eles um nimero complexo denotado por
(f,9) que satisfaz as seguintes propriedades[10]:

38
39
40
41

(f7

g (9, )",
(fy A101 + A2g2
g

)

) = Afig1) + A2 (f, 92),

(A1f1+)\2f27 ) = )‘I(flag)'l')‘;(f%g)a
(f. f) f=0,

sendo que A; e A2 sdo niimeros quaisquer, inclusive po-

dendo ser complexos.

Sejam f(7) e g(77) duas fungoes analiticas da dlgebra
de Grassmann:

f) = fo+ fin e

O produto escalar destas duas funcdes analiticas é de-
finido como

(38)
(39)
(40)
(41)

= 0 &

g(n) = go+ g (42)

(9, f) = g5 fo + g1 f1. (43)

Note que esta definicdo de produto escalar é andlogo ao
produto escalar usual de dois vetores escritos em ter-
mos de uma base ortogonal. Deixamos como exercicio
mostrar que a definicdo (43) satisfaz as propriedades
(38)-(41) que definem o produto escalar. O produto
escalar (43) também pode ser escrito numa forma inte-
gral:

0.0 = [dndn e g . (@)
A funcéo g(n) é obtida a partir da fungéo analitica g(7)
da seguinte forma:

9(7) = go+ 017 = g(n) =go +gin, (45)

onde n é o gerador da &lgebra de Grassmann conju-
gado a 7. Vejamos como obtemos o l.d. da eq.(43) a
partir da partir da forma integral (44) utilizando as ex-
pressoes (37) e (45) das fungdes analiticas f(77) e g(n)
respectivamente:

(1) = [dndn e (g5 +gin)(fo+ f)

_ /@@(me@m+ﬁﬁmymw
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Para escrever a segunda igualdade da eq.(46) utiliza-
mos que a integral dupla de Grassmann de termos com
nimero impar de geradores é nula. Além disso, como

n? =2 = 0, podemos finalmente escrever

(9, f) = —géfo/dﬁdn ﬁn+gff1/dﬁdn ni
= gofo+9ifr, (47)

recuperando a definicdo (43) para o produto escalar de
duas func¢oes grassmannianas analiticas. Apesar da de-
finicdo (43) para o produto escalar na algebra de Gras-
smann ser andloga & definicio da mesma operacdo na
algebra usual para funcgdes complexas, o primeiro possui
na sua forma integral uma exponencial gaussiana que
nao aparece no segundo. Este fato decorre das regras
de integracao dos geradores que sdo distintas nas duas

]

Para verificarmos que a eq.(49) é a funcdo J de Di-
rac grassmanniana, consideramos uma funcio analitica

f(¢) arbitraria

f(Q) = fo+ £, (51)
sendo fy e fi nimeros. Substituindo a expressao (50)
na eq.(48), temos entao

/ dic 5C-mfQ) = / d& (& —n)(fo+ D)

fO/d§<‘+fm/déé
= fo+ fin=fm), (52)

mostrando que a funcdo definida pela eq.(49) satisfaz
a propriedade (48) que define a funcéo § de Dirac. Da
eq.(50) vemos que a funcdo ¢ de Dirac grassmanniana é
uma funcao impar, ao contrario da funcao § de Dirac da
algebra usual, que é uma funcao par do seu argumento.

IIT Como Relacionar a Algebra
de Grassmann com Sistemas
Fermionicos Quanticos?

A dlgebra de Grassmann que descrevemos nas segao

IT pode ser utilizada no estudo de sistemas quénticos
fermionicos. Para vermos como relacionar operadores
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algebras.
II1 Funcao ¢ de Dirac
Por definicio a funcio & de Dirac é tal que:
[ d¢ 5@ - £@) = 1o, (48)

sendo f(¢) uma funcdo analitica. A forma integral da
funcdo §(¢ — 77) que satisfaz identicamente a eq.(48) é

5T —m) = / d¢ e~(E0C, (49)

que integrando o l.d. da expressao anterior na varidvel
grassmanniana ¢ obtemos

/dc (1—(5—ﬁ)<)=/d< (1+¢(C - 7))
/dc C-m=C-n. (50)

e vetores de estado fermionicos com os geradores desta
algebra faremos uma breve apresentagao dos operadores
de criacdo e aniquilacdo fermionicos e suas respectivas
acoes sobre vetores de estado com numero definido de
particulas.

III.1 Operadores de Criacao e Ani-
quilagao de Particulas Idénticas

Utilizamos neste artigo a notacdo de Dirac[1] para
representar os estados quanticos com um nimero de-
finido de particulas. Os vetores de estados quanticos
sao:

i) |0): estado quéntico com zero particulas (vécuo);

it) |u): uma particula no estado p, sendo que p repre-
senta um conjunto de niimeros quanticos que caracte-
rizam completamente este estado quantico.

Na formulagdo usual de Schrodinger o operador ha-
miltoniano H, que determina a dinadmica do sistema,
é escrito em termos dos operadores de posicao X e do
momento linear p. No caso particular do modelo de os-
cilador harmonico, sdo definidos operadores de criacao
e aniquilacdo que sdo escritos em termos destes opera-
dores X e P[1]. No que se segue, trataremos de ope-
radores de criacao e aniquilacio associados a férmions.
O vetor de estado que representa uma particula no es-
tado quantico u é obtido ao aplicarmos o operador de
criacao aL ao vacuo

al|0) = |p). (53)
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Da mesma forma que temos um operador que cria
particulas, temos um operador a, que destréi uma
particula no estado u, levando este estado ao vacuo:

a, ) = [0). (54)

Como o operador a, destréi uma particula, entdo o
resultado de sua aplicagdo sobre o vicuo (estado que
representa a auséncia de particula) é:

a,|0) = 0. (55)

Esta igualdade é uma caracteristica importante dos
operadores de aniquilacdo. Os operadores aL (criagéo)
sdo hermitianos conjugados dos operadores a, (ani-
quilacio).

Nos restringiremos a descrever sistema de férmions
idénticos, que satisfazem a condi¢do de antisimetria
nos vetores de estado de particulas idénticas pela troca
de quaisquer duas particulas. No caso mais simples
em que temos duas particulas, essa condicao na lingua-
gem dos operadores de criacao e aniquilacao se expressa
como

aLaHO) = —a:r,aL|0>. (56)

Pela igualdade anterior, vemos que é importante pre-
servar a ordem com que os nimeros quanticos v e
aparecem no ket que descreve o estado quantico de duas
particulas idénticas. Além disso, como a Natureza im-
pede duas particulas fermionicas idénticas terem todos
os numeros quinticos iguais (principio da exclusio de
Pauli[1]) devemos ter:

alal|0) = [v,v) = 0. (57)

Utilizamos a notagao: |v,u) = afal,|0). De forma que
os operadores de criacdo de férmions satisfazem a se-
guinte igualdade:
aiaL = —aLaf, = ala
Note que quando v = y, obtemos a condi¢do: (af )™ =
0. Como os operadores de férmions satisfazem a relacio
(58), dizemos que estes operadores satisfazem uma
relagdo de anticomutacdo. Os operadores a, sao her-
mitianos conjugados aos operadores aL e portanto sa-
tisfazem relagbes de anti-comutagao andlogas & eq.(58).
Em resumo, temos que os operadores de criacao e
aniquilacao de férmions satisfazem as relacoes de anti-
comutacao:
{a:f,,aL} =0 e {av,a,} =0, (59)

enquanto que a acao desses operadores sobre estados de
particulas é dada por

a,|0) =0, a}|0) = |v), (60)

a,|v) = |0), a

sendo |0) o vécuo, que representa o estado quantico
na auséncia de particula. Além das relagdes (59), os
operadores de criacao e aniquilacio ainda satisfazem a
relacdo de anticomutagao[l]:

{al/v aL} = 61’#17 (62)

sendo 1 o operador identidade. A acdo do operador 1
sobre qualquer estado ndo o modifica.

I11.2 Relagao entre Estados e Operadores

Fermionicos e os Geradores da Algebra
de Grassmann

Todo esse formalismo é bastante atraente, mas
como utiliza-lo para calcular amplitudes de probabi-
lidade? Na notacdo de Dirac os objetos cujos valo-
res sdo numeros, em geral complexos, sdo os brackets,
também conhecidos como sanduiches[1]. Esses sandui-
ches correspondem a calcular os operadores entre os es-
tados bra e ket que representam estados quanticos que a
particula pode assumir. Por exemplo, temos o bracket
(v|w) = (v]al|0). Como calcular esse tipo de objeto?
Uma, possibilidade é associar aos estados e operadores
fermidnicos elementos de uma algebra cujos os gerado-
res nao comutam entre si, como por exemplo, a algebra
de Grassmann[3, 4, 5, 8]. Para simplificar, considerare-
mos daqui por diante apenas um estado quantico que a
particula pode assumir. Os operadores fermiénicos af
e a criam e destroem, respectivamente, uma particula
neste estado e satisfazem as seguintes relacoes de anti-
comutacao[11]:

{a,a’} =1, {af,a’}=0 e {a,a}=0. (63)
Continuamos a denotar o vacuo (auséncia de particulas)
por |0) e o ket |1) corresponde ao estado que possui um
férmion. A acdo dos operadores de criacdo e aniquilacdo
sobre esses estados é:

a|0)=0, a|l)=|0), af|0)=|1), af|1)=0.
(64)
O resultado nulo, obtido apds aplicarmos o operador
de criacdo sobre o estado de uma particula |1), é con-
sequéncia do principio de exclusdo de Pauli[l]. As
relagoes (63) e (64) definem este sistema fermiénico sim-
ples com dois estados (]0), |1)).

A Algebra de Grassmann com dois geradores n e 7
satisfazem as relagdes de anticomutagao (3)-(5). Fa-
zendo a seguinte identificacdo entre os operadores de
criacdo a' e de aniquilacdo a e os geradores da 4lgebra

al —» 75 e am—> 2_, (65)

]
as relacoes de anticomutagio (63) satisfeitas pelos ope-
radores fermionicos sdo preservadas. Entretanto, nao
é suficiente identificarmos apenas os operadores com
os geradores da algebra de Grassmann. E necessério
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também identificarmos os estados quanticos fermionicos
com esses geradores. Desta forma, fazemos a seguinte
identificacdo:

|0) —1 e | 1) — 7. (66)

Observe que a partir das relagoes de anticomutagao (3)-
(5) decorre que n? = 0 e 772 = 0. Consequentemente, as
identificacoes (65) satisfazem ao principio de exclusdo
de Pauli. O estado fermionico mais geral que podemos
escrever para este modelo simples é

|f) = a0|0) + a1[1), (67)
que é identificado com a seguinte funcao grassmanniana
f(@) =ao-1+ay 1. (68)

As constantes ag e a1 sdo constantes complexas. Exis-
tem varios livros textos onde podem ser encontradas
extensoes da discussdo apresentada nesta secdo para in-
cluir vérios operadores de criacdo e aniquilagdo[3, 4, 5].

II1.3 Resultados Uteis

Na sub-secdo anterior, verificamos que os vetores de
estado que descrevem férmions, estdao associados apenas
a funcoes analiticas. Por isso, nesta sub-secao tratamos
as propriedades da dlgebra de Grassmann restritas as
fungoes analiticas. Uma regra fundamental que utiliza-
mos para igualar os brackets na notacdo de Dirac com
as integrais grassmannianas, é que os brackets sao pro-
dutos escalares de estados quanticos que tém o mesmo
valor que o produto escalar dos elementos da algebra
de Grassmann a eles associados. Isto significa que se os
vetores de estado |f) e |g) estdo associados as fungoes
f(7) e g(77) respectivamente, entao,

(glfy = (9,.f)
_ / didy e=™ g(n) f@),  (69)

sendo que a segunda igualdade vem da eq. (44) que’e a
expressao do produto escalar de duas fungbes grassman-
nianas. Pela segunda igualdade da eq.(69), obtemos que
o bra (g| é identificado com a funcédo g(n) cuja defini¢do
é dada pela eq.(45). Mostramos, veja a eq.(66), que
[n) = 7. O produto escalar (69) fornece o resultado
correto para (m|n) se fizermos a associacdo(m| — n™,
m =0,1.

Vejamos como obter o valor do elemento de ma-
triz de um operador fermionico B através da integracao
sobre as varidveis anticomutantes. Qualquer operador
fermionicoB pode ser escrito como:

B = Z ) By (], (70)

onde o nimero By, = (n|B|m).Seja |f) um vetor de
estado fermioénico arbitrario

|f) = folO) + f1[1), (71)
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sendo fo e fi nimeros. A agdo do operador fermiénico
B (eq.(70)) sobre o estado |f) resulta, em geral, num
outro estado fermidnico |g),

lg) = BIf)
St o 1) Bu(ml ). (72)
A identificacdo entre vetores de estados fermidnicos e
fungdes grassmannianas é obtida através das egs. (67)

e (68). A funcdo grassmanniana associada ao vetor de
estado |g) é

gm) = > 7" Bum (mlf). (73)

m,n=0

A expressao do produto escalar (m|f) em termos da
integral grassmanniana é dada pela eq.(44),

(mlf) = / dEde &8 €M £ (D), (74)

que substituida na eq.(73) fica

g(m) / déde e [ S 4" Bam sm] G

= (BN. (75)

Note que utilizamos que: e™¢ = 1 — £¢ é bilinear nas
variaveis € e ¢ e portanto comuta com qualquer funcio
de Grassmann. Definimos o kernel B(7}, ) associado ao
operador fermionico (70) como

1
B(1,§)= Y 0" Bum £, (76)

m,n=0

que é uma funcdo grassmanniana cuja definicdo de-
pende apenas do operador B. Associamos ao vetor de
estadoB|f) a fun¢do grassmanniana

(Bf)() = / dEde € B, &)f(E),  (77)

sendo B(7,¢) dado pela igualdade (76) e f(§) a funcdo
analitica identificada com o estado |f). Comparando a
eq.(70) do operador fermiénico com a eq.(76)do seu ker-
nel associado, observamos que escrevemos esse ultimo
a partir da eq.(70) fazendo as substituicoes

[n) =" e (m| =™ (78)

E usual na Mecanica Quantica escrever os operadores

em termos de produtos de operadores de aniquilacao
e criacdo, colocando todos os operadoresde criacdo a
esquerda aos de aniquilacdo (ordenamento normal).
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Vamos, agora, mostrar como isto é feito na algebra de
Grassmann.

Os estados bra e ket que aparecem na eq.(70) sdo
escritos em termos dos operadores de criacao e ani-
quilacao como:

In) = (a")"|0) e (m| = (0]a™,  (79)

e lembramos que
|0)(0] =: @' . — 1 _afa (80)

A notacédo: : operator : significa que o operador é re-
escrito com todos os operadores de criacao colocados a
esquerda dos operadores de aniquilagio (ordenamento
normal). Substituindo as eqs.(79) e (80) na eq.(70),
obtemos

1
B = Z Bom al” e @', gm
m,n=0
1
= Z (Bnm - Bn+1,m+1)aTnam

m,n=0
1
= > BZa"am, (81)
m,n=0

sendo que By, =0 se n = 2 ou m = 2. Os coeficientes
B® (B2, = B, — Bui1.m+1) definem o operador B
em termos de operadores de criagdo e aniquilagdo. Em
geral tratamos com operadores fermionicos escritos em

]

termos de operadores de criacdo e aniquilacdo escritos
na forma normal. Qual o kernel associado a operado-
res ordenados normalmente e qual a sua relacao com o
kernel deste mesmo operador escrito na forma (70)?

Para obtermos o kernel do operador fermidnico B
na forma normal, procedemos de forma andloga ao que
fizemos para obter o kernel (76). Seja |f) um vetor de
estado arbitrario (veja eq.(71)) e |g) = B|f), sendo que
B é escrito na forma normal

l9) = BIf)
Y BI.(ahram™ |f). (82)

m,n=0

Usando as identificagbes (65) podemos escrever que a
funcao grassmanniana g(7j) associada ao vetor de estado

lg) é

=3 spa (). @

m,n=0

Utilizando a funcéo ¢ de Dirac (eq.(48)) para reescrever
a funcdo f(7) de forma mais conveniente

f(m)

/ az 5(C - 1) £(0)
/ T dC e CDC §@),  (34)

que substuida no 1.d. da eq.(83) nos dé

=3 B2 [ [dcac e (a;ef)f(c)}. (85)

m,n=0

No entanto, temos que

e (147¢) = e CM¢  param =0

= oMl
e%¢ _aa_em - ] ] (86)
1 e~ ¢ =le (€M param = 1
de maneira que
_ met .
e C¢ 6776'“ — (™ e~ (EmC, (87)
Voltando & eq.(85) ficamos com
g9(n) = /df d¢ e [ o Cm] e £(0). (88)
m,n=0
|
Como fizemos anteriormente, definimos o kernel asso- sendo
ciado ao operador fermionico na forma normal como !
Bom,Q)= Y, BR.a" (™ (89)

m,n=0
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Comparando as eqs. (75) e (88), obtemos a relagdo
entre os kernels do mesmo operador fermidnico B mas
escrito de duas formas diferentes (egs. (70) e (81)):

B(#,¢) = e™ B2(#,(). (90)

Observe que o produto ¢ comuta com 7"(™ para
quaisquer valores de n e m. Portanto a exponencial
e também comuta com 7"(™.

E importante ressaltar que apesar da identificagao
entre operadores de criacdo e aniquilacido fermionicos
e os geradores da dlgebra de Grassmann ser dada pela
eq.(65), obtemos o kernel B®(7, ¢) a partir da expressio
(81) do operador fermi6nico utilizando as substitui¢oes:
ar (eal = 7.

Até agora mostramos como associar vetores de es-

]
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tado e operadores a fungdes grassmannianas, definimos
o produto escalar na algebra de Grassmann e conse-
quentemente como calcular o produto escalar de dois
vetores de estado associados a estados quanticos da
particula (bracket). Usando esses resultados podemos
calcular o trago de qualquer operador fermiénico B.
Consideremos um operador fermiénico B ordenado nor-
malmente (eq.(81)). O seu trago é

1

Tr[B]=>_ (n|B|n). (91)

n=0

Utilizando as eqs. (88) e (89), a defini¢do(44) para pro-
duto escalar e lembrando que |n) — ("e (n| —» n™ ob-
temos

(n|BJn) = / i d¢ o7 / dn dE o™ o BO, ¢) o &, (92)

i) paran = 0:

/ dn dC e BR(,() e~ = / dn dC (1+ ) (1 - CC) B2, 0)

ii) paran = 1:

/ dn dC e ™ n BR,0) e ¢

Como estamos calculando o trago do operador B entdo
apenas os seus termos na expressao (81) em que o
nimero de operadores de criacao é igual ao nimero de
operadores de aniquilagdo (n = m) é que podem dar um
valor diferente de zero para o traco. Logo, apenas os
termos em B®(77, ¢) que sdo da forma 7™(™ contribuem
para Tr[B] e vale a igualdade

B®(7,¢) ¢ = ¢ B2#,(). (95)
Entao
/ dn dC e™™ 5 BO(n,¢) e~ ¢ = —BR(,(). (96)

Substituindo os resultados (93), (94) e (96) na eq.(91)
obtemos

Tr[B] = - / dn d¢ % (1+70) BB7,0).  (97)

-1¢ BY(7, Q). (93)

/ dn dZ (1+n7) 1 BE(7,¢) (1 - EO)C.
—/dnn d¢ B2(7,¢) ¢
- [ 520 ¢ (94)

Fazemos as seguintes mudancas de varidveis:

£=—¢ e £ =1. (98)

O jacobiano associado a essa transformacgio (veja
eq.(35)) éigual a

J=-1. (99)

Como os termos de B®(%, ¢) que contribuem para Tr[B]
sdo da forma 7 ¢"™, em termos dos novos geradores eles
passam a ser escritos como:

7 e £ (=™ (=1)?mgmem

gnem,

(100)

de forma que para o célculo de Tr[B] temos que:

B®(7, ¢) = BPE, €).
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Usando os novos geradores (98), a eq.(97) é reescrita
como:

Tr[B] = / (—1) dé d ¢ (~1 + E6)BOE, )
/ de dé ¥ BO( ¢)

- / dedé 5 B(Ec).

(101)

(102)

Desta forma, apresentamos nesta secdo todas as pro-
priedades béasicas da dlgebra de Grassmann a partir das
quais calculamos as quantidades associadas a sistemas
fermionicos.

1A% Algebra de Grassmann de
dimensao d = 22: Resumo
dos Resultados

As definicbes e resultados das secdes II e

IIT sdo facilmente estendidas a 4dlgebras de
Grassmann com dimensdo d = 22N [3, 4,
5], cujos geradores sdo: {1, G2, =+ NS 5
M, N2, -+, Mn - Nesta secdo apresentaremos apenas

os resultados estendidos para esta dlgebra.

Considere uma base ortonormal completa:

{In1,n2,- -, na)}, sendo que o0s vetores
|n1,na,- -, ny) sdo autoestados dos operadores n; =
a:»rai, i=1,2,---,N. Os operadores a:f (a;) sdo opera-
dores de criacdo (destruigdo) de férmions. Quaisquer
dois vetores de estado fermibnicos |f) e |g) do espago
de Hilbert podem ser escritos como

1

= >

ni,--,ny=0

fn1,---,nN |TL1,TL2,"-,TLN) (]_03)

O kernel do operador fermiénico B é

1

Ba,m) = Y, ot

nq,---,mpnr=0
my,e,mpAr=0

1

9= >

my, -, my=0

gm1,"'7m/\/’ m17m27”'7m/\/’>7 (104)

sendo que fp,,....np € Gmy,--,my 520 Nimeros usuais. Es-
ses vetores de estado sdo identificados com as funcoes
grassmannianas

1
S Foreemy WY

f(m) = (105)
ny,-,ny=0
e
1
IM = D Gmuyema W (106)
mi, -, my=0
Utilizamos a notacdo: 7 = {1, 72, -+, N} € =
{7717 T2, <+, 77/\/'}

O produto escalar desses dois vetores de estado es-
crito em termos de integrais multiplas de Grassmann é
dado por

Wlfy = (9,1)
N N
_ / T . e 2 () £ (7Y107)

Em analogia & eq.(45), temos

1

e a aplicacdo do operador B sobre o vetor |f) é mapeado na funcao grassmanniana

N ~ N ~
@ = [ 1] deds e 55 5,0,

O kernel do produto de dois operadores fermionicos A e B ¢é igual a

N N -
(B = [ ] dedes e 255 A, OB(E ).

T = D G T em (108)
mi, -, my=0

Bn1~~~n/\/;m1,---7m/\f nj\n[N o 'ﬂ{nla (109)

(110)

3 (111)
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Nas aplicagoes da algebra de Grassmann que temos realizado para obter resultados em sistemas fermionicos,
temos em geral trabalhado com operadores fermidnicos j4 escritos na forma normal e que possuem N graus de
liberdade. Em geral, os operadores fermidnicos com ordenamento normal podem ser expandidos em termos dos

operadores de criacao e destruicao

1

_ @
A= Z Am,---,nN;mh---,mN

ni,mpAr=0
my,-,mAr=0

onde AL . n . ma € um nimero. A relagio entre
o kernel do operador A e a sua forma normal é

N

Z MiMi
A(,n) =e=t A®(7,n). (113)
A partir da defini¢do (107) para o produto escalar e al-
gumas manipulacoes algébricas obtemos que o traco de
qualquer operador fermiénico B pode ser escrito como

]

N n—1

i=1 p=0

) ()™ ()™

N
>
i=1lv=

1@ = [ ]I dntdnio) e

(a)™, (112)

a seguinte integral multipla de Grassmann

N 2Z?7i77i
7r(8) = [ [ dusd e =

i=1

B®(q,m),  (114)

e B®(,m) é o kernel do operador fermiénico normal B.

No caso em que o operador B é o produto de n ope-
radores fermionicos normais Q, obtemos a partir das
relacoes (111) e (114) que

™ s () [ () (1))
0 X

x Q®(7(0),7(0)) Q®(7(1), (1)) x -+~ x Q®(77(n — 1),n(n — 1)),

sendo que estamos usando a notacao:

nw) ={m@), m@), -, mv@)}
e

nw) = {m@), (v), -, aw@¥)},
para cada valor v. Os indices p e v, onde pu,v =
0,1, ---,n—1, aparecem devido ao produto de n ope-

radores fermionicos ( veja a eq.(111) onde temos o caso
particular do produto de 2 operadores fermi6nicos). Na
secdo VI veremos que Tr[Q"] estd associado a n-ésima
poténcia da expansao no inverso da temperatura da
funcdo de particdo gran-candnica que descreve as pro-
priedades termodinamicas de um sistema fisico (veja as
eqs.(127) e (128)). Neste caso, o indice i estd associado
a posicao espacial e a componente de spin da particula
fermionica. Os geradores de Grassmann que aparecem
na eq.(115) satisfazem as condigdes de contorno anti-
periddicas no parametro de “temperatura” v

ni(n) = —n;(0) (116)

sendo que m(v) =0 parav >nel=1,2,---, N. Es-
crevemos o l.d. da eq.(115) em termos da expressao da

(115)

funcdo grassmanniana na forma normal Q®(7,n) uma
vez que nas aplicacoes em que estamos interessados, os
operadores fermionicos j& estdo na forma normal (veja
por exemplo a referéncia [8]).

\% Aplicagcao da Algebra
de Grassman a Sistemas
Fermionicos

Para exemplificar a aplicacdo da dlgebra de Grass-
mann ao cdlculo de quantidades associadas a siste-
mas fermidnicos (brackets), consideramos o sistema
fermionico mais simples com apenas um grau de liber-
dade. A cinemaética deste sistema corresponde a ope-
radores de criacdo (a') e de aniquilacio (a) que satis-
fazem as relagoes de anticomutagido (63). Os estados
quénticos disponiveis para o férmion sdo: |0) e [1). A
acao desses operadores sobre os estados quanticos dis-
poniveis é dada pelas igualdades (64). As identificagoes
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entre os vetores de estado e os geradores da algebra
de Grassmann sdo dadas pelas igualdades (66), assim
como as identificacoes entre os operadores de criacao e
aniquilacao e esses geradores sao dadas pelas relacoes
(65).

Vamos usar as propriedades discutidas na secao
IT para recuperar resultados conhecidos da Mecanica
Quantica[l]. O primeiro desses resultados que calcula-
remos usando esta dlgebra ndo-comutativa é a norma
dos vetores de estado. E conhecido que a norma dos
vetores de estado é igual a 1. Na notacao de Dirac, a
norma de um vetor é dada pelo bracket: (i|i), i =0, 1.
Vejamos como recuperar este resultado aplicando as
propriedades da dlgebra de Grassmann:
1) Norma do estado (0|0):

(00)

/dﬁdn e_ﬁ”-l-lz/dﬁdn (1 —am)

_ /dﬁ =1 = (00)=1. (117)
2) Norma do estado (1]1):

(1)

/dﬁdn e = /dﬁdn (1 —am) nq

/dﬁdn =1 = (11)=1. (118)

Um outro resultado conhecido na literatura[l] é que
o produto escalar entre dois vetores de estado que pos-
suem numero diferente de particulas é nulo. Calculemos
entao:

o = [dnin e von= [ dgan (1= m)y
= /dﬁdnﬁzo = (0|1) = 0. (119)
O operador n = afa é denominado de opera-

dor numero de particulas, uma vez que ele conta o
ndmero de particulas num dado estado quéntico[l].
Pela prépria definicio do operador n, ele ja estd na
forma normal. A partir da eq.(89), temos que o kernel
associado a este operador é

N (7, &) = 7E. (120)

Usando a definicao (69) para o produto escalar e a
eq.(77) que nos dé a funcdo grassmanniana associada
a acdo de um operador fermionico sobre um vetor de
estado, calcularemos o elemento de matriz do operador
n nos estados |0) e |1).

1) Célculo de (0|n|0):

(O[nl0) = / dndy ™ -1 -mo(7), (121)

sendo que ng(77) é a funcido grassmanniana associada ao
vetor de estado n|0). Para calcularmos a funcdo ng(7)
utilizamos as eqs.(77) e (90) lembrando que o kernel do
operador n é dado pela eq.(120), de forma que

no() / dEde e € 7 ¢

[ ded (1-€9)- @+ e
= /dg‘dg ¢ = 0. (122)
Substituindo este resultado na eq.(121), obtemos:
(0ln/0) = 0, (123)
que é consistente com a nossa definicao original para o

estado |0), que corresponde ao vacuo de particulas, ou
seja, um estado com zero particulas.

2) Célculo de (1|n|1):

Unft) = [dgan e oom@, (120

e procedendo de forma andloga ao caso anterior, fica-
mos com:

a (7) / dEde ¢S & e €

- / dEde nE €= 1. (125)

Substituindo o resultado (125) na expressdo (124),
encontramos que:

(Inj1) = /dﬁdn (1 —=nm) nm

= /dﬁdn n7=1 = (1|n|1) = 1,(126)

que é também coerente com a nossa descricao original
do contetdo fisico do estado |1).

Dos resultados anteriores, vemos que o operador
n = afa é realmente um contador do niimero de
particulas do estado quéntico sobre o qual ele atua.

Escolhemos os exemplos anteriores porque eles nao
dependem da dindmica do sistema. No entanto, te-
mos utilizado a algebra de Grassmann para tratar sis-
temas fermionicos em equilibrio termodinamico[8] com
um reservatério com temperatura absoluta T (medida
em Kelvin), inclusive permitindo que o sistema troque
particulas com o reservatério. Dos livros textos[12], ob-
temos que a funcdo de particio gran canonica de um
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sistema que estd em equilibrio termodinamico com um
reservatério de calor e particulas é

Z(8,p) = Trle=K], (127)

onde K = H — uIN, H é a hamiltoniana que descreve

o sistema que estd em equilibrio com o reservatorio,
B = =, k é a constante de Boltzmann, p o potencial
quimico e N o operador numero total de particulas. T'r
é o traco sobre todos os estados quénticos disponiveis
para o sistema. A funcdo Z(3, u) possui a expansao[13]

2 3
Z(B,p) = Tr[l— BK] + 7Tr[K2] - %Tr[lé] + ...

' (128)
Para o caso de férmions, aplicamos as propriedades
apresentadas nas secoes IV e V para calcular os tragos
que aparecem na expansdo (128)[14]. Na referéncia
[8] utilizamos esse formalismo para reobter a expressao
exata da funcdo de particdo gran canoénica do modelo
fermionico anarmoénico. A &dlgebra de Grassmann tem
sido também utilizada para calcular varios modelos em
Mecanica Estatistica, que sdo fermionizados para que
se possa aplicar essa algebra[l5, 16, 17].

Na referéncia [7] Mundim e Mundim apresentam de
forma didética como a algebra de Grassmann pode ser
utilizada para reescrever de forma elegante a Quimica
Quaéntica. Esta formulacdo permite estender o conceito
de valéncia de grupos e propoem uma nova prescricao
para o estudo de conformacdes moleculares.

Uma outra formulacdo para férmions que envolve
os geradores da algebra de Grassmann é a integral
de trajetéria. No caso fermiénico as integrais de ca-
minho somam sobre todas as possiveis funcbes que
o campo fermidnico pode ter, apenas que neste caso
essas fungdes sdo grassmannianas[3, 4, 5]. Esta for-
mulacdo tem sido uma das principais ferramentas para
obter informacoes sobre sistemas quanticos a tempera-
tura zero e a temperatura finita. Apesar do método do
célculo de integral de trajetéria de sistemas fermidnicos
e o método apresentado na referéncia [14] envolverem
fungbes definidas na algebra de Grassmann, eles sdo
distintos entre si. Eles possuem em comum apenas o
fato de explorar as propriedades bésicas da dlgebra nao-
comutativa de Grassmann para obter resultados de sis-
temas fermionicos.

VI Conclusoes

Apresentamos um panorama geral das propriedades
béasicas da algebra ndo-comutativa de Grassmann e as
definicbes de suas operacoes basicas. Para manter a
notacdo simples, tratamos de operadores fermionicos
sem indice de spin, para mostrar o mapeamento entre
vetores de estado e operadores fermionicos e funcoes
grassmaniannas. Demonstramos vérias relagbes tuteis
para o calculo de quantidades fermionicas para algebra
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de dimensdo d = 22 e apresentamos sua generalizacio
para, lgebras com dimensdo d = 2>V com N > 1. E im-
portante ressaltar que estas sdo as relagoes fundamen-
tais utilizadas no tratamento de sistemas fermionicos
atraves da algebra de Grassmann e o seu conhecimento
é essencial para quem ingressa nesta area da Fisica.

Discutimos a aplicacdo da algebra de Grassmann
para obter resultados no modelo fermiénico mais sim-
ples na Mecénica Quéantica (um grau de liberdade) e fa-
zemos referéncia a trabalhos mais avancados onde esta
algebra tem sido utilizada para obter resultados para
sistemas fermionicos interagentes.

A Algebra de Grassmann apesar de sua estrutura
pouco usual é na verdade a algebra natural para tratar
os férmions. A sua natureza anticomutativa, apesar de
incomum & primeira vista, devido & nossa falta de fa-
miliaridade com quantidades que anticomutam, acaba
levando a simplificacbes em calculos mais complexos
envolvendo sistemas fermionicos de muitas particulas
idénticas.
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