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Mostra-se como calcular campos magn�eticos, coe�cientes de auto-indutância e indutância m�utua
para condutores cil��ndricos, paralelos, in�nitos de se�c~ao transversal qualquer. O formalismo utili-
zado foi introduzido por J.C. Maxwell e est�a baseado nos conceitos de distância geom�etricas m�edia:
entre um ponto e uma se�c~ao transversal; entre duas se�c~oes transversais; e pr�opria de uma se�c~ao
transversal. Aplica-se o princ��pio de superposi�c~ao e sugere-se o uso de t�ecnicas num�ericas a qual �e
facilitada por este formalismo.

It is shown how to calculate magnetic �elds, self-inductance and mutual inductance coeÆcients for
cylindrical, parallel and in�nite conductors with any transverse section. The used formalism was
introduced by J.C. Maxwell and is based on the concept of mean geometric distance between: a
point and a transverse section; two transverse sections; and intrinsic to a transverse section. The
superposition principle is applied and it is suggested the use of numerical techniques which is made
easy with this formalism.

I Introdu�c~ao

Existem in�umeros problemas onde �e necess�ario o conhe-
cimento do campo el�etrico, do campo magn�etico, dos

coe�cientes de indu�c~ao el�etrica (capacitâncias) e dos

coe�cientes de indu�c~ao magn�etica (indutâncias)[1]. Ali-

ado ao conhecimento dos campos el�etricos e magn�eticos
citamos os polêmicos efeitos biol�ogicos destes sobre os

seres vivos[2,3]. As capacitâncias e indutâncias por sua

vez est~ao associadas ao c�alculo de energias el�etricas e

magn�eticas, impedâncias e encontram aplica�c~oes no di-

mensionamento de barramentos, linhas de transmiss~ao
de energia el�etrica, bobinas, trilhas de circuito impres-

sos etc. A obten�c~ao de solu�c~oes anal��ticas para estas

grandezas nem sempre �e tarefa f�acil, exigindo em al-

guns casos consider�avel volume de opera�c~oes o que em
geral conduz a express~oes matem�aticas de dif��cil manu-

seio. Nestas condi�c~oes a �unica solu�c~ao plaus��vel �e lan�car

m~ao de t�ecnicas num�ericas. Neste trabalho vamos nos

ater somente a campos magn�eticos e indutâncias.

Alguns problemas s~ao pass��veis de simpli�ca�c~oes que

conduzem a exerc��cios interessantes do ponto de vista

acadêmico e cujos resultados s~ao razoavelmente bons
do ponto de vista pr�atico. S~ao aqueles em que a dis-

tribui�c~ao de corrente apresenta simetria de transla�c~ao,

como por exemplo em barramentos e linhas de trans-

miss~ao utilizadas no transporte de energia el�etrica. Em

geral, em tais sistemas os condutores s~ao paralelos en-
tre si e seus comprimentos s~ao muito maiores que as

dimens~oes transversais, de modo que o problema de

c�alculo pode ser tratado em duas dimens~oes.

O desenvolvimento do formalismo aqui exposto

baseia-se nos conceitos de potencial vetor, energia

magn�etica e distância geom�etrica m�edia introduzida
por J.C. Maxwell (l872)[4,5]. Utiliza-se os conceitos

de distância geom�etrica m�edia de um ponto a uma
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se�c~ao transversal, distância geom�etrica m�edia m�utua

entre duas se�c~oes transversais e distância geom�etrica

m�edia pr�opria de uma se�c~ao transversal. Com o intuito

de simpli�car o problema admite-se algumas hip�oteses:
os condutores s~ao cil��ndricos de se�c~ao transversal qual-

quer, paralelos e de comprimento muito maior que as

dimens~oes das se�c~oes transversais, desprezando-se os

efeitos de extremidade; os condutores s~ao considera-
dos n~ao-magn�eticos e as correntes el�etricas se distri-

buem uniformemente sobre as se�c~oes transversais. Este

assunto �e abordado em poucos textos de eletromagne-

tismo dedicados a engenharia e raramente naqueles de-

dicados �a f��sica b�asica.

II Campo magn�etico

Considere um condutor cil��ndrico de se�c~ao transversal S

e comprimento L(L >> S1=2) percorrido por uma cor-

rente el�etrica I. O sistema de coordenadas utilizado pos-
sui eixo Oz paralelo �a geratriz do cil��ndro. Dividamos

o condutor em condutores �liformes de se�c~ao transver-

sal dS(u; v); onde (u; v) s~ao as coordenadas cartesianas

da �area elementar. O potencial vetor no ponto P (x; y);
de�nido a menos de uma constante, �e dado por [6]:

Az = �
�0I

2�S

Z
S

ln[(x� u)2 + (y � �)2]1=2dS (1)

A se�c~ao transversal S �e dividida em n pequenas

�areas �Si e ri as distâncias do ponto P ao i-�esimo ele-
mento de �area. Por de�ni�c~ao a distância geom�etrica

m�edia do ponto P �a �area S �e dada pela express~ao:

G = lim
n!1

(r1r2:::rn)
1=n (2)

quando n!1, ou ainda:

lnG = lim
n!1

nX
i=1

ln ri
n

=
1

S

Z
S

ln[(x�u)2+(y��)2]1=2dS

(3)

A distância geom�etrica m�edia assim de�nida apre-

senta algumas propriedades:

- �E invariante para transla�c~oes e rota�c~oes dos sis-

tema de coordenadas.

- se G1 e G2 s~ao distâncias geom�etricas m�edias de

um ponto P a duas se�c~oes S1 e S2 respectivamente,

ent~ao a distância geom�etrica m�edia G de P �a se�c~ao
S1 [ S2 �e dada por:

(S1 + S2) lnG = S1 lnG1 + S2 lnG2 (4)

Conseq�uentemente o potencial vetor �ca:

Az =
�0I

2�
ln(1=G) (5)

Calculando o rotacional da Eq.5 teremos para o

campo de indu�c~ao magn�etica a express~ao:

~B = �
�0I

2�G
k̂ � ~rG (6)

O conhecimento do potencial vetor pode ser utilizado

para obter:

i) - A con�gura�c~ao do campo de indu�c~ao magn�etica,

pois o lugar geom�etrico dos pontos Az(x; y) = const:

representa as linhas do campo de indu�c~ao magn�etica.

ii) - O uxo do vetor indu�c~ao magn�etica atrav�es de
uma superf��cie aberta � que se apoia num contorno �,

o que �e dado pela circula�c~ao do potencial vetor, isto �e:

I
�

~A � d~l =

Z
�

BndS (7)

Observa-se que, com a introdu�c~ao do potencial vetor
os c�alculos s~ao menos laboriosos.

II.1 Aplica�c~ao: barra delgada

Uma aplica�c~ao na qual �e f�acil proceder �a integra�c~ao

da Eq. 3 e cujo resultado apresenta real interesse con-

siste em considerar um condutor retangular de altura
2h e largura 2d(h >> d) conforme mostra a Fig. 1.

Ap�os os c�alculos obt�em-se:

lnG =
1

2h
[�(y�h) lnR1+(y+h) lnR2�x(�1��2)�2h]

(8)
Com as Eq. 5 e 6 calculam-se facilmente os vetores ~A

e ~B, na hip�otese da corrente I se distribuir uniforme-

mente na se�c~ao transversal. Obt�em-se ent~ao:

Az(x; y) =
�0I

4�h
[(y�h) lnR1�(y+h) lnR2+x(�1��2)+2h]

(9)

Bx(x; y) = �
�0I

4�h
ln

�
R2

R1

�
(10)

By(x; y) = �
�0I

4�h
(�1 ��2) (11)

A Fig. 2 mostra as linhas de campo do vetor indu�c~ao

magn�etica quando h = 2 unidades de comprimento,

usando a observa�c~ao i) citada na se�c~ao II.

No caso de um anel ou c��rculo a distância geom�etrica
m�edia de um ponto a estas se�c~oes �e igual �a distância do

centro do anel ou c��rculo ao ponto em quest~ao.



Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 22, no. 4, Dezembro, 2000 465

Figura 1. Barra delgada

Figura 2. Linhas de campo do vetor ~B.

II.2 Se�c~oes com outras formas
geom�etricas

O resultado da se�c~ao II.1 sugere um m�etodo para o
c�alculo do campo magn�etico devido a um condutor de
se�c~ao transversal qualquer. Consiste em dividir a se�c~ao
transversal em �tas paralelas de igual espessura sobre
as quais aplicamos as Eqs. 10 e 11 e o princ��pio de su-
perposi�c~ao. A utiliza�c~ao do princ��pio de superposi�c~ao

permite generalizar o m�etodo aqui exposto, para a re-
solu�c~ao de problemas com qualquer n�umero de condu-
tores.

Na Fig. 3 mostra-se um exemplo de aplica�c~ao desta
t�ecnica com implementa�c~ao num�erica para um barra-
mento de distribui�c~ao de energia el�etrica industrial.

Uma an�alise visual das Figs. 2 e 3 permite concluir
que a medida que o ponto de observa�c~ao afasta-se do
condutor as linhas de campo se tornam circunferências
de c��rculo e o campo de indu�c~ao magn�etica pode ser
calculado facilmente pela conhecida f�ormula do campo
de um condutor �liforme retil��neo.

Figura 3. Linhas do campo de indu�c~ao magn�etica para um
barramento de distribui�c~ao de energia el�etrica. As unidades
de campo s~ao arbitrarias.

III Coe�cientes de indutância

A energia magn�etica contida num volume V gerada por
um condutor cil��ndrico pode ser escrita, a menos de uma
constante, como[6,7]:

W =
1

2

Z
V

~J(x; y; x) � ~A(x; y; x)dV (x; y; z) (12)

sendo ~A(x; y; x) o potencial vetor e ~J(x; y; x) o vetor
densidade de corrente.

Lembrando que o potencial vetor pode ser escrito
como:

~A(x; y; x) =
�0
4�

Z
V

~J(u; �; w)

r
dV (u; �; w) (13)

onde r = [(x� u)2 + (y � �)2 + (z � w)2]1=2:

Substituindo a Eq. (13) na Eq. (12) �camos com:
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W =
�0
4�

Z
V

dV (x; y; z) (14)

Z
V

~J(x; y; z) � ~J(u; �; w)

r
dV (u; �; w):

Aplicando a Eq.(14) a um condutor de comprimento
` e se�c~ao transversal S, no qual passa uma corrente I
uniformemente distribu��da, obt�em-se:

W =
�0I

2

4�S2

Z
S

dS(x; y)

Z
S

dS(u; �)

Z `

0

dz

Z `

0

[R2 + (z � w)2]�1=2dw (15)

em que R = [(x� u)2 + (y � �)2]1=2:
Com alguma manipula�c~ao alg�ebrica e na hip�otese

de que ` >> R obt�em-se:

W =
�0I

2

4�
`

�
ln

�
2`

Gp

�
� 1

�
(16)

onde:

lnGp =
1

S2

Z
S

dS(x; y)

Z
S

ln(R)dS(u; �) (17)

. (17)
A grandeza Gp recebe o nome de distância

geom�etrica m�edia pr�opria da se�c~ao S. A origem deste
conceito vem do seguinte racioc��nio: considere a se�c~ao
S dividida em n elementos de �area os quais s~ao nu-
merados em seq�uência. Seja rij(i 6= j) a distância en-
tre o i-�esimo elemento de �area i e o j-�esimo elemento
de �area. Por de�ni�c~ao, chama-se distância geom�etrica
m�edia pr�opria o limite da m�edia geom�etrica de todas as
distâncias poss��veis entre dois elementos de �area quais-
quer da se�c~ao, quando o n�umero de divis~oes tende ao
in�nito:

Gp = lim
n!1

[r12r13:::rij :::r(n�1)n]
2=n(n�1): (18)

Lembrando que a energia magn�etica pode tamb�em
ser expressa por W = 1

2LI
2, sendo L o coe�ciente

de auto-indutância do condutor isolado, e comparando
com a Eq.(16) obt�em-se com:

L =
�0`

2�

�
ln

�
2`

Gp

�
� 1

�
: (19)

A aplica�c~ao das equa�c~oes (17) e (19) para um con-
dutor cil��ndrico de comprimento ` e se�c~ao transversal
circular de raio a fornece para o coe�ciente de auto-
indutância a express~ao:

L =
�0`

2�

�
ln

�
2`

a

�
�

3

4

�
: (20)

A generaliza�c~ao para um sistema de N condutores
cil��ndricos de se�c~ao transversal qualquer Sk(k = 1; 2; 3
�a N), satisfazendo as hip�oteses feitas anteriormente, �e
obtida facilmente usando-se as equa�c~oes (12) e (13). A
energia magn�etica do sistema de condutores pode ser
escrita, por analogia com o caso anterior, como:

W =
�0`

4�

NX
k=1

NX
j=1

IkIj

�
ln

�
2`

Gkj

�
� 1

�
=

�
1

2

NX
k=1

NX
j=1

LkjIkIj : (21)

A distância geom�etrica m�edia m�utua entre duas
se�c~oes Sk e Sj (k 6= j) �e de�nida pela express~ao:

lnGkj =
1

SkSj

Z
Sk

dSk

Z
Sj

lnRkjdSj (22)

onde: Rkj �e a distância entre os elementos dSk e dSj
dos condutores k e j e ` �e o comprimento dos conduto-
res.

Da Eq.(21) conclui-se imediatamente que Lkj =
@2W
@Ik@Ij

, sendo Lkj = Ljk s~ao chamados de coe�cientes

de indu�c~ao m�utua entre os condutores k e j. Em parti-
cular Lkk �e chamado coe�ciente de auto-indutância do
condutor k, nomenclatura esta devida a J.C. Maxwell
[1].

Quando as se�c~oes têm forma geom�etrica complexa
mas admitem uma divis~ao em partes mais simples, o
c�alculo das distâncias geom�etricas m�edias �ca facilitado
com o uso do teorema enunciado a seguir.

\Se GA, GB ... forem as distâncias geom�etricas
m�edias m�utuas das se�c~oes A, B ... �a se�c~ao s respectiva-
mente, ent~ao a distância geom�etrica m�edia de A[B[ :::
�a se�c~ao S ser�a dada por[4]:

lnG =
A lnGA +B lnGB :::

A+B + :::
(23)

onde: A, B... s~ao as �areas das se�c~oes transversais".
Para referência citamos alguns artigos [9,...,12]

onde s~ao fornecidas f�ormulas de distâncias geom�etricas
m�edias para diversas formas de se�c~oes transversais.

III.1 Aplica�c~ao: linha monof�asica

Considere dois condutores cil��ndricos de se�c~ao trans-
versal circular percorridos por correntes e , cuja con�-
gura�c~ao geom�etrica �e a da �gura 1. Da equa�c~ao (21)
podemos escrever:

W =
�0`

4�
f[ln(2`)� 1] � [I21 + I22 + 2I1I2]

�I21 lnG11 � I22 lnG22 � 2I1I2 lnG12g(24)

W =
1

2
(L11I

2
1 + L22I

2
2 + 2L12I1I2): (25)
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A compara�c~ao das equa�c~oes (13) e (14) fornece
os coe�cientes Lij . Um c�alculo simples mostra que
G11 = ae�1=4, G22 = be�1=4 e G12 = d.

No caso particular de linha monof�asica as correntes
s~ao dadas por I1 = I0 cos(
t) e I2 = I0 cos(
t + �). O
valor m�edio no tempo da equa�c~ao (13) �ca:

< W >=
�0`I

2

4�

�
ln

�
G2
12

G11G22

��
=

1

2
(L11+L22�2L12)I

2

(26)
sendo I2 =< I21 >=< I22 >= � < I1I2 >, sendo I
chamado valor e�caz da corrente.

O termo LD = L11 + L22 � 2L12 �e chamado de co-
e�ciente de auto-indutância de linha [13] e no presente
exemplo �e dado por:

LD =
�0`

2�

�
ln

�
d22
ab

�
+

1

2

�
(27)

O mesmo racioc��nio pode ser aplicado a linhas muito
mais complexas que a aqui apresentada.

Figura 4. Se�c~ao transversal de uma linha monof�asica.

IV Conclus~oes

O m�etodo apresentado para o c�alculo de campos
magn�eticos em sistemas de corrente com simetria de
transla�c~ao �e simples e pode ser estendido analiticamente
para outras se�c~oes transversais tais como anel circu-
lar, c��rculo, retângulos, etc. serve tamb�em como mo-
tiva�c~ao para implementa�c~ao num�erica quando a se�c~ao
transversal n~ao tem forma geom�etrica de�nida, o que
acontece normalmente em problemas pr�aticos de ele-
tromagnetismo. Tamb�em mostra-se um formalismo

do eletromagnetismo capaz de fornecer com pouco es-
for�co os coe�cientes de indutância para linhas ou barra-
mentos, especialmente em problemas envolvendo mais
de um condutor cujas se�c~oes transversais n~ao tenham
forma geom�etrica simples, o que �e interessante do ponto
de vista acadêmico. O conhecimento das distâncias
geom�etricas m�edias permite obter os diversos coe�-
cicentes Lij para qualquer con�gura�c~ao. Em geral
a maior di�culdade est�a em se obter as express~oes
anal��ticas para G, Gij e Gji. Esta tarefa nem sempre �e
poss��vel executar e nestas circunstâncias as express~oes
devem ser resolvidas numericamente, o que �ca facili-
tado com o formalismo aqui introduzido.
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