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Mostra-se como calcular campos magnéticos, coeficientes de auto-indutancia e indutiancia mitua
para condutores cilindricos, paralelos, infinitos de secao transversal qualquer. O formalismo utili-
zado foi introduzido por J.C. Maxwell e estd baseado nos conceitos de distancia geométricas média:
entre um ponto e uma secao transversal; entre duas secoes transversais; e prépria de uma secao
transversal. Aplica-se o principio de superposicao e sugere-se o uso de técnicas numéricas a qual é
facilitada por este formalismo.

It is shown how to calculate magnetic fields, self-inductance and mutual inductance coefficients for
cylindrical, parallel and infinite conductors with any transverse section. The used formalism was
introduced by J.C. Maxwell and is based on the concept of mean geometric distance between: a
point and a transverse section; two transverse sections; and intrinsic to a transverse section. The
superposition principle is applied and it is suggested the use of numerical techniques which is made
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easy with this formalism.

I Introducao

Existem intimeros problemas onde é necessario o conhe-
cimento do campo elétrico, do campo magnético, dos
coeficientes de inducdo elétrica (capacitancias) e dos
coeficientes de indugéo magnética (indutancias)[1]. Ali-
ado ao conhecimento dos campos elétricos e magnéticos
citamos os polémicos efeitos bioldgicos destes sobre os
seres vivos[2,3]. As capacitancias e indutancias por sua
vez estao associadas ao cédlculo de energias elétricas e
magnéticas, impedancias e encontram aplicagoes no di-
mensionamento de barramentos, linhas de transmissao
de energia elétrica, bobinas, trilhas de circuito impres-
sos etc. A obtencdo de solugdes analiticas para estas
grandezas nem sempre ¢é tarefa facil, exigindo em al-
guns casos considerdvel volume de operagdes o que em
geral conduz a expressoes mateméticas de dificil manu-
seio. Nestas condicoes a tinica solucao plausivel é lancar

mao de técnicas numéricas. Neste trabalho vamos nos
ater somente a campos magnéticos e indutancias.

Alguns problemas sdo passiveis de simplifica¢bes que
conduzem a exercicios interessantes do ponto de vista
académico e cujos resultados sdo razoavelmente bons
do ponto de vista pratico. Sao aqueles em que a dis-
tribuicao de corrente apresenta simetria de translacao,
como por exemplo em barramentos e linhas de trans-
missao utilizadas no transporte de energia elétrica. Em
geral, em tais sistemas os condutores sao paralelos en-
tre si e seus comprimentos sdo muito maiores que as
dimensoes transversais, de modo que o problema de
céalculo pode ser tratado em duas dimensoes.

O desenvolvimento do formalismo aqui exposto
baseia-se nos conceitos de potencial vetor, energia
magnética e distancia geométrica média introduzida
por J.C. Maxwell (1872)[4,5]. Utiliza-se os conceitos
de distancia geométrica média de um ponto a uma
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secdo transversal, distancia geométrica média mutua
entre duas secOes transversais e distdncia geométrica
média prépria de uma secao transversal. Com o intuito
de simplificar o problema admite-se algumas hipéteses:
os condutores sao cilindricos de secao transversal qual-
quer, paralelos e de comprimento muito maior que as
dimensoes das secOes transversais, desprezando-se os
efeitos de extremidade; os condutores sdo considera-
dos ndao-magnéticos e as correntes elétricas se distri-
buem uniformemente sobre as secdes transversais. Este
assunto é abordado em poucos textos de eletromagne-
tismo dedicados a engenharia e raramente naqueles de-
dicados a fisica bésica.

IT Campo magnético

Considere um condutor cilindrico de se¢do transversal S
e comprimento L(L >> S'/?) percorrido por uma cor-
rente elétrica I. O sistema de coordenadas utilizado pos-
sui eixo Oz paralelo & geratriz do cilindro. Dividamos
o condutor em condutores filiformes de secao transver-
sal dS(u,v), onde (u,v) sdo as coordenadas cartesianas
da drea elementar. O potencial vetor no ponto P(z,y),
definido a menos de uma constante, é dado por [6]:

I
AZ:_”L

g5 [l —w? s @ —v?) s ()

A secdo transversal S é dividida em n pequenas
areas AS; e r; as distancias do ponto P ao i-ésimo ele-
mento de drea. Por definicdo a distancia geométrica
média do ponto P & area S é dada pela expressao:

G = lim (7’17‘2...7’n)1/n (2)

n—o0

quando n — oo, ou ainda:

n

InG = lim Z Inr; = %/ln[(w—u)2+(y_y)2]1/2ds
S

(3)

A distancia geométrica média assim definida apre-
senta algumas propriedades:

- E invariante para translacoes e rotacoes dos sis-
tema de coordenadas.

- se G e G sdo distancias geométricas médias de
um ponto P a duas secoes S; e Sy respectivamente,
entdo a distancia geométrica média G de P & secdo
S1 U S5 é dada por:

(Sl +SQ) InG =5 1InG; +S21nGy (4)

Conseqiientemente o potencial vetor fica:

4. =20 /a) (5)
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Calculando o rotacional da Eq.5 teremos para o
campo de inducdo magnética a expressio:

O conhecimento do potencial vetor pode ser utilizado
para obter:

i) - A configuragio do campo de indugdo magnética,
pois o lugar geométrico dos pontos A,(x,y) = const.
representa as linhas do campo de indugdo magnética.

ii) - O fluxo do vetor inducdo magnética através de
uma, superficie aberta ¥ que se apoia num contorno I,
o que é dado pela circulagdo do potencial vetor, isto é:

fﬁ-di:/Bnds (7)
T b))

Observa-se que, com a introdu¢ao do potencial vetor
os calculos sao menos laboriosos.

I1.1 Aplicagao: barra delgada

Uma aplicacio na qual é ficil proceder a integragio
da Eq. 3 e cujo resultado apresenta real interesse con-
siste em considerar um condutor retangular de altura
2h e largura 2d(h >> d) conforme mostra a Fig. 1.
Apds os calculos obtém-se:

InG = i[—(y—h) In B+ (y+h) In Ry —z(®) — &) - 2]

2h
(8)
Com as Eq. 5 e 6 calculam-se facilmente os vetores A
e E, na hipétese da corrente I se distribuir uniforme-
mente na se¢do transversal. Obtém-se entdo:

I
A (z,y) = L2 [(y—h) In Ry — (y+h) In Ro+a(®; —®5)+2h]

4mh
(9)
tol
By(z,y) = _m(‘l’l — &) (11)

A Fig. 2 mostra as linhas de campo do vetor inducao
magnética quando h = 2 unidades de comprimento,
usando a observacao i) citada na secdo II.

No caso de um anel ou circulo a distadncia geométrica
média de um ponto a estas secoes é igual a distancia do
centro do anel ou circulo ao ponto em questao.



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 22, no. 4, Dezembro, 2000 465

PXY,

2h

A

T 2d

Figura 1. Barra delgada
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Figura 2. Linhas de campo do vetor B.

I1.2  Secoes formas

geométricas

com outras

O resultado da secao II.1 sugere um método para o
célculo do campo magnético devido a um condutor de
secao transversal qualquer. Consiste em dividir a se¢ao
transversal em fitas paralelas de igual espessura sobre
as quais aplicamos as Eqs. 10 e 11 e o principio de su-
perposicao. A utilizacdo do principio de superposicao

permite generalizar o método aqui exposto, para a re-
solucdo de problemas com qualquer nimero de condu-
tores.

Na Fig. 3 mostra-se um exemplo de aplicacao desta
técnica com implementacdo numérica para um barra-
mento de distribuicdo de energia elétrica industrial.

Uma anadlise visual das Figs. 2 e 3 permite concluir
que a medida que o ponto de observacao afasta-se do
condutor as linhas de campo se tornam circunferéncias
de circulo e o campo de indugdo magnética pode ser
calculado facilmente pela conhecida férmula do campo
de um condutor filiforme retilineo.

Figura 3. Linhas do campo de indugao magnética para um
barramento de distribui¢io de energia elétrica. As unidades
de campo sao arbitrarias.

I11 Coeficientes de indutancia

A energia magnética contida num volume V' gerada por
um condutor cilindrico pode ser escrita, a menos de uma
constante, como[6,7]:

w :%/ J(@,y,2) - A(z,y,2)dV (z,y,2)  (12)
14

sendo ff(:v,y,a:) o potencial vetor e f(x,y,az) o vetor
densidade de corrente.

Lembrando que o potencial vetor pode ser escrito
como:

Ay =20 [ 2D vy 3

onde r = [(z = u)? + (y = 1)? + (= = wp] /2.
Substituindo a Eq. (13) na Eq. (12) ficamos com:
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= @/dV(m,y,z) (14)

/Ja?y,

Aplicando a Eq.(14) a um condutor de comprimento
{ e secdo transversal S, no qual passa uma corrente [
uniformemente distribuida, obtém-se:

/JOIQ 4
w = 471_52/Sd5(a:,y)/5d5(u,1/)/0 dz

/04[32 +(

em que R = [(z —u)? + (y — v)?]'/2.
Com alguma manipulagdo algébrica e na hipdtese
de que £ >> R obtém-se:

W= “Zfz [m (é—i) - 1] (16)

J(u, v, w)

dv (u,v,w).

w)?] ™2 dw (15)

onde:

1
InG, = ﬁfst(aj,y)/Sln(R)dS(u,V) (17)

. (17)

A grandeza G, recebe o nome de distancia
geométrica média prépria da secdo S. A origem deste
conceito vem do seguinte raciocinio: considere a secao
S dividida em n elementos de drea os quais sdo nu-
merados em seqiiéncia. Seja r;;(i # j) a distancia en-
tre o i-ésimo elemento de drea ¢ e 0 j-ésimo elemento
de area. Por definicdo, chama-se distancia geométrica
média prépria o limite da média geométrica de todas as
distancias possiveis entre dois elementos de drea quais-
quer da secdo, quando o numero de divisdes tende ao
infinito:

Gp = nli_}H;Q[’l"12’f’13...7“w...’I"(nfl)n]Q/n(n_l). (18)

Lembrando que a energia magnética pode também
ser expressa por W = %Ll 2 sendo L o coeficiente
de auto-indutancia do condutor isolado, e comparando
com a Eq.(16) obtém-se com:

/.,Loe 20
L=—|ln{—)—-1]. 19
wl(G) o
A aplicagao das equacoes (17) e (19) para um con-
dutor cilindrico de comprimento ¢ e secido transversal

circular de raio a fornece para o coeficiente de auto-
indutancia a expressao:

(D)2

René Robert e Sérgio Luiz Meister Berleze

A generalizagdo para um sistema de N condutores
cilindricos de se¢éo transversal qualquer Si(k =1,2,3
a N), satisfazendo as hipéteses feitas anteriormente, é
obtida facilmente usando-se as equagoes (12) e (13). A
energia magnética do sistema de condutores pode ser
escrita, por analogia com o caso anterior, como:

)-1-

N
Z LI I (21)

Q‘N

=SS, i (2

k=1 j=1

l\.')l»—l
||M2

A distancia geométrica média mitua entre duas
secoes Si e Sj (k # j) é definida pela expressdo:

1

1 P = —
HGk] SkS] S

dSk/ lan]‘dS]‘ (22)
S;

onde: Ry; é a distancia entre os elementos dSy e dS;
dos condutores k e j e £ é o comprimento dos conduto-
res.

Da Eq.(21) conclui-se imediatamente que Ly; =
%, sendo Lp; = Lj, sdo chamados de coeficientes
de inducao mitua entre os condutores k e j. Em parti-
cular Ly, é chamado coeficiente de auto-indutancia do
condutor k, nomenclatura esta devida a J.C. Maxwell
[1].

Quando as se¢oes tém forma geométrica complexa
mas admitem uma divisao em partes mais simples, o
calculo das distancias geométricas médias fica facilitado
com o uso do teorema enunciado a seguir.

“Se G4, Gp ... forem as distincias geométricas
médias muituas das se¢oes A, B ... & secdo s respectiva-
mente, entdo a distancia geométrica média de AUBU...
a secdo S serd dada por[4]:

AlnG4+ BlnGp...
InG = (23)
A+ B+ ..
onde: A, B... sdo as areas das sec¢Oes transversais”.

Para referéncia citamos alguns artigos [9,...,12]
onde sdo fornecidas férmulas de distancias geométricas
médias para diversas formas de se¢bes transversais.

II1.1 Aplicagao: linha monofasica

Considere dois condutores cilindricos de segao trans-
versal circular percorridos por correntes e , cuja confi-
guracdo geométrica é a da figura 1. Da equagao (21)
podemos escrever:

W= Z—(;f{[ln(%) 1] [I2+ 12+ 20,1

—112 InGqi1 — 122 InGa — 20115 In G102} (24)

1
W = §(L11I12 +L22I22 + 2L12I1I2)‘ (25)
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A comparacdo das equacoes (13) e (14) fornece
os coeficientes L;;. Um cdlculo simples mostra que
Gi1 = 0671/4, Gao = b671/4 e G2 =d.

No caso particular de linha monofésica as correntes
sdo dadas por I = Iy cos(Qt) e Iy = Iycos( + 7). O
valor médio no tempo da equagéo (13) fica:

fuolI? Gy 1 2

W >= 1 = —(L11+La2—2L49)1
W= 4n [n <G11G22 2( e (12))
26

sendo I? =< I} >=< I} >= — < LI, >, sendo [

chamado valor eficaz da corrente.

O termo Lp = Ly1 + Las — 2L1> é chamado de co-
eficiente de auto-indutancia de linha [13] e no presente
exemplo é dado por:

pol d3 1
Lp="—|In|—= - 27
D= or {n <ab t3 27
O mesmo raciocinio pode ser aplicado a linhas muito
mais complexas que a aqui apresentada.

b

-~

Figura 4. Secao transversal de uma linha monofésica.

IV Conclusoes

O método apresentado para o céalculo de campos
magnéticos em sistemas de corrente com simetria de
translacao é simples e pode ser estendido analiticamente
para outras secOes transversais tais como anel circu-
lar, circulo, retangulos, etc. serve também como mo-
tivacao para implementacao numérica quando a secao
transversal ndo tem forma geométrica definida, o que
acontece normalmente em problemas praticos de ele-
tromagnetismo. Também mostra-se um formalismo

do eletromagnetismo capaz de fornecer com pouco es-
forco os coeficientes de indutancia para linhas ou barra-
mentos, especialmente em problemas envolvendo mais
de um condutor cujas secoes transversais nao tenham
forma geométrica simples, o que é interessante do ponto
de vista académico. O conhecimento das distancias
geométricas médias permite obter os diversos coefi-
cicentes L;; para qualquer configuracdo. Em geral
a maior dificuldade estd em se obter as expressoes
analiticas para G, G; e Gj;. Esta tarefa nem sempre é
possivel executar e nestas circunstancias as expressoes
devem ser resolvidas numericamente, o que fica facili-
tado com o formalismo aqui introduzido.
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