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No presente trabalho apresenta-se uma breve discussao sobre o conceito de suscetibilidade magnética

AC e a sua interpretagdo para materiais que apresentam condutividade aprecidvel. Sao demons-

tradas as equagOes do campo magnético no interior de um cilindro que permitem calcular as com-

ponentes da suscetibilidade magnética e a condutividade elétrica, a partir dos resultados obtidos

experimentalmente.

In this work we briefly discuss the concept of magnetic AC susceptibility and its interpretation in

the case of materials exhibiting appreciable conductivity. Equations for the magnetic field inside a

cylindrical sample are developed, allowing for the calculation of real and imaginary components of

the complex magnetic AC susceptibility and electrical conductivity in terms of experimental results.

I Introducao

A suscetibilidade magnética () é uma das mais impor-
tante grandeza fisica que podemos medir experimental-
mente no que se refere as propriedades fisicas de ma-
terialis magnéticos. Em particular, sua determinacao
pode revelar caracteristicas tais como a ocorréncia de
transicoes de fase de natureza variada, ou a existéncia
de estados com ordenamento magnético, com ou sem
magnetizacao resultante. Sistemas que apresentam fa-
ses magnéticas, “spin-glass” e supercondutores foram e
sao intensamente estudados por essa propriedade fisica.

Uma das maneiras mais simples de se medir x é
através da técnica AC. A sua utilizacao ja remonta a
mais de 50 anos, principalmente em materiais 1solantes.
Contudo a sua aplicacao em materiais condutores sem-
pre foi muito restrita, devido ao fato que esta técnica
utiliza campos magnéticos alternados e estes induzem
correntes de Foucault, dificultando a interpretacao de
seus resultados.

Uma das vantagens desta técnica é que se obtém
sinais proporcionais a suscetibilidade magnética dife-
rencial e a dissipacao de energia no material devido a
excitacao do campo magnético que, no caso de materi-
ais condutores, estd associada a condutividade elétrica
(o).

Para materiais isolantes, nos quais as perdas devi-

das as correntes de Foucault nao sao significativas, o
problema de determinagao de (y) é trivial, restrito es-
sencialmente a sua componente real. Entretanto, para
materiais de condutividade aprecidvel, é necessario se-
parar as contribuicoes devidas & ¢ e & .

Neste presente artigo apresentamos uma breve re-
visao do conceito de suscetibilidade magnética e a in-
terpretacao de seus resultados obtidos pela técnica AC,
principalmente para materiais que tém condutividade
apreciavel.

IT O conceito de suscetibilidade
magnética

Na presenca de um campo magnético cada material res-
ponde de acordo com as propriedades de seus atomos
e moléculas individuais bem como das interacoes entre
estes. Essas ditas propriedades magnéticas do material
podem ser relacionadas a magnetizacao M, sendo esta
definida como:

- 1
e b =p
M= Al&rgo AV gl m (1)

onde AV é um pequeno volume e m; é o momento
magnético do atomo de indice ¢, e a soma se estende
a todos os atomos do volume AV
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Os vetores campo magnético, inducao magnética e
magnetizacao sao relacionados por, quando escritos no
sistema internacional (ST) por:

B = po(H + M) (2)
onde M ¢é a indugao magnética e fz ¢ o campo
magnético. Entretanto, as relacoes de B e M com H
sao dadas por:

B=jgH M=xH (3)

que combinadas com a equagio (2) permitem escrever
a relagao:

i = po(1+9) (4)

sendo ji o tensor permeabilidade magnética e ¥ o tensor
suscetibilidade magnética.

Devemos considerar os efeitos de linearidade e
isotropia do material ao definirmos estas grandezas.
Para um material isotrépico os tensores permeabili-
dade e suscetibilidade magnéticas podem ser expres-
sos na forma de um escalar. Entretanto, é importante
considerar-se os efeitos de nao linearidade da resposta
do sistema em estudo a aplicacao do campo magnético
H. Sendo assim, p e x devem ser definidas como
func¢oes de H. Entretanto, as relacoes apresentadas na
equacdo (3) podem nos dar a idéia erronea de que pe x
devam ser escritas como razoes entre as grandezas B e
H e M e H, respectivamente. Porém, estas razoes nao
representam adequadamente o fenomeno fisico, sendo
o correto utilizar a permeabilidade e a suscetibilidade
diferenciais definidas como:

po=p(H) g—f}
== @

E interessante considerar H como a superposi¢ao de
dois campos colineares, H = Hy + h. Escrevendo B(H)
como uma série de Taylor em torno de Hy:

B(H) = i % (g%’;)m (H — Hy)"

n=0

_BO+Z ! <6H”) (H — Ho)" (6)

Da definicao da permeabilidade diferencial teremos:

oQ

OB 1 o" B -
#= 57 = e (), (- O

Para h << Hy, isto é, H > Hy, podemos reter ape-
nas o termo de primeira ordem, e:

- ), )
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A suscetibilidade magnética diferencial pode ser de-
finida de maneira analoga. Temos entao que:

MH@IE?L%:@%gﬂho

Sendo assim, as equacdes (8) e (9) sdo vilidas para
qualquer material, e estas grandezas (u e y) podem
ser obtidas a partir destas equagoes desde que a de-
pendeéncia de Be M em func¢ao de q seja conhecida.

Um caso interessante é aquele em que h é um campo
AC superposto ao campo DC, Hy. O atraso da magne-
tizagao em relacao ao campo, que normalmente descon-
sideramos em problemas estacionarios, precisa agora ser
considerado. Se o campo aplicado é da forma [1].

9)

H(t) = Hy+ hg coswt (10)

a magnetizacao pode, entao, ser representada por:

M(@) = Mo+ mgcos(wt — ¢)
= My + mo(coswt cos ¢ + senwtseng) (11)

sendo que My € o valor da magnetizacao para um campo
DC Hy e ¢ representa o atraso M de em relacao a .
Tais equagdes estdo escritas na forma escalar pois con-
sideramos Hy e h paralelos.

Entretanto, coswt = h/hg e senwt = —
seja, M (¢) tem uma componente em fase com
em fase com Jh/0t.

E mais apropriado usar a notacao complexa, tal
que:

ah

1
_ha_ ou
mh e

outra

h(t) = hoe I
M = M0+m06—j(Wt+¢)
= Mo+ 22e-itp (12)
ho

e a suscetibilidade magnética diferencial é escrita como:

oM oM  mg . o
e T TR AN

Tanto vy’ quanto Y” dependem da frequéncia w bem
como da magnitude do campo Hy, visto que My de-
pende destas grandezas. A dependéncia de Y’ com w é
chamada dispersao paramagnética; x”, é proporcional a
energia absorvida pelo material.

Uma técnica muito utilizada para a determinagao
de x’ e 7 é a técnica de suscetometria-AC. Esta con-
siste da introducao de uma amostra em um campo de
prova alternado, ﬁ, geralmente superposto a um campo
DC f_fo, campo alternado este que produz uma pequena
varia¢ao na magnetizacao da amostra.

A técnica de suscetometria-AC devidamente utili-
zada, isto é, com h — 0, satisfaz as defini¢oes diferen-
ciais de p1 e x (equagdes (8) e (9)), e mede exatamente
a suscetibilidade magnética diferencial.
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IIT A interpretacao dos valores
medidos pela técnica de sus-
cetibilidade magnética AC

Utilizando-se um suscetometro AC, que pode ser cons-
truido de diferentes formas [2], este fornece duas tensoes
de saida Vi e Vg (em fase e defasada em 90° com a cor-
rente de uma bobina excitadora, respectivamente). O
problema consiste, entao, em relaciona-las com as gran-
dezas fisicas de interesse. Para materiais com conduti-
vidade elétrica nao desprezivel, ambas as componentes
dependem de x’, x” e ¢ [3]. Outro fator que deve-se
levar em consideracao é a geometria da amostra, que é
de fundamental importancia para a interpretacao dos
resultados obtidos por essa técnica.

Problemas unidimensionais de esfera e cilindros in-
finitos tem solucao analitica e tem sido utilizada por
diversos autores relacionando Vi e Vg.

Para um material isolante a tensao induzida nas bo-
binas sensoras é diretamente proporcional & suscetibi-
lidade complexa (x = x’' + jx”) da amostra, sendo Vg
relacionada com a parte real da suscetibilidade (x') e Vg
com a parte imagindria (x”). Entretanto, se o material
em estudo for metalico, a interpretacao dos resultados
é mais complicada, em vista das correntes de Foucault,
que decorrem da excitacao alternada.

Vamos admitir que a amostra seja um cilindro
metalico infinito com seu eixo paralelo a dire¢ao de um
campo alternado, na forma /;(F,t) = ﬁo(ﬂejm como
mostra a Fig. 1. A partir das das equagoes de Max-
well (no ST), das relagdes constitutivas e da lei de Ohm,
aplicando-se o rotacional na equacao:

Vxh=J+22 (14)

sendo que consideramos o meio isotrépico e homogéneo

e a equacao V X E= —%, obtém-se
- oh  0%h
“V23h = —opu—— —epu— 1
\% TH el (15)

Como a dependéncia de h com o tempo é dada pelo
fator e/“! temos que:

VZh —k*h =0 (16)

na qual k = (jwpo — epw?)1/2.

Figura 1. Amostra cilindrica longa centrada em uma es-
pira circular submetida a um campo magnético axial com
excitagao senoidal.

Para um cilindro infinito o campo é da h= h.(r)Ze
tem apenas componente axial, sendo independente das
variaveis ¢ e z. Portanto a equagio (16) fica na forma:

1o [ 0h\ .,

que é a Equacao de Bessel Modificada, cuja solugao ge-
ral é

h, = A'Iy(kr) + B’ Ko(kr) (18)
onde A’ e B’ sao constantes a serem determinadas pelas
condig¢des de contorno e Iy(kr) e Ko(kr) sao fungdes de
Bessel modificadas de ordem zero.

Para o interior da amostra, na aproximacao quasi-
estatica, ou seja, no limite de baixas frequéncias, temos
que opw >> epw?, de modo que k¥ = jouw. Como
em r = 0 a fun¢ao Ky(kr) diverge, temos B’ = 0. A
condi¢ao de continuidade do campo tangencial na in-
terface permite obter as constante A’:

/ ha
A Totkea) (19)

Entao, a solucao radial para o campo magnético no
interior de uma amostra cilindrica longa, que esta cen-
trada em uma espira circular e submetida a um campo
axial de excitagao senoidal, como mostra a Fig. 1 é
dada por:

Io(k’?“)
K Io(ka)
na qual h, é o campo na superficie da amostra.

Sabemos que a tensao induzida na espira é devida a
variacao do fluxo da componente do campo perpendicu-
lar ao plano da espira (Lei de Faraday). Temos entéo
que se a espira sensora estd no plano zy e o campo
esta na direcao z, integrando as contribui¢oes desde o
centro da amostra até a superficie (r = a) e derivando
em relacao ao tempo obtemos a tensao induzida pela
amostra na espira. Esta tensao é dada por:

7, ¢ .
V= —p (/0 h(r,t)~ds)

h(r,t)=nh eIt (20)
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. Il(ka)
=—j52 ho——+% 21
JEmACH R LT (ka) (21)
I1(ka) sendo a funcdo de Bessel modificada de
primeira ordem.

isto é, completa penetracao do campo eletromagnético

No regime de baixas frequéncias,

(ka << 1), as séries infinitas que representam estas
funcoes convergem rapidamente. Retendo até primeira
ordem em ¢, tem-se:

Iy (ka) _ 1 _ ikza?’ _

klo(ka) — 2" 160 © ~ 2% 16

Introduzindo-se (22) na expressao (21) tem-se:

V = —jra’wh, [u — éjwuzaaz] . (23)

Entretanto, a fim de representar adequadamente a
situacgao fisica, em que ha um atraso da magnetizacao
M em relagdo ao campo ﬁ, é mnecessario que p seja
escrito na forma complexa, ou seja, p = p' + jpu’ =
tol(1+ x") + jx”]. Neste caso a expressdo (23) fica na

forma:
! 29

Vi = thya’w (u/ + %azwa) (24)

12 72

Vi = mhea’w (/1” + %azwa) (25)
onde h, é o campo aplicado na superficie da amostra e
Vi e Vg as componentes da tensao na espira mostrada
na Fig. 1. Entretanto em um suscetometro-AC uma bo-
bina de compensacao para anular o sinal de saida do sis-
tema vazio de forma que haja maior sensibilidade. De-
talhes da montagem experimental de um suscetometro
AC estao descritos na referéncia [2]. Sendo assim, sua
tensao de saida Vi = hea?mwpg deve ser subtraida da
tensao na bobina sensora para determinarmos a tensao
resultante do sistema. Entao:

1 ! 29
Vi—Vi = Thaa’wpg (1 +x' + %azwa - 1) .
(26)

Entao, as expressoes para as componentes da tensao
de saida de um suscetometro-AC sao dadas por:

1 ! 29
Vi = mhea’wpuo (X/ + %azwa) . (27)

2 72

Vi = mhea’wpg (X” — Wazwa) . (28)
Em um problema real devemos considerar que a bo-
bina é finita com N espiras e comprimento A, tendo
uma amostra finita de comprimento L como seu nicleo
magnético. As componentes da tensao de saida desta
configuragao sao obtidas integrando-se as contribui¢oes
individuais de cada espira. Entretanto o campo para
uma amostra finita depende também da posicao axial e
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é necessario conhecer esta dependéncia a fim de prosse-
guirmos. Como foi demonstrado por de Faria et al. [3]
o comportamento de vg e v é adequadamente descrito
considerando que o campo eletromagnético propaga-se
através das bases da amostra como faria ao atraves-
sar uma interface plana infinita. Entretanto, o ajuste
destes resultados experimentais requer que a escala de
comprimento A para o decaimento exponencial seja
constante, ao contrario da profundidade de penetracao

6= (ﬁ)l/z, que depende explicitamente de w. Am-
bas porém devem depender apenas das propriedades
intrinsecas do material e nao da geometria da amostra.

Sendo assim, as expressoes para as componentes da
tensao de saida de um par de bobinas com N espiras e
comprimento L, agora chamadas Vi e Vg, devem entao

ser corrigidas pelo fator:

1 / ”
Vp =Ta’ (X/ + %azﬂowa) FA) (29

2 72
Vi = I'a® (X” — Wazuowa) F(XA) (30)
onde definimos T' = Nhowper ¢ F(A) = 1 —
exp(—A/2A) e A = comprimento da amostra.

As equagdes (29) e (30) sdo solugbes que represen-
tam o comportamento das componentes da tensao de
saida de um suscetometro-AC devidas a um cilindro fi-
nito de raio r = a e de comprimento A [3]. O problema
matematico para um cilindro finito de qualquer mate-
rial sujeito a um dado campo apresenta solucao exata,
desde que se conhecga efetivamente o valor do campo
nas suas bordas. No caso pratico em um suscetometro
AC nao se consegue determinar essas condi¢oes de con-
torno.

Analisando as expressoes para Vg e Vg vemos que se
x” — 0 é possivel obter os valores de ¥’ e o a partir des-
tas. Tal possibilidade vem sendo citada desde os anos
40 por diversos autores [2]. Entretanto, ao contrario
do que tem sido admitido em trabalhos anteriores, em
geral x” nao pode ser desconsiderado. E importante
ressaltar que as expressoes para Vi e Vg, obtidas pela
primeira vez por de Faria et al [3], incluem ambas
a condutividade e as duas componentes da suscetibili-
dade, devendo pois ser empregadas no estudo de mate-
riais com condutividade nao desprezivel

IV  Consideracoes Finais

A formulacao apresentada neste artigo se constitui em
um excelente exercicio de aplicacao das equacgoes de
Maxwell para se determinar experimentalmente pro-
priedades fisicas como a suscetibilidade magnética di-
ferencial e a condutividade elétrica. Como mostrado
por Ortiz e Gelfuso [2] essa pode ser uma técnica sim-
ples de ser implementada em disciplinas experimentais
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como também em laboratérios de pesquisas. Mesmo Referéncias

nos modernos suscetometros comerciais atualmente dis-
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poniveis no mercado estes nao levam em conta a inter-
pretacao dos resultados como apresentados aqui.
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