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No presente trabalho apresenta-se uma breve discuss~ao sobre o conceito de suscetibilidade magn�etica
AC e a sua interpreta�c~ao para materiais que apresentam condutividade apreci�avel. S~ao demons-
tradas as equa�c~oes do campo magn�etico no interior de um cilindro que permitem calcular as com-
ponentes da suscetibilidade magn�etica e a condutividade el�etrica, a partir dos resultados obtidos
experimentalmente.

In this work we brie
y discuss the concept of magnetic AC susceptibility and its interpretation in
the case of materials exhibiting appreciable conductivity. Equations for the magnetic �eld inside a
cylindrical sample are developed, allowing for the calculation of real and imaginary components of
the complex magnetic AC susceptibility and electrical conductivity in terms of experimental results.

I Introdu�c~ao

A suscetibilidade magn�etica (�) �e uma das mais impor-
tante grandeza f��sica que podemos medir experimental-
mente no que se refere as propriedades f��sicas de ma-
teriais magn�eticos. Em particular, sua determina�c~ao
pode revelar caracter��sticas tais como a ocorrência de
transi�c~oes de fase de natureza variada, ou a existência
de estados com ordenamento magn�etico, com ou sem
magnetiza�c~ao resultante. Sistemas que apresentam fa-
ses magn�eticas, \spin-glass" e supercondutores foram e
s~ao intensamente estudados por essa propriedade f��sica.

Uma das maneiras mais simples de se medir � �e
atrav�es da t�ecnica AC. A sua utiliza�c~ao j�a remonta a
mais de 50 anos, principalmente em materiais isolantes.
Contudo a sua aplica�c~ao em materiais condutores sem-
pre foi muito restrita, devido ao fato que esta t�ecnica
utiliza campos magn�eticos alternados e estes induzem
correntes de Foucault, di�cultando a interpreta�c~ao de
seus resultados.

Uma das vantagens desta t�ecnica �e que se obtêm
sinais proporcionais a suscetibilidade magn�etica dife-
rencial e a dissipa�c~ao de energia no material devido a
excita�c~ao do campo magn�etico que, no caso de materi-
ais condutores, est�a associada a condutividade el�etrica
(�).

Para materiais isolantes, nos quais as perdas devi-

das �as correntes de Foucault n~ao s~ao signi�cativas, o
problema de determina�c~ao de (�) �e trivial, restrito es-
sencialmente �a sua componente real. Entretanto, para
materiais de condutividade apreci�avel, �e necess�ario se-
parar as contribui�c~oes devidas �a � e �a �.

Neste presente artigo apresentamos uma breve re-
vis~ao do conceito de suscetibilidade magn�etica e a in-
terpreta�c~ao de seus resultados obtidos pela t�ecnica AC,
principalmente para materiais que têm condutividade
apreci�avel.

II O conceito de suscetibilidade

magn�etica

Na presen�ca de um campo magn�etico cada material res-
ponde de acordo com as propriedades de seus �atomos
e mol�eculas individuais bem como das intera�c~oes entre
estes. Essas ditas propriedades magn�eticas do material
podem ser relacionadas �a magnetiza�c~ao M , sendo esta
de�nida como:

~M = lim
�V!0

1

�V

X
1

~m�
i (1)

onde �V �e um pequeno volume e mi �e o momento
magn�etico do �atomo de ��ndice i, e a soma se estende
a todos os �atomos do volume �V .
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Os vetores campo magn�etico, indu�c~ao magn�etica e
magnetiza�c~ao s~ao relacionados por, quando escritos no
sistema internacional (SI) por:

~B = �0( ~H + ~M ) (2)

onde ~M �e a indu�c~ao magn�etica e ~H �e o campo
magn�etico. Entretanto, as rela�c~oes de ~B e ~M com ~H
s~ao dadas por:

~B = ~� ~H ~M = ~� ~H (3)

que combinadas com a equa�c~ao (2) permitem escrever
a rela�c~ao:

~� = �0(1 + ~�) (4)

sendo ~� o tensor permeabilidade magn�etica e ~� o tensor
suscetibilidade magn�etica.

Devemos considerar os efeitos de linearidade e
isotropia do material ao de�nirmos estas grandezas.
Para um material isotr�opico os tensores permeabili-
dade e suscetibilidade magn�eticas podem ser expres-
sos na forma de um escalar. Entretanto, �e importante
considerar-se os efeitos de n~ao linearidade da resposta
do sistema em estudo �a aplica�c~ao do campo magn�etico
~H. Sendo assim, � e � devem ser de�nidas como
fun�c~oes de H. Entretanto, as rela�c~oes apresentadas na
equa�c~ao (3) podem nos dar a id�eia errônea de que � e �
devam ser escritas como raz~oes entre as grandezas B e
H e M e H, respectivamente. Por�em, estas raz~oes n~ao
representam adequadamente o fenômeno f��sico, sendo
o correto utilizar a permeabilidade e a suscetibilidade
diferenciais de�nidas como:

� = �(H) =
@B

@H

� = �(H) =
@M

@H
: (5)

�E interessante considerar H como a superposi�c~ao de
dois campos colineares, H = H0+h: Escrevendo B(H)
como uma s�erie de Taylor em torno de H0:

B(H) =
1X
n=0

1

n!

�
@nB

@Hn

�
H0

(H �H0)
n

= B0 +
1X
n=1

1

n!

�
@nB

@Hn

�
H0

(H �H0)
n (6)

Da de�ni�c~ao da permeabilidade diferencial teremos:

� =
@B

@H
=

1X
n=1

1

(n� 1)!

�
@nB

@Hn

�
H0

(H �H0)
n�1 (7)

Para h << H0, isto �e, H � H0, podemos reter ape-
nas o termo de primeira ordem, e:

�(H0) =
@B

@H

�
H0

=
@B(H0)

@h

�
h0

(8)

A suscetibilidade magn�etica diferencial pode ser de-
�nida de maneira an�aloga. Temos ent~ao que:

�(H0) =
@M

@H

�
H0

=
@M (H0)

@h

�
h0

(9)

Sendo assim, as equa�c~oes (8) e (9) s~ao v�alidas para
qualquer material, e estas grandezas (� e �) podem
ser obtidas a partir destas equa�c~oes desde que a de-
pendência de ~B e ~M em fun�c~ao de ~H seja conhecida.

Um caso interessante �e aquele em que h �e um campo
AC superposto ao campo DC, H0. O atraso da magne-
tiza�c~ao em rela�c~ao ao campo, que normalmente descon-
sideramos em problemas estacion�arios, precisa agora ser
considerado. Se o campo aplicado �e da forma [1].

H(t) = H0 + h0 cos !t (10)

a magnetiza�c~ao pode, ent~ao, ser representada por:

M (t) = M0 +m0 cos(!t� �)

= M0 +m0(cos !t cos �+ sen!tsen�)(11)

sendo queM0 �e o valor da magnetiza�c~ao para um campo
DC H0 e � representa o atraso ~M de em rela�c~ao a ~H.
Tais equa�c~oes est~ao escritas na forma escalar pois con-
sideramos ~H0 e ~h paralelos.

Entretanto, cos!t = h=h0 e sen!t = � 1
!h0

@h
@t
, ou

seja, M (t) tem uma componente em fase com h e outra
em fase com @h=@t.

�E mais apropriado usar a nota�c~ao complexa, tal
que:

h(t) = h0e
�j!t

M = M0 +m0e
�j(!t+�)

= M0 +
m0

h0
e�j�h (12)

e a suscetibilidade magn�etica diferencial �e escrita como:

� =
@M

@H
=
@M

@h
=

m0

h0
ej� = �0 + j�" (13)

Tanto �0 quanto �" dependem da freq�uência ! bem
como da magnitude do campo H0, visto que M0 de-
pende destas grandezas. A dependência de �0 com ! �e
chamada dispers~ao paramagn�etica; �", �e proporcional �a
energia absorvida pelo material.

Uma t�ecnica muito utilizada para a determina�c~ao
de �0 e �" �e a t�ecnica de suscetometria-AC. Esta con-
siste da introdu�c~ao de uma amostra em um campo de
prova alternado, ~h, geralmente superposto a um campo
DC ~H0, campo alternado este que produz uma pequena
varia�c~ao na magnetiza�c~ao da amostra.

A t�ecnica de suscetometria-AC devidamente utili-
zada, isto �e, com h ! 0, satisfaz as de�ni�c~oes diferen-
ciais de � e � (equa�c~oes (8) e (9)), e mede exatamente
a suscetibilidade magn�etica diferencial.
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III A interpreta�c~ao dos valores

medidos pela t�ecnica de sus-

cetibilidade magn�etica AC

Utilizando-se um suscetômetro AC, que pode ser cons-
tru��do de diferentes formas [2], este fornece duas tens~oes
de sa��da VL e VR (em fase e defasada em 90� com a cor-
rente de uma bobina excitadora, respectivamente). O
problema consiste, ent~ao, em relacion�a-las com as gran-
dezas f��sicas de interesse. Para materiais com conduti-
vidade el�etrica n~ao desprez��vel, ambas as componentes
dependem de �0, �" e � [3]. Outro fator que deve-se
levar em considera�c~ao �e a geometria da amostra, que �e
de fundamental importância para a interpreta�c~ao dos
resultados obtidos por essa t�ecnica.

Problemas unidimensionais de esfera e cilindros in-
�nitos tem solu�c~ao anal��tica e tem sido utilizada por
diversos autores relacionando VL e VR.

Para um material isolante a tens~ao induzida nas bo-
binas sensoras �e diretamente proporcional �a suscetibi-
lidade complexa (� = �0 + j�") da amostra, sendo VL
relacionada com a parte real da suscetibilidade (�0) e VR
com a parte imagin�aria (�"). Entretanto, se o material
em estudo for met�alico, a interpreta�c~ao dos resultados
�e mais complicada, em vista das correntes de Foucault,
que decorrem da excita�c~ao alternada.

Vamos admitir que a amostra seja um cilindro
met�alico in�nito com seu eixo paralelo �a dire�c~ao de um
campo alternado, na forma ~h(~r; t) = ~h0(~r)ej!t como
mostra a Fig. 1. A partir das das equa�c~oes de Max-
well (no SI), das rela�c~oes constitutivas e da lei de Ohm,
aplicando-se o rotacional na equa�c~ao:

r�~h = ~J +
@ ~D

@t
(14)

sendo que consideramos o meio isotr�opico e homogêneo

e a equa�c~ao r� ~E = �@ ~B
@t , obt�em-se

�r2~h = ���
@~h

@t
� "�

@2~h

@t2
(15)

Como a dependência de ~h com o tempo �e dada pelo
fator ej!t temos que:

r2~h� k2~h = 0 (16)

na qual k = (j!�� � "�!2)1=2.

Figura 1. Amostra cil��ndrica longa centrada em uma es-
pira circular submetida a um campo magn�etico axial com
excita�c~ao senoidal.

Para um cilindro in�nito o campo �e da ~h = hz(r)~z e
tem apenas componente axial, sendo independente das
vari�aveis � e z. Portanto a equa�c~ao (16) �ca na forma:

1

r

@

@r

�
r
@hz
@r

�
� k2hz = 0 (17)

que �e a Equa�c~ao de Bessel Modi�cada, cuja solu�c~ao ge-
ral �e

hz = A0I0(kr) + B0K0(kr) (18)

onde A0 e B0 s~ao constantes a serem determinadas pelas
condi�c~oes de contorno e I0(kr) e K0(kr) s~ao fun�c~oes de
Bessel modi�cadas de ordem zero.

Para o interior da amostra, na aproxima�c~ao quasi-
est�atica, ou seja, no limite de baixas freq�uências, temos
que ��! >> "�!2, de modo que k2i = j��!. Como
em r = 0 a fun�c~ao K0(kr) diverge, temos B0 = 0. A
condi�c~ao de continuidade do campo tangencial na in-
terface permite obter as constante A0:

A0 =
ha

I0(kia)
(19)

Ent~ao, a solu�c~ao radial para o campo magn�etico no
interior de uma amostra cil��ndrica longa, que est�a cen-
trada em uma espira circular e submetida a um campo
axial de excita�c~ao senoidal, como mostra a Fig. 1 �e
dada por:

h(r; t) = ha
I0(kr)

I0(ka)
ej!t (20)

na qual ha �e o campo na superf��cie da amostra.
Sabemos que a tens~ao induzida na espira �e devida �a

varia�c~ao do 
uxo da componente do campo perpendicu-
lar ao plano da espira (Lei de Faraday). Temos ent~ao
que se a espira sensora est�a no plano xy e o campo
est�a na dire�c~ao z, integrando as contribui�c~oes desde o
centro da amostra at�e a superf��cie (r = a) e derivando
em rela�c~ao ao tempo obtemos a tens~ao induzida pela
amostra na espira. Esta tens~ao �e dada por:

v = ��
@

@t

�Z a

0

~h(r; t) � d~s

�
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= �j2�a!�ha
I1(ka)

kI0(ka)
(21)

I1(ka) sendo a fun�c~ao de Bessel modi�cada de
primeira ordem. No regime de baixas freq�uências,
isto �e, completa penetra�c~ao do campo eletromagn�etico
(ka << 1), as s�eries in�nitas que representam estas
fun�c~oes convergem rapidamente. Retendo at�e primeira
ordem em �, tem-se:

I1(ka)

kI0(ka)
=

1

2
a �

1

16
k2a3 =

1

2
a�

1

16
(j!��)a3 (22)

Introduzindo-se (22) na express~ao (21) tem-se:

V = �j�a2!ha

�
��

1

8
j!�2�a2

�
: (23)

Entretanto, a �m de representar adequadamente a
situa�c~ao f��sica, em que h�a um atraso da magnetiza�c~ao
~M em rela�c~ao ao campo ~h, �e necess�ario que � seja
escrito na forma complexa, ou seja, � = �0 + j�" =
�0[(1 + �0) + j�"]: Neste caso a express~ao (23) �ca na
forma:

VL = �haa
2!

�
�0 +

�0�"

4
a2!�

�
(24)

VR = �haa
2!

�
�" +

�02 � �"2

8
a2!�

�
(25)

onde ha �e o campo aplicado na superf��cie da amostra e
VL e VR as componentes da tens~ao na espira mostrada
na Fig. 1. Entretanto em um suscetômetro-AC uma bo-
bina de compensa�c~ao para anular o sinal de sa��da do sis-
tema vazio de forma que haja maior sensibilidade. De-
talhes da montagem experimental de um suscetômetro
AC est~ao descritos na referência [2]. Sendo assim, sua
tens~ao de sa��da V �L = haa

2�!�0 deve ser subtra��da da
tens~ao na bobina sensora para determinarmos a tens~ao
resultante do sistema. Ent~ao:

VL�V �L = �haa
2!�0

�
1 + �0 +

(1 + �0)�"

4
a2!� � 1

�
:

(26)
Ent~ao, as express~oes para as componentes da tens~ao

de sa��da de um suscetômetro-AC s~ao dadas por:

VL = �haa
2!�0

�
�0 +

(1 + �0)�"

4
a2!�

�
: (27)

VR = �haa
2!�0

�
�"�

(1 + �0)2 � �"2

8
a2!�

�
: (28)

Em um problema real devemos considerar que a bo-
bina �e �nita com N espiras e comprimento �, tendo
uma amostra �nita de comprimento L como seu n�ucleo
magn�etico. As componentes da tens~ao de sa��da desta
con�gura�c~ao s~ao obtidas integrando-se as contribui�c~oes
individuais de cada espira. Entretanto o campo para
uma amostra �nita depende tamb�em da posi�c~ao axial e

�e necess�ario conhecer esta dependência a �m de prosse-
guirmos. Como foi demonstrado por de Faria et al. [3]
o comportamento de �L e �R �e adequadamente descrito
considerando que o campo eletromagn�etico propaga-se
atrav�es das bases da amostra como faria ao atraves-
sar uma interface plana in�nita. Entretanto, o ajuste
destes resultados experimentais requer que a escala de
comprimento � para o decaimento exponencial seja
constante, ao contr�ario da profundidade de penetra�c~ao

� =
�

2
!��

�1=2
, que depende explicitamente de !. Am-

bas por�em devem depender apenas das propriedades
intr��nsecas do material e n~ao da geometria da amostra.

Sendo assim, as express~oes para as componentes da
tens~ao de sa��da de um par de bobinas com N espiras e
comprimento L, agora chamadas VL e VR, devem ent~ao
ser corrigidas pelo fator:

VL = �a2
�
�0 +

(1 + �0)�"

4
a2�0!�

�
F (�) (29)

VR = �a2
�
�"�

(1 + �0)2 � �"2

8
a2�0!�

�
F (�) (30)

onde de�nimos � = Nha!�0� e F (�) = 1 �
exp(��=2�) e � � comprimento da amostra.

As equa�c~oes (29) e (30) s~ao solu�c~oes que represen-
tam o comportamento das componentes da tens~ao de
sa��da de um suscetômetro-AC devidas a um cilindro �-
nito de raio r = a e de comprimento � [3]. O problema
matem�atico para um cilindro �nito de qualquer mate-
rial sujeito a um dado campo apresenta solu�c~ao exata,
desde que se conhe�ca efetivamente o valor do campo
nas suas bordas. No caso pr�atico em um suscetômetro
AC n~ao se consegue determinar essas condi�c~oes de con-
torno.

Analisando as express~oes para VL e VR vemos que se
�"! 0 �e poss��vel obter os valores de �0 e � a partir des-
tas. Tal possibilidade vem sendo citada desde os anos
40 por diversos autores [2]. Entretanto, ao contr�ario
do que tem sido admitido em trabalhos anteriores, em
geral �" n~ao pode ser desconsiderado. �E importante
ressaltar que as express~oes para VL e VR, obtidas pela
primeira vez por de Faria et al. [3], incluem ambas
a condutividade e as duas componentes da suscetibili-
dade, devendo pois ser empregadas no estudo de mate-
riais com condutividade n~ao desprez��vel

IV Considera�c~oes Finais

A formula�c~ao apresentada neste artigo se constitui em
um excelente exerc��cio de aplica�c~ao das equa�c~oes de
Maxwell para se determinar experimentalmente pro-
priedades f��sicas como a suscetibilidade magn�etica di-
ferencial e a condutividade el�etrica. Como mostrado
por Ortiz e Gelfuso [2] essa pode ser uma t�ecnica sim-
ples de ser implementada em disciplinas experimentais
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como tamb�em em laborat�orios de pesquisas. Mesmo
nos modernos suscetômetros comerciais atualmente dis-
pon��veis no mercado estes n~ao levam em conta a inter-
preta�c~ao dos resultados como apresentados aqui.
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