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O modelo de Ising por sua formulacdo simples e solugdo exata nao trivial em redes bidimensio-
nais é frequentemente referéncia ao se construir novas técnicas de calculo, analiticas ou numéricas.
Este artigo compara os resultados exatos de Onsager para a magnetizagdo, energia média e calor
especifico, com resultados obtidos de duas técnicas consagradas, a aproximagao de campo médio, e

o algoritmo Monte Carlo de Metropolis.

The two-dimensional Ising model by its simple formulation and non trivial solution is often used as
a reference when new numerical or analytical techniques are developed. This paper compares the
exact results obtained by Onsager for magnetization, mean energy and specific heat, with results
from two well known proceedure, the mean-field approximation and the Monte Carlo algorithm of

Metropolis.

I Introducao

Nao é possivel falarmos de magnetismo sem referéncia
ao modelo de TIsing.[1] Proposto em 1920 por Wilhelm
Lenz ao seu aluno de doutorado Ernest Ising, tinha
como objetivo estudar um dos fenémenos mais impor-
tantes em matéria condensada, o ferromagnetismo de
momentos localizados. O modelo inicial era bem sim-
ples, uma cadeia linear de momentos magnéticos 5;
interagindo com seus vizinhos S;y1 e S;—1 na forma
—JS;(Si41+ Si—1). Para J > 0 o alinhamento paralelo
dos momentos é favorecido, o que compete com a desor-
dem imposta pela temperatura. Dessa competicao era
esperada uma temperatura critica abaixo (acima) da
qual haveria (n&o haveria) ordenamento de toda cadeia.
Para desapontamento de Ising, e certamente do seu ori-
entador, esse modelo nao apresenta transicao para uma
fase ordenada em qualquer temperatura 7' diferente de
zero. Entende-se esse desapontamento ja que a me-
lhor teoria de magnetismo da época, a teoria do campo
molecular de Pierre Weiss [2] previa transi¢io de fase
em temperatura nao nula independente da dimensao do
sistema. Hoje, com argumentos até relativamente sim-
ples, sabemos que em uma dimensao a cadeia de spins é
instavel em qualquer temperatura nao nula, ordenando-
se apenas em T' = 0.

O resultado obtido por Ising, que é correto, nao
deve ser visto como fracasso. O pecado de Ising foi
na verdade ter conjecturado que em duas ou mais di-
mensoes também nao haveria transicao de fase, o que

sabemos esta errado. A idéia central do modelo, a
interacao entre momentos magnéticos localizados em
uma rede, parecia boa demais para levar a tantos fra-
cassos. Isso parece ter motivado Heisenberg em 1928
a propor um modelo semelhante ao de Ising, porém,
com os 5; substituidos por operadores de spins 5_’;'; o}
carater quantico dos momentos magnéticos passou a ser
importante.[3] O modelo de Heisenberg é ainda um dos
mais estudados.[4] Sua sofisticacdo é tamanha que na
verdade em muitas situacoes volta-se a formulagao mais
simples de Ising, que com o tempo ganhou generalidade
e é abordado com técnicas refinadas, tanto em duas
como em trés dimensoes. O objetivo deste artigo é mos-
trar de forma didatica algumas dessas técnicas. Umas
sdo simples, como a teoria do campo médio (TCM),
outras mais elaboradas, como Monte Carlo.

Além de ferrromagnetismo, o modelo de Ising
também pode descrever outros sistemas fisicos, como o
gés de rede e aliga bindria. Em 1952 Yang e Lee [5] usa-
ram o termo gas de rede para descrever um modelo em
que M atomos ocupam aleatoriamente os N > M sitios
de uma rede. A cada par de sitios vizinhos ocupados
déa-se uma energia £ = Ej; se num par vizinho faltar
pelo menos um atomo tem-se £ = 0. A interacao tem a
mesma forma anterior, —JS;(S;41+Si-1), mas S; pode
ter os valores 0 (auséncia de 4tomo) ou 1 (presenca de
atomo). Hidrogénio adsorvido em uma superficie (110)
de ferro é o sistema protétipo. Ja a liga binaria con-
siste em dois tipos de atomos ocupando aleatoriamente
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os sitios de uma rede. Dependendo se os vizinhos sao do
mesmo tipo (mesmo atomo) ou ndo atribui-se energia
diferente ao par. Neste caso, S; = 1 representa um tipo
de atomo enquanto S; = —1 representa o outro tipo. O
sistema protdtipo é a liga cobre-zinco.

Existem generalizacoes naturais do modelo de Ising,
que sao importantes em determinadas situacoes ao se
descrever sistemas mais realistas. Por exemplo, a in-
troducao de interacoes entre segundos vizinhos, variavel
S; de mais de dois valores (ou spin maior que 1/2),
interagoes envolvendo trés ou quatro sitios, etc. Por
questoes de didatica, vamos nos ater apenas ao caso de
redes bidimensionais, quadradas, com S; = =£1 e in-
teragoes de primeiros vizinhos. Além disso, usaremos
apenas a versao do modelo para ferromagnetismo.

II Modelo de Ising para ferro-
magnetismo

Para uma rede linear com N sitios, a Hamiltoniana que
descreve o modelo de Ising é

N-1
H=-]> 58S (1)

Comumente considera-se que a variavel S; possa ter
apenas dois valores, £1, assim imitando os estados de
um spin 1/2. No dia-a-dia até nos referimos a S; como
um spin (spin de Ising), mas hd de se entender que
nesse modelo os S; nao seguem nenhuma relagao de
comutacao de momento angular. Quando o termo de
interacao J, chamado de termo de troca, for positivo os
spins tendem a se orientar numa mesma dire¢do e assim
formar uma fase ferromagnética. Quando J for nega-
tivo a tendéncia é a orientacao antiparalela e portanto
de formar uma fase antiferromagnética.

Peierls, em 1936, foi o primeiro a demonstrar que o
modelo de Ising em duas ou mais dimensoes apresen-
tava transicao de fase em temperatura nao nula.[6] Ele
demonstrou que a ordem de longo alcance presente em
T = 0, isto é, o ordenamento de todos os spins, per-
sistia mesmo aumentando-se a temperatura levemente;
apenas a partir de uma dada temperatura finita, deno-
minada de critica, é que esse ordenamento desaparece-
ria. Isso certamente criou euforia em torno do modelo,
que agora dava esperancas de descrever uma transi¢ao
de fase magnética. O argumento de Peierls é facilmente
elaborado em uma dimensao e resulta em temperatura
critica 7, = 0: partindo de uma cadeia de spins ali-
nhados, Fig.1(a), viramos todos os spins a partir de
um certo sitio, como na Fig.1(b). A energia inicial era
E; = —NJ que passou aser By = —(N —1)J +J. As-
sim, AE = F; — E; = 2J é maior que zero e portanto
em T = 0 o sistema prefere ficar todo alinhado. FEssa
quebra pode se dar em qualquer uma das N ligacoes
entre os spins. Entao, teremos N configuracdes para
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uma dada variacao AF = 2J, resultando numa entro-
pia S} = kpln 2NV A entropia inicial é zero j& que ha
apenas um estado em 7" = 0. Portanto, a uma certa
temperatura finita a variacao do potencial de Gibbs é
AG=AE—-TAS =2J —kgTIn2". No limite termo-
dinamico, isto é, N — oo, para qualquer 7' # 0 teremos
AG < 0, mostranto assim que a cadeia linear é instavel
contra qualquer mudanca de spin. Em outras palavras,
para 1" # 0 o sistema prefere ter todas as suas liga¢des
com spins antiparalelos. Em duas ou mais dimensoes
Peierls mostrou que esse mesmo argumento nao diminui
(i, a ndo ser acima de uma temperatura critica 7, # 0
e portanto, é possivel haver uma fase ordenada para

T #0.

(a)

(b)

Figura 1. (a) Cadeia linear de spins S; = +1 ordenados.
Cada spin interage com seus dois vizinhos através de um
termo de troca J. (b) O custo energético para virar parte
da cadeia como ilustrado é 2.J, que corresponde a energia
para quebrar uma ligagdo | T e formar uma ligacao T |.

O argumento de Peierls nao determina qual é a tem-
peratura critica, mas apenas afirma que ela existe e é
nao nula em duas dimensoes. Em face das dificuldades
matematicas envolvidas os primeiros métodos a procu-
rarem pela solu¢ao do modelo de Ising consistiam em se
expandir a funcao de particao em séries de poténcias de
J/kgT = BJ para temperaturas altas ou em poténcias
de exp(—BJ) para temperaturas baixas.[7] Apenas em
1941 com Kramers e Wannier [8] é que se determinou o
valor exato da temperatura critica para uma rede qua-
drada. Eles mostraram que a fun¢ao de particaio numa
temperatura T relaciona-se com a funcao de particao
numa temperatura 7™ através da relacao:

Z(T*) cosh™ 280 = Z(T) cosh™ 23*J | (2)
sempre que T e T™ se relacionarem por
sinh 23 Jsinh23J = 1. (3)

Assumindo que houvesse apenas um ponto singular na
funcao de particao, o que foi provado apenas em 1952
por Yang e Lee,[5] ela tem que ocorrer para T = T,.
Assim, T, vale

sinh B.J =1 — kpT./J ~2.269185.  (4)

Expressoes exatas para a funcao de particao, ener-
gia média, magnetizacao e calor especifico foram ob-
tidas em 1944 por Onsager.[9] Embora expressas em
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termos de integrais eliticas de primeira ou segunda
espécies, essas expressoes sao relativamente simples.
Elas sao encontradas, por exemplo, na referéncia [10].
Nas préximas sessoes vamos mostrar resultados obtidos
por técnicas alternativas e compara-los com os resulta-
dos exatos obtidos por Onsager. Esse, alias, é o maior
mérito do modelo de Ising, ou seja, ter solu¢ao exata.
Isso permite comparacoes com resultados obtidos de ou-
tras abordagens mais gerais, muitas vezes aproximadas,
mas que podem ser aplicadas em modelos mais realis-
tas.

IIT Campo médio

A crescente sofisticacao dos modelos descrevendo mag-
netismo tem aumentado consideravelmente as dificul-
dades matematicas em suas abordagens. A técnica de
campo médio (TCM), de longe a mais simples de todas,
permite que se faga um estudo preliminar do modelo,
que pode servir de base para implementacoes mais so-
fisticadas. O fato do modelo de Ising ter solu¢ao exata
constitui oportunindade, um tanto rara, de se verificar
o valor da TCM.

Existem varios caminhos alternativos para se imple-
mentar a TCM. Em todos, a idéia é que cada spin da
rede estd na presen¢a de um campo magnético efetivo
produzido por todos os demais spins. Esse campo é
proporcional a magnetiza¢cao média do sistema e como
conseqiiéncia, apenas parte da flutuagao de cada spin
em torno de seu valor médio é considerada. Vamos par-
tir dessa 1déia e implementar a TCM de maneira a en-
fatizar que estamos considerando apenas as flutuagoes
em primeira ordem. Primeiramente, tomemos a versao
em duas dimensoes da Hamiltoniana dada pela Eq. 1:

H=-J Y 85, (5)
<i,j>
onde 7 e j sdo sitios vizinhos numa rede quadrada de
N sitios ao todo. Substituindo cada spin .S; por seu
valor médio S; mais sua flutuacao AS; = S; — 5;, isto
é, fazendo B
Si = S+ AS; (6)
até primeira ordem em AS; a Hamiltoniana fica
H=-J Z (§Z§] + SZ'AS]' + SjASZ') , (7)
<i,j>
que substituindo AS; de volta resulta em
H=-J Z (—gigj + SZ'S]' + g]SZ) . (8)
<i,j>
Essa Hamiltoniana é bem mais simples que a ini-
cial, uma vez que nao contém operadores quadraticos;

é uma Hamiltoniana de um corpo. Invarianca transla-
cional implica que S; = S; =5 e portanto

N
1 _ 1 _
H=--92J4 + —4JNS? .
QJSEiS 2J S (9)

O fator 4 em ambos os termos da direita vem da soma
sobre os quatro sitios vizinhos ao spin 5;, enquanto o
fator 1/2 compensa a dupla contagem de cada ligacao
S; com S;. Agora ¢ simples diagonalizar . As ener-
gias dependem da configuracio {S} dos spins em toda
a rede (na verdade sé dependem de quantos spins +1
ou -1 existem) e podem ser expressas por

N
Ersy=—4JS> S +2JNS. (10)

A funcao de particao pode entao ser determinadas:

A Ze_ﬁE{S} = e—2ﬁJN52 Z 64ﬁJ§ZzS’
15} S1,52,...,8N
. N —
—  -2BINS? H Z (ABISS: (11)
i S;==%1
Como 5; = %1,
7 = e INS N coshN 437 5 . (12)

Da funcao de particao podemos obter outras fungoes
termodinamicas. A magnetizacao por spin e em unida-
des de gup é definida por

921
[l

1 1 1
1 _id —BEs
NZSZ_ZZNZSZe =)
i {5} i
1 & a2
77 22 St SN 1y
{sy i

Chamando 43J S temporariamente de o podemos rees-
crever essa equacao convenientemente como

- 1 d 1 d

que substituindo Z dado pela Eq.12 resulta em
S = tanh(48JS) . (15)

Esse resultado foi obtido por Weiss em 1907 por um
procedimento equivalente ao apresentado e que enfati-
zou a preseca do campo médio atuando sobre cada spin.

A Fig. 2 mostra os lados esquerdo e direito da
equacio acima em funcao da variavel S. Para uma certa
temperatura 7. a fun¢ao do lado direito tem inclinacao
unitaria e apenas a solucio trivial S = 0 aparece. Para
T < T, ha uma solu¢ao nao nula e pode se mostrar
que ela minimiza a energia livre ' = —kp7T'In 7. E,
portanto, estavel e corresponde & magnetizacio S do
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sistema. Para T > 7. nenhuma solu¢ao nao nula apa-
rece. A temperatura 7. é denominada de critica e é,
portanto, obtida da condi¢ao de inclinacao unitaria:

3.0 =1 — kpT./J =4. (16)
A solucao exata é kT, ~ 2.2692J, portanto, o campo
médio superestima 7, em pouco mais de 50 %. Esse
procedimento de TCM quando elaborado para uma
rede com nimero de coordenagio ¢ (nimero de primei-
ros vizinhos de um sitio qualquer) fornece kpT./J = ¢,
independente da dimensao da rede. Dai a esperanca
de Ising de obter uma transi¢ao de fase em seu modelo
unidimensional (TCM prevé kpT./J = 2 neste caso).

1 | T T T I T T T I T T T I T T T I T T |‘-
08| - .
- A
o T<T, -7 .
[ 7T =T, ]
L // i
0.4 C / . 7
e 7]
7 T 1
E1 /A B
0 /|’rr| b b b b o]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

S

Figura 2. Método gréfico para solugao da Eq. 15. A solugio
de equilibrio S numa dada temperatura 7" é encontrada pela
interseciao da reta y = S, linha pontilhada, com a funcio
y = tanh(45J5). Para T > T., linhas tracejadas, a dnica
interse¢do é para S = 0. Para T < T, linha continua, além
de S = 0 temos uma solucio nio nula estavel.

A energia média E pode também ser facilmente cal-
culada:

= %ZZEZ.e—ﬁE{s} = —%an = —-2JNS?,
{5}
(17)
onde usamos a Eq. 12 para Z e a Eq. 15 para S.
Determinaremos apenas mais uma funcao termo-
dinamica, o calor especifico ('

dE - dS
= — =—-4NJS—
¢ dT e
. 1
= 16Nkp(BJ)*S* (18)

cosh®(43.J5) — 45

Tanto a energia média como o calor especifico de-
pendem diretamente da magnetizacio S. Para T > T,
temos que S = 0, o que é correto, mas leva E e C
também a zero, o que é incorreto. Na TCM os spins
sentem uns aos outros somente através do campo médio
que é proporcional & magnetizacao. Acima de 7T, sendo
S = 0, os spins estao absolutamente livres, dai a energia
total ser constante e igual a zero e consequentemente o
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calor especifico também ser igual a zero. Nessa apro-
ximacio, a entropia permanece em kg In 2" para qual-
quer T > T,. Flutuacoes da magnetizacao presentes
mesmo em 7' > T, sao ignoradas pela TCM, e isso leva
a esse cenario. kssas flutuagoes existem devido a or-
dem de curto alcance entre os spins; apenas a ordem de
longo alcance é nula.

Existem varios esquemas alternativos que levam em
conta flutuacoes da magnetizagao em ordem mais alta.
Salientamos apenas o esquema de Bethe[l1] de 1935,
que consiste em tratar de forma exata a interacao de
um spin central, digamos Sy, com os seus vizinhos
S;, enquanto a interagao destes iltimos com os demais
spins da rede é feita de forma andloga a anterior, isto
é, através de um campo médio. Esse campo é deter-
minado pela condicdo de consisténcia Sy = §j. Uma
melhora consideravel é obtida por esse esquema. Em
particular, a energia média e o calor especifico nao se
anulam para 7' > T, e para T >> T, ou T << T, sao
assintoticamente corretos. O valor de T, também é bem
mais préximo do exato: kpT./J = 2/1In(¢/(¢—2)) igual
a 2.8854 para uma rede quadrada, contra 4 do campo
médio. Em uma dimensao o valor de ¢ é 2 e 0 esquema
de Bethe preveé corretamente 7, = 0. Para redes com
numero de coordena¢ao muito grande tanto TCM como
Bethe preveem a mesma temperatura critica.

A FEq. 15 pode ser resolvida numericamente para
cada temperatura, e as solugoes substituidas na Eq. 17
ouna Eq. 18. Nas Fig. 3, 4 e 5 sao comparados a magne-
tizacao, a energia média e o calor especifico, em fungao
da temperatura, com as respectivas solu¢oes exatas. Es-

sas figuras mostram também as solu¢oes aprimoradas
de Bethe.

0.6 * ;‘ -
[ L .

: g 1 * ]
0.2 _— * : -
L i |

O I raa s 1B s F’:\('l*l-wdnl»hlm_ﬁd-
0 1 2 3 4 5

k,T/J

Figura 3. Magnetizagao média por spin € em unidades gup
obtida pela aproximagio de campo médio (), Eq. 15, com-
parada com o resultado exato de Onsager (linha continua).
Também é mostrada uma solugdo de campo médio melho-
rada (%), devido a Bethe. Os circulos vazios (o) foram ob-
tidos da simulagdo Monte Carlo para uma rede quadrada
contendo 1600 sitios.
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Como se ve dessas figuras, campo médio fornece
bons resultados onde as flutuacoes sao pouco importan-
tes. Isso acontece longe da temperatura critica. Veja
que proximo de T' = 0 como o sistema esta praticamente
ordenado nao deve haver grandes flutuacao dos spins e
a soluc¢ao de campo médio é boa. Para T > T. mesmo
nao tendo magnetizacao, ou seja, nao tendo ordem de
longo alcance, foi importante considerar flutuagoes dos
spins; o despreso delas levou a £ =0 e C' = 0 na TCM;
j4 no esquema de Bethe, que leva flutuacoes mais em
conta, i8so ndo ocorre.

Pode-se mostrar que a TCM torna-se mais precisa a
medida que o numero de coordenac¢ao da rede aumenta.
No limite de coordenacao infinita, ou de dimensao da
rede infinita, a TCM é exata. Por exemplo, denotando
a temperatura critica de campo médio por T;™ e de
T, a exata, temos que, para S; = +1, numa rede qua-
drada 7™ /T, vale 1.76 enquanto para uma rede cibica
simples vale 1.33 e para uma rede cubica de face cen-
trada vale 1.23. Enquanto outras técnicas, como a de
Monte Carlo descrita abaixo, tornam-se cada vez mais
computacionalmente onerosas a medida que a dimensao
do sistema aumenta, a TCM torna-se cada vez melhor.
Aliada ao fato dela prever de forma qualitativamente
correta o diagrama de fases em trés ou mais dimensoes,
ela se coloca como uma alternativa na abordagem de
muitos problemas e como unica fonte de informacao
em muitos casos. Sendo assim, nao é raro encontrar-
se na literatura trabalhos baseados exclusivamente na

TCM.[12]

o_....,....,....,....’..-.._
E/NJ | ]
_0.5-_ -

b h

ol h

-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII-

0 1 2 3 4 5

K T/J

Figura 4. Energia média por spin e em unidades de J ob-
tida pela TCM (o). A solugdo de Bethe também é mos-
trada (x), que diferentemente da TCM nio se anula para
T > T. = 2.885 e converge para o resultado exato para
kgT/J > 5. Os resultados de Monte Carlo (o) coincidem
com a solugao exata de Onsager (linha continua). Para
T — 0 todos os spins estao alinhados de maneira que F
é igual ao numero de ligacoes na rede, 2N | vezes —J e, por-
tanto, E/(NJ) = —2. Para T — co todas as correlagdes
entre os spins devem se anular e portanto eles se compor-
tardo como livres, resultando em £ = 0.

IV  Monte Carlo

Apesar do avanco de diversas técnicas analiticas hoje
disponiveis, com o progresso alcancado pelos computa-
dores o calculo numérico passou a ser uma ferramenta
importante, com profundo impacto no desenvolvimento
das ciéncias em geral. Hoje é comum considerar-se que
a Fisica se divide em experimental, tedrica e compu-
tacional. Para enfatizar aqui a importancia de calculos
numéricos, basta dizer que ainda nao sabemos a solucao
analitica exata do modelo de Ising em trés dimensoes,
mas de simulacoes numéricas sabemos todas as suas ca-
racteristicas. Soma-se também o fato de em simulagoes
podermos alterar parametros fisicos de forma conve-
niente, que dificilmente conseguiriamos experimental-
mente (por, exemplo, parametros de rede, valores de
potenciais atdomicos, etc).

2.5||||||||||||||||||||||||

C/Nk,
1.5

0.5

kgT/J

Figura 5. Calor especifico obtido pela TCM (o) comparado
com o resultado exato de Onsager (linha continua) e com
resultados de Monte Carlo (o). A aproximagido de Bethe
(%) melhora bastante os resultados, e em particular o calor
especifico acima de 7. nao se anula. Apresenta, no entanto,
uma descontinuidade em T¢, sendo que a solugiao exata mos-
tra uma divergéncia logaritmica.

Dentre as técnicas numéricas, a de Monte Carlo tem
destaque em todas as areas da Fisica. Suas aplicacoes
vao desde mecanica estatistica, como exemplificado
abaixo, a fisica de particulas elementares. O marco
histérico no desenvolvimento dessa técnica é o trabalho
de Metropolis e colaboradores em 1953.[13] Farei uma
introducao as idéias principais do algoritmo de Metro-
polis. Nao tenho a intensao de justificar todos os pro-
cedimentos, mas de utilizar a técnica para obter resul-
tados para o modelo de Ising. Uma breve justificativa
pode ser encontrada na Ref. [14], enquanto um estudo
mais detalhado é apresentado na Ref. [15]. Resultados
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para o modelo Ising sao exaustivamente mostrados na
Ref. [16].

Como ficou explicito na sessao anterior, o calculo
de valores médios é comum em mecanica estatistica.
Para uma quantidade @ qualquer (por exemplo, mag-
netizacdo ou energia) o seu valor médio é definido por

Z Qles)e?Pe)

Q - Ziw e—ﬁE(C,)

, (19)

sendo E(¢;) a energia da i-ésima configuracao ¢;. Todas
as configuracoes devem ser somadas, mas como isso é
praticamente impossivel para um sistema com muitos
graus de liberdade o melhor é incluir apenas as M con-
figuracoes mais importantes numa dada temperatura.
Suponhamos que essas configuracoes mais importantes
sejam escolhidas com uma certa probabilidade P(¢;).
Entao, @ passa a ser dada por

2 Qe P(er)

O T e P ()

(20)

A escolha mais inteligente para P(e¢;) naturalmente é
P(c;) = e PECD )7 com 7 = va[ e=PE() o que im-
plica em

1 X
Q:M;mm, (21)

isto é, uma simples média aritmética. O problema
é achar um procedimento que faga essa amostragem
por importancia das configura¢des (em vez de gerar
todas as configuracdes). Foi o que fez Metropolis.
Sua idéia foi construir uma sequéncia de configuracoes
€1,y vy Chy Chg1, ---, CAL €M que ¢y fosse construida a
partir de ¢ através de uma probabilidade de transicao
W(cr, — cpy1) previamente definida. E o que se
chama um processo Markoviano. Para M suficiente-
mente grande seria possivel escolher W tal que uma
configuragao ¢; gerada no processo Markoviano tenha
probabilidade P(c;) = e=#P() /7 como desejado.

Na implementacao do programa de Monte Carlo
comecamos com uma rede de spins S; = +1 dispos-
tos aleatoriamente. Escolhemos um spin S; e faze-
mos a mudanga S; — —95;. Se a diferenca de ener-
gia entre a configuracao apds a mudanca e antes dela,
AE = E(=S;) — E(S;), for negativa aceitamos essa
mudang¢a em S;. Se AFE > 0, sorteamos um nimero
aleatdério r no intervalo 0 < r < 1 e se exp (—fAFE) > r
também aceitamos a mudanc¢a. SO a rejeitamos se
exp (—fAFE) < r. Uma vez percorrida toda a rede fa-
zendo essas mundangas usamos a configuracao final de
spins para calcular a média termodinamica de acordo
com a Eq. 21. Pode-se mostrar que esse procedimento
gera um processo Markoviano em que as configuracoes
atingem um equilibrio termodinamico. O leitor inte-
ressado pode consultar por exemplo as Ref. [14] e [15].
Na verdade, esse procedimento devido a Metropolis é
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condi¢ao apenas suficiente;[18] existem outros algorit-
mos que podem gerar configura¢des em equilibrio.[19]

A configuracao aleatéria com que se inicia a ca-
deia de Markov certamente nao corresponde aquela de
equilibrio na temperatura de interesse. Entao, antes de
calcular qualquer média percorremos toda a rede muitas
vezes (milhares de vezes) aceitando e rejeitando confi-
guracoes. No final teremos uma rede termalizada, isto
é, as configuracoes corresponderao ao equilibrio termo-
dinamico naquela temperatura. Soé entao passamos a
gerar novas configuracoes e calcular médias.

Existem versoes sofisticadas de programas de Monte
Carlo para spins em redes, que utilizam recursos moder-
nos de computacao como processadores dedicados, ve-
torizacao, etc. E possivel, no entanto, encontrar versoes
mais simples em livros textos, como o da Ref. [17] para
redes bidimensionais quadradas e o da Ref. [15] para
redes tridimensionais cubicas. O leitor pode também
tentar fazer o seu préprio programa, nao é dificil.

Nas Fig. 3, 4 e b sao comparados resultados para
magnetizacao, energia média e calor especifico obtidos
por Monte Carlo (o) com os respectivos resultados exa-
tos obtidos por Onsager (linha continua). Utilizou-
se uma rede quadrada com 1600 sitios. Foram fei-
tas 10.000 varreduras sobre a rede para termaliza-la e
M = 2.500.000 configuracoes para calcular as médias.
Esses nimeros podem ser reduzidos em fun¢ao da capa-
cidade do computador. Nao ha necessidade de numeros
muito altos para se conseguir resultados bons. Como se
ve por essas figuras, as simulagoes reproduzem bastante
bem os resultados exatos (que valem no limite de rede
infinita).

Avancos notaveis nas simulacoes de Monte Carlo
a tornaram muito mais eficientes que aquelas feitas
por Metropolis. Em particular, o recurso de multi-
histograma de Ferrenberg e Swendsen[20] reduz consi-
deravelmente o tempo computacional numa simulacao
e/ou melhora a precisdo dos resultados em grandes in-
tervalos de temperatura. A beleza desse método pode
se apreciada na Ref. [21] onde as simulacdes sao feitas
no modelo de Ising unidimensional.

V Conclusao

O modelo de Ising é uma aproximacao para sistemas
reals mais complexos, mas com o grande mérito de ter
solucao exata, da qual aprendeu-se muito sobre magne-
tismo e mecanica estatistica em geral. Aqui nos restrin-
gimos apenas a sua aplicacao no ferromagnetismo, com-
parando a solucao exata de Onsager com simulagoes de
Monte Carlo e com a aproximagcao de campo médio. De
Ising a Metropolis certamente nao contempla todas as
1déis importantes do periodo marcado por esses nomes.
Nem apresenta a evolucao que delas surgiram. De pas-
sagem, ténicas como a da matriz de transferéncia, ou a
de grupo de renormalizacao, tem lugar garantido entre
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as mais importantes.[14] Conceitos como universalidade
e expoentes criticos sao essenciais em discussoes sobre
magnetismo.[14]

Apesar do volume imenso de informagoes presentes
na literatura a respeito do modelo de Ising, nem sem-
pre ele é explorado nos cursos de mecanica estatistica
que acabam sendo excessivamente formais e perdem a
chance assim de abordar um modelo interessante. Com
os modernos microcomputadores e com linguagem de
manipulacao simbolica é facil explorar as diversas apro-
ximacoes disponiveis para as funcoes termodinamicas
do modelo. Em resumo, o modelo Ising deve conti-
nuar pelo novo milénio como um 6timo laboratdrio tanto
no desenvolvimento de novas técnicas, como para apre-
sentacao didatica de conceitos nem sempre aparentes
em outros sistemas mais sofisticados.
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