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Usando as equagoes de Maxwell, apresenta-se o efeito pelicular para condutores com uma geometria

simples, onde as equagoes sao facilmente resolivels. Apresentam-se as principais caracteristicas

deste efeito para o regime senoidal permanente e para o regime transiente.

Using the Maxwell’s equations, the skin effect is shown for a simple geometry where the mathe-
matical solutions are easy. The main characteristics of this effect, are shown in the sinusoidal and

transient state.

I Introducao

Quando uma corrente elétrica constante flui em um fio
condutor homogéneo, de secao transversal nao negli-
genciavel, ela se distribui uniformemente nesta secao.
O mesmo nao se pode dizer quando a corrente é al-
ternada, esta nao se distribui uniformemente e a dis-
tribuicao depende da frequéncia, do campo elétrico,
da condutividade elétrica, das dimensoes e da forma
geométrica do condutor. No caso de um condutor
de secao transversal circular a densidade de corrente
varia ao longo do raio, sendo maxima na superficie
e minima sobre o eixo. A concentracao de corrente
préxima a superficie do condutor chama-se efeito pelic-
ular ou efeito Kelvin em homenagem a Lord Kelvin,
por sua contribuicao ao estudo deste efeito em condu-
tores cilindricos (1889)[1]. O efeito pelicular apresenta
interesse técnico e também académico, principalmente
pelas suas sutilezas. Neste trabalho nosso interesse se
restringe ao campo académico pois é rara nos livros-
textos[2,3] a exposi¢do deste tépico. Existem apenas
dois casos cuja solucao analitica é simples: condutores
com secao circular e condutores em forma de fita, am-
bos de comprimento infinito. Nos demais casos a unica
solugao possivel é obtida através de calculo numérico.
Em corrente alternada o efeito pelicular impoe algumas
desvantagens: A resisténcia elétrica efetiva do condutor
aumenta em relagao & resisténcia medida em corrente
constante. Consequentemente havera maior perda sob
forma de calor, por unidade de comprimento de condu-
tor, que se 0 mesmo fosse percorrido por uma corrente
elétrica constante. A reatancia indutiva interna do con-

dutor é igualmente modificada. Em geral na pratica
contorna-se este problema usando-se condutores ocos e
cabos entrelacados. Em outros casos o efeito pelicular
é 1util, como ocorre em freqiéncias de microonda, tor-
nando possivel o transporte e armazenagem de energia
eletromagnética em guias de onda e cavidades resso-
nantes sem perda por radiacao. O efeito pelicular de-
pende do campo elétrico E, da sua freqiiéncia angular w
e da condutividade o do condutor[4]. E comum medir o
efeito pelicular por uma grandeza métrica § chamada de
espessura pelicular (skin depth) a qual diminui com o
aumento da frequéncia e da condutividade. Em teorias
simples a condutividade ¢ do condutor é proporcional
ao livre caminho médio ¢ dos elétrons de conducao.
Quando 8 < £, a densidade de corrente em um dado
ponto nao serd determinada simplesmente pela inten-
sidade de campo local e pela condutividade estatica.
Nestas condi¢oes a teoria classica do efeito pelicular nao
mais se aplica, e esta situacao é chamada de efeito pelic-
ular anomalo. Com o aumento de frequéncia outros
efeitos tornam-se significativos, por exemplo, o efeito de
relaxacao. Os elétrons sao submetidos a muitos ciclos
do campo elétrico alternado entre duas colisdes durante
o intervalo de tempo médio que permanece na “skin
layer”. A grosso modo, o campo vé uma camada de
elétrons livres. Aumentando-se ainda mais a frequéncia
atinge-se a frequeéncia de plasma do condutor na qual o
metal é transparente.

Neste trabalho discutiremos somente o efeito pelicu-
lar classico, usando-se as equacoes de Maxwell. O prob-
lema sera analiticamente tratavel, desde que facamos
alguma simplificacoes. FEstas simplificacoes sao con-
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seguidas com as seguintes hipéteses: (a)- Os meios sdo
supostos metalicos, nao magnéticos, cuja permeabili-
dade relativa e a permissividade relativa sao da or-
dem da unidade; (b)- Sobre um grande intervalo de
frequéncias o termo da densidade de corrente de deslo-
camento 65/615 é pequeno quando comparado com a
densidade de corrente J_: podendo ser ignorado; (c)- A
lei de Ohm, J=ckE ¢ valida; (d)- as freqiiéncias sdo
suficientemente baixas de modo a escaparmos da regiao
de efeito pelicular anémalo; (e)- a densidade de carga
no condutor é nula, isto é, p = 0.

E possivel dar uma explicagao qualitativa de como
1 onde

ocorre o efeito pelicular. Considere a Fig.

mostra-se um condutor percorrido por uma corrente

I tal que % > 0. Esta corrente gera um campo de

inducao B, cujas linhas de campo sao circunferéncias e

ao qual esta associado um campo elétrico E, que obe-

dece a relacao V x £ = —%. O campo elétrico assim

gerado tende a reforcar a corrente proximo a superficie
e enfraquece-la no centro.

Figura 1. J indica a corrente no condutor, B o campo

magnético e E o campo elétrico.

A deduc¢ao da equagao que explica o efeito pelicu-
lar pode ser obtida facilmente a partir das equacoes de
Maxwell[5,6] sob forma diferencial:

V-D=p (1)
V-B=0 (2)
-~ - 0B
VXE__E (3)
R (4)
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e das relagoes constitutivas

D =¢E, (5)
B =uH, (6)
J =0k, (7)
Usando as equacdes (1) a (7) e as hipdteses (a) a (e)

chega-se facilmente as seguintes relagoes:

2
FE = —
\% Ho (8)
oy 0d
2757 —
V “H = po TR (9)
oy aJ
27
v J—uaat, (10)

com as quais é possivel resolver o problema do efeito
pelicular. As equacdes (8), (9) e (10) sdo equagdes
diferenciais a derivadas parciais de segunda ordem do
tipo parabdlico[7] (equagdo de difusdo) cujas técnicas
de solucao sdao conhecidas. Nosso interesse serd focal-
1zado sobre o efeito pelicular em uma fita metalica de
largura 2a, altura b e comprimento L, com a condigao
de que L >> b >> 2a.. Deste modo despreza-se os
efeitos de extremidade e admite-se que a densidade de
corrente seja uniforme ao longo de oy porém variando
com a abcissa x, como mostra a Fig. 2. FEste mod-
elo sera aplicado tanto em regime senoidal permanente
como transiente.
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Figura 2. Geometria da fita metdlica.
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II  Efeito pelicular em regime
senoidal permanente

A aplicagdo da Eq.(10) a fita metdlica, levando em

conta as hipoteses feitas anteriormente, leva esta
equagao a seguinte forma:

927, (z,1) aJ.(x,1)
o Mo (1)

Levando em conta que nos interessa a solucao esta-
ciondria na forma j,(#,t) = j.(x)exp(iwt), onde w é a
frequéncia angular do campo elétrico senoidal aplicado.
Logo, a Eq. (11) se reduz ao seguinte:

2
agijjgx) = dwpo,(z). (12)
A solucdo da equacao diferencial (12) pode ser es-
crita como
1/2

onde: m = (’%)1/2 = 1/4, tan©(x) = tanh(mz) -
tan(mz), e {O(z) —O(a)} a diferenca de fase na densi-
dade de corrente entre o ponto de abcissa x e o ponto
Nas Figs. 3 e
4 mostram-se, respectivamente, a variacao do médulo

de abcissa a em notagio fasorial[8].

da densidade de corrente e da diferenca de fase desta
em relagao a densidade na superficie ambas para di-
versos valores do parametro m. Para efeito de calculo
numérico neste trabalho, a largura foi tomada como
a = 0.02 m, a condutividade como ¢ = 5,71 -107 S/m
(cobre) e a permeabilidade como = 47 - 10~7 H/m.
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Figura 3. Mdédulo da densidade de corrente na segao

transversal da fita.

O calculo da corrente total I permite determinar
a resisténcia equivalente R, e o coeficiente de auto-
indutancia L.. Obtém-se entao que

tanh[m(1 + )a]
m(l4+1d)
Ze = Rom(1 + i)a/tanh[m(1 + i)a], (15)

I=2bJ.(a) (14)

sendo ¢ a unidade imaginaria, Z, a impedancia equiv-
alente e Ry a resisténcia do condutor para corrente
elétrica constante.

(x)-o(a) (rd)

Figura 4. Diferenga de fase entre a densidade de corrente

na abcissa x e na abcissa a.

Da Eq.(15) obtém-se os valores da resisténcia equiv-
alente e do coeficiente de auto-indutancia:

R, senh(2ma) + sen(2ma)
fe _ 1
Ry ma cosh(2ma) — cos(2ma)’ (16)
wl, senh(2ma) — sen(2ma)

= . 1
Ry ma cosh(2ma) — cos(2ma) (17)

As Figs. 5 e 6 mostram as variagdes de R./Rg e
wL./Ry em fun¢ao do parametro m. Outros tdpicos
podem ser explorados, tais como o calculo dos campos
elétrico e magnético, vetor de Poynting, calor Joule etc.
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Figura 5. Resisténcia efetiva em fungao do parametro m.

IIT  Efeito pelicular em regime
transiente

O problema consiste em resolver a Eq.(11) para o
regime transiente. Usa-se a técnica de separacao de
variaveis com constante de separacao complexa e com

as seguintes condicoes de contorno:

Jz(x,t) =

sendo

8, = ﬂ% [(2n+1);—a]2,

onde n é um ndmero inteiro.
A corrente total pode ser calculada com auxilio da
equagao i(t) = bffa Js(x,t)dx obtendo-se

exp(—
w2 Z_: 2n—|— 1

sendo I, = 2abJ.. A partir da Eq.(18) calcula-se a re-
sisténcia efetiva que sera fornecida pela equacao:

i) = 1. (19)

Ry
R@ = 1 — 8 [e%) exp(—ént (20)

T2 n=0 (2n+1)2

Nas Figs. 7, 8 e 9 mostra-se respectivamente a
variacao temporal da densidade de corrente, da corrente
e da resisténcia efetiva.

IV Discussao e conclusoes

Algumas conclusoes interessantes podem ser tiradas
da teoria exposta. Em regime senoidal permanente
conclui-se que: (1) - a densidade de corrente acumula-
se proximo a superficie do condutor a medida que o
parametro m aumenta, ou seja, com o aumento da

4. i (-1)
[ 2n+1
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Figura 6. Variagdo da reatancia indutiva efetiva em funcgao

do parametro m.

(1) = J:(a,0) =0,
(2) = J:(2,t) = J. (=, 1),
3)— J.(x,00) = J..

Nesta condi¢oes obtém-se a solucao

cos [(271 + 1)%] - exp(—d,t), (18)

freqliéncia, da condutividade ou da permeabilidade; (2)
- A diferenca de fase entre a densidade de corrente na
abcissa # com relacao a densidade na superficie varia
com o parametro m, podendo mesmo ocorrer que a
densidade de corrente instantanea mude de sentido em
pontos da secdo transversal; (3) - A resisténcia efetiva
cresce com o parametro m e tem como consequéncia o
aumento da poténcia dissipada por efeito Joule, a qual
é minima[9] quando a corrente se distribui homogenea-
mente sobre a secdo transversal; (4) - & medida que o
parametro m aumenta a auto- indutancia do circuito
aumenta.

Em regime transiente alguns fatos interessantes
ocorrem: (1) Noinicio, a corrente comega a se estabele-
cer pela superficie do condutor e 4 medida que o tempo
flui, esta se distribui paulatinamente da superficie para
o centro, até que a distribuicao de corrente seja uni-
forme. Obviamente este fenomeno ocorre de forma mais
rapida ou lenta dependendo das caracteristicas elétricas
do condutor; (2) O condutor apresenta inicialmente
uma resisténcia muito grande até atingir no limite da
resisténcia para corrente constante.

Este mesmo raciocinio matematico pode ser esten-
dido a uma secao transversal retangular ou circular,
embora os calculos sejam mais elaborados.
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Figura 7. Densidade de corrente na segdo transversal para

t=1s, 1ms, 1pu.
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Figura 8. Variagdo da corrente como fungao do tempo
(a=0,02m e ¢ = 5,71 x 107. S/m).
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Figura 9. Variagdo da resisténcia efetiva como fungao do
tempo (¢=0,02m e 0 = 7,71 x 107. S/m).
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