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Mostra-se explicitamente que as velocidades relativas entre massas em colisdo relativista unidi-
mensional eldstica (e nao velocidades relativas calculadas em referenciais) sdao preservadas. Faz-se
também um estudo da colisdo relativistica unidimensional e uma breve incursio ao choque plano.

We show explicity that the relative velocity between masses in a unidimensional relativistic elastic
collision is preserved (but not the calculated relative velocities in various reference frames). A brief
study of the unidimensional relativistic collision is also made as well as a brief one of the plane

collision.

I Introducao

Recentemente em [1] chamou-se a atenc¢ao para a sim-
plicidade que pode ser introduzida na analise de co-
lisdes unidimensionais elasticas se usamos o principio
da reversibilidade, isto é, de que se as massas que se
chocaram voltassem a fazé-lo (o que aconteceria se ho-
vesse uma inversao na direcao das velocidades apds a
colisdo), as velocidades iniciais de antes do choque se-
riam reobtidas. Através deste principio se deduz logo
que no choque newtoniano eldstico o moédulo da velo-
cidade relativa entre as massas é conservado. Sera que
este resultado vale em Relatividade apesar das nao des-
preziveis mudanc¢as que as grandezas intervenientes so-
frem ao se adaptarem a ela? Mostraremos a seguir que
este é o caso, sempre que as velocidades relativas sejam
aquelas entre as massas em colisdo e nao as velocidades
relativas calculadas em sistemas de referéncia. Entre es-
ses somente o sistema do centro de massa (CM) exibe
aquela conservac¢ao, como mostraremos a seguir. Faze-
mos também um rapido estudo das imaginaveis colisoes
relativisticas unidimensionais e uma breve incursao ao
caso bidimensional.

1T Andlise relativistica de uma
colisao elastica unidimensio-
nal

II-1 No sistema do Laboratério

Recordemos que em Relatividade a massa m; é

funcao de sua velocidade v; através da bem conhecida
relagao

m; =% - Myo (1)
com

Vi= T (2)

onde m;p € a massa de repouso e ¢ a velocidade da luz.
O momento p; é

Pi = myv;. (3)

As massas em colisao serao denotadas por indices ae b e
as grandezas intervenientes depois do choque no sistema
do Laboratério serdo designadas com uma “linha”. (v/,
m/,, etc). Vide Fig.1.

Definimos que na colisao eldstica relativistica as
massas de repouso se conservam. As equacoes de con-

servacao da energia (ou de massa) e a do momento sdo

ma‘i‘mb:miz"i'mza (4)

o, [
MaVq + Mpvy = M v, + Myvy. (5)

As Eqs. 4 e 5, tendo em conta as defini¢coes nas
Egs. 1 e 2, seriam suficientes para determinar v/, e v,
porém devido a presenca de termos multiplicados por
Y (i = a,b,a’ e ') o sistema resulta muito pouco con-
vidativo do ponto de vista algébrico.
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Figura 1. Colisdo unidimensional de duas massas, mqo €
mpo, no referencial do Laboratoério, antes e depois do cho-
que. As massas dinamicas s3o respectivamente mg e mp
antes do choque e m/, e m}, depois do choque.

* *x I %

Va Vb vcl Vb

. - X ‘—‘ 4——.)( ‘——>
MY CM M’ Mg cM MY

Antes dacolis@o Depois da colis@o

Figura 2. Colisio unidimensional de duas massas, mqo €

mpo, no referencial do CM antes e depois do choque. As

massas dindmicas sao respectivamente m), e m; antes do
* 3k * 3k :

choque e m;" e m;* depois do choque.

I1.1 No sistema do Centro de Massa

No sistema do CM, Fig. 2, o problema é bem mais
simples. Chamemos agora de v}, e vj as velocidades no
referencial do CM antes da colisao e de v}* e vj™ as
velocidades depois da colisdo. Achemos, em primeiro
lugar, a velocidade V do CM. Por definigao ela é dada
por

MqVg + MpUp

(6)

Usando a conhecida férmula da adigao relativistica de

Mg + My

velocidades, obtemos para v} e vj no sistema do CM,

" va—V " Ub—V
vazl_vav szl_ﬂ' (7)

Relacoes analogas valem para as velocidades e v)* e
v;* depois do choque. Para uso futuro damos aqui as
expressoes das velocidades com que a particula b vé a
particula a, antes e depois do choque, vqp € v/, respec-

tivamente. Sao elas usando a férmula da adicao

* * *k *k
- Vg — Uy e v, = Vg — U (8)
ab — 1— vrvy ab — 1— Ryt
c? c?

As condi¢oes de conservagao de massa e de momento
no CM sao

my +my = mg" +my” (9)
mivs +miv; =0 (10)
myr st 4+ mptert =0, (11)

Combinando as Eqs. (9-11) e as defini¢oes nas Eqgs. 1
e 2, chega-se a
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- 1 — L

v**2 = v;:*2 : (12)
Vi-E -4

No caso newtonlano teriamos

G (13)
vy vE¥

equacao que considerada simultaneamente com a
equacao da conservagao da energia

*2 *2 * ok 2 * ok 2
Mao,~ + MpoVy~ = Maot, ~ + Myo vy (14)

leva a solucao trivial, ou seja

v, = =03t e vy = —up” (15)

Voltando a Eq. 12 vemos que a solucao trivial, Eq. 15,
deve ser também a sua soluc¢ao quando a Eq. 12 é con-
siderada simultaneamente com a Eq. 9 da conservagao
da energia. A solucao dada na Eq. 15 satisfaz ambas
equacoes Eqgs. 9 e 12, e, fisicamente, deve ser a unica.
Portanto, no CM, as velocidades sao simplesmente
invertidas no choque, exatamente como no caso new-
toniano. Considerando agora a Eq. 8, vemos que as
velocidades com que a particula b vé a particula a, an-
tes e depois do choque, vq; € vqp Tespectivamente, con-
servam seu modulo, como no caso newtoniano. Pela

v o= =0 - ),

Eq. 15 vemos que no CM, v} —
isto é, a velocidade relativa calculada no CM conserva
seu mddulo no choque. O mesmo nao ocorre nos outros
sistemas de referéncia, como no do Laboratério, como
veremos logo.

111 Estudo do choque rela-
tivistico no sistema do La-
boratdrio

Para o estudo do choque relativistico unidimensional no
sistema L, do Laboratorio, vamos considerar a situacao
mails simples e mais usual em que uma das particulas
estd inicialmente parada. Isto é, vy = 0 e vy > 0. A
velocidade do CM é agora

Vo= Mata (16)

Mg + Mpo

e as velocidades de a e b no CM sao antes do choque

* Vg — VO *
UV, = m € U, = —VO (17)

e depois do choque, de acordo com a Eq. 15
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vt = —v) e vyt = —up (18)

De posse desses resultados podemos agora retornar ao

sistema L e obter as velocidades finais ¢/, e v}, usando
a férmula da adic¢ao de velocidades

vt 4V —vp + W
e s D

Substituindo a Eq. 17 na Eq, 19 obtemos

Wy — vy — Lld 2V,
vfl:lomT;gevgzl—i—?/g. (20)

Notemos que na Eq. 16 comparece a massa dinamica
mg. Em termos da massa de repouso ela é

1
Vozva72 com p = meo (21)
14 /1 -2 a0
A velocidade relativa calculada no sistema L depois do
choque é
o5y
v, — v = —v, - (22)

\5 2v4 Vi Ve
(1 + c—g) (1 - 5t + 5
que nao conserva o médulo, ao contrario da velocidade

relativa real, Eq. 8, e a velocidade calculada no CM,
Eq. 15.

IV Resultados

As Egs. 20, tendo em conta as Eqs. 21, podem ser
estudadas em toda a f&}ixa r?lativistica usando-se as
velocidades reduzidas Z—Z e Z—Z, em funcao da veloci-
dade da particula incidente em termos da velocidade
da luz vs = wvs/e, tendo como parametro a relagao
entre as massas, g = mpo/Mqo. Analisando em se-
parado os casos extremos, isto é, o limite newtoniano
quando vy, — 0 e o limite extremo relativistico quando

Vgr — 1, obtemos no limite newtoniano

v, 1l—p v, 2

Za _ - P = - 23
Vg 1+ pu ¢ Vg 14+ u’ (23)
e no limite extremo relativistico
/ 1— 2 /
Ll S A (24)

ve 14 p? Vg

Vemos que, no limite extremo relativistico, a particula
inicialmente em repouso tendera sempre a adquirir a
velocidade limite ¢, independentemente do valor do

parametro u. Observa-se porém, que a convergencia
para ¢ da velocidade da particula b serd cada vez mais
lenta para valores crescentes de p. Por exemplo, para
Var = 0.99, temos Z—i =087Tsepu=>5e Z—i = 0.71
se g = 10. Os valores limite da Eq. 24 somente serao
atingidos para valores de vy, = “+ mais préximos da
unidade, para maiores valores de p.

Na Figs. 3 mostramos % e % como funcao de vg,
para alguns valores de p, respectivamente em tracejado
e linha cheia. Ve-se que para g = 1 o resultado re-
lativistico é igual ao newtoniano, isto é, a massa inci-
dente fica em repouso e a outra adquire a velocidade da
massa incidente. Deve ser observado que na realidade
o parametro p nao pode ter qualquer valor ja que as
particulas que atingem velocidades préximas da veloci-
dade da luz sao as particulas elementares da natureza
as quais tem massas de repouso caracteristicas. En-
tretanto graficos como o da Fig. 3, sao ilustrativos do
comportamento genérico esperado.
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Figura 3. Gréficos das velocidades reduzidas, -+ e &,
Va Va
no referencial do Laboratério, apds o choque, em fungao da
velocidade da particula incidente %, parametrizadas pelo

quociente das massas de repouso g = :Zbg. As linhas cheias

o
correspondem a massa a incidente e as linhas tracejadas a
massa b inicialmente em repouso. Vide o texto.

V Colisao bidimensional

Como bem discutido por Evans [2] hd conservacdo do
moédulo da velocidade no choque bidimensional no sis-
tema do CM. No caso relativistico, as Eqs. 9-11 va-
lem também se as velocidades v} e v}, e v3" e vi®
sao consideradas grandezas algébricas nas direcoes as-
sintoticas inicial e final, havendo uma deflexao © entre
estas dire¢oes (Fig. 4). Por argumentos andlogos ao
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caso unidimensional concluiremos que a Eq.12 serd sa-

tisfeita quando |[v}*| = |v| e |v3™*| = |vi].
Vi Vi
M’O/./
MZ* s
IV / * - MbO ,///
Vo C/Mf/ ] Mb Va y —?é/ /
o - -0 @ @& -
" e 7; M. CM P //EM
p Mb‘\ﬁ

Cotis@o no referencial do CM. Colis@o noreferencial do Laboratério.

Figura 4. Representacao assintética de uma colisio bidi-
mensional no CM e no referencial do Laboratério. A relagao
entre os angulos envolvidos nas dire¢Oes assintéticas das ve-
locidades sao dados pelas equagoes 26-29.

No CM as componentes das velocidades apds a co-
lisao serao
*ook

_ *
Vyy = U,sen0, v

* %

_ *
o = v, 080,

vy, = —Vosen®, vip = —VjcosO (25)

Usando as formulas de adi¢ao das velocidades obtemos

* Ve «
CvgsenOy\/1— 25 preosO + V) (26)

Ugy = =
ay V. ’ ar V. ’
1+ v; £cos© 1+ v} Fcos©
V2
. —Vosen©4/1 — -% , —Vhcos® + Vj
Vhy = , € Uy, = ——————,

1-— Z—gZCOS@ 1-— Z—gZCOS@
(27)

Os angulos de espalhamento, mais facilmente observa-
dos no laboratorio, estao dados por

/ /
v Uby

tand = —% e tanp = o

obtendo-se

br
V2
—vzsen@y/1 — ¢
tand =

vicos® + Vg

—Vosen®©4/1 — V—‘;
: c (28)

(1—cos®)Vy

A partir das Eqs. 28 pode-se encontrar © em fungao

bl

tany =

dos angulos de espalhamento ¥ e ¢ observados no La-
boratério. Encontra-se

tandtanp(Vy + o))

Vi

vk (tanp — tand)y/1 — —&

sen® =
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_ Votand + vitany
~ v*(tanp — tand)

cos® (29)
isto permite que combinando as Egs. 29 com as Egs.
21 e 17 e substituindo o resultado obtido nas Eqs. 26 e
27 possamos determinar as velocidades finais no Labo-
ratorio em funcao da velocidade inicial, as massas das
particulas e os angulos de espalhamento. Aqui, como
no choque bidimensional newtoniano, as leis de con-
servacao nao bastam para a determinacao do resultado
j4 que este depende de outros parametros (parametro
de impacto, tipo de interacao) que afinal determinam o
angulo de espalhamento.

VI Reversibilidade

!
ab>

Eq. 15, no caso relativistico, isto é, que a velocidade

Tivemos certo trabalho para concluir que v, = —v

com que b vé a é simplesmente invertida no choque. Se
admitido de inicio o principio da reversibilidade, no sis-
tema do Laboratério, provariamos, como feito em [1],

— /
sem esforco, que vgp = —vi,;.

!
ab>

tenticamente relativas, conservam o maédulo enquanto

Vale ressaltar aqui que vgp € v/, , as velocidades au-
que as velocidades relativas calculadas, por exemplo,
no sistema do Laboratdrio, Eq. 22, nao o conservam.
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