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Mostra-se explicitamente que as velocidades relativas entre massas em colis~ao relativista unidi-
mensional el�astica (e n~ao velocidades relativas calculadas em referenciais) s~ao preservadas. Faz-se
tamb�em um estudo da colis~ao relativ��stica unidimensional e uma breve incurs~ao ao choque plano.

We show explicity that the relative velocity between masses in a unidimensional relativistic elastic
collision is preserved (but not the calculated relative velocities in various reference frames). A brief
study of the unidimensional relativistic collision is also made as well as a brief one of the plane
collision.

I Introdu�c~ao

Recentemente em [1] chamou-se a aten�c~ao para a sim-
plicidade que pode ser introduzida na an�alise de co-
lis~oes unidimensionais el�asticas se usamos o princ��pio
da reversibilidade, isto �e, de que se as massas que se
chocaram voltassem a fazê-lo (o que aconteceria se ho-
vesse uma invers~ao na dire�c~ao das velocidades ap�os a
colis~ao), as velocidades iniciais de antes do choque se-
riam reobtidas. Atrav�es deste princ��pio se deduz logo
que no choque newtoniano el�astico o m�odulo da velo-
cidade relativa entre as massas �e conservado. Ser�a que
este resultado vale em Relatividade apesar das n~ao des-
prez��veis mudan�cas que as grandezas intervenientes so-
frem ao se adaptarem a ela? Mostraremos a seguir que
este �e o caso, sempre que as velocidades relativas sejam
aquelas entre as massas em colis~ao e n~ao as velocidades
relativas calculadas em sistemas de referência. Entre es-
ses somente o sistema do centro de massa (CM) exibe
aquela conserva�c~ao, como mostraremos a seguir. Faze-
mos tamb�em um r�apido estudo das imagin�aveis colis~oes
relativ��sticas unidimensionais e uma breve incurs~ao ao
caso bidimensional.

II An�alise relativ��stica de uma

colis~ao el�astica unidimensio-

nal

II-1 No sistema do Laborat�orio

Recordemos que em Relatividade a massa mi �e

fun�c~ao de sua velocidade vi atrav�es da bem conhecida
rela�c~ao

mi = 
i �mio (1)

com


i =
1q

1�
v2
i

c2

; (2)

onde mi0 �e a massa de repouso e c a velocidade da luz.
O momento pi �e

pi = mivi: (3)

As massas em colis~ao ser~ao denotadas por��ndices a e b e
as grandezas intervenientes depois do choque no sistema
do Laborat�orio ser~ao designadas com uma \linha". (v0a;
m0

a, etc). Vide Fig.1.
De�nimos que na colis~ao el�astica relativ��stica as

massas de repouso se conservam. As equa�c~oes de con-
serva�c~ao da energia (ou de massa) e a do momento s~ao

ma +mb = m0

a +m0

b; (4)

e

mava +mbvb = m0

av
0

b +m0

bv
0

b: (5)

As Eqs. 4 e 5, tendo em conta as de�ni�c~oes nas
Eqs. 1 e 2, seriam su�cientes para determinar v0a e v0b,
por�em devido �a presen�ca de termos multiplicados por

i (i = a; b; a0 e b0) o sistema resulta muito pouco con-
vidativo do ponto de vista alg�ebrico.
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Figura 1. Colis~ao unidimensional de duas massas, maO e
mbO, no referencial do Laborat�orio, antes e depois do cho-
que. As massas dinâmicas s~ao respectivamente ma e mb

antes do choque e m0

a e m0

b depois do choque.

Figura 2. Colis~ao unidimensional de duas massas, maO e
mbO, no referencial do CM antes e depois do choque. As
massas dinâmicas s~ao respectivamente m�

a e m�

b antes do
choque e m��

a e m��

b depois do choque.

II.1 No sistema do Centro de Massa

No sistema do CM, Fig. 2, o problema �e bem mais

simples. Chamemos agora de v�a e v�b as velocidades no

referencial do CM antes da colis~ao e de v��a e v��b as

velocidades depois da colis~ao. Achemos, em primeiro

lugar, a velocidade V do CM. Por de�ni�c~ao ela �e dada

por

V =
mava +mbvb
ma +mb

: (6)

Usando a conhecida f�ormula da adi�c~ao relativ��stica de

velocidades, obtemos para v�a e v�b no sistema do CM,

v�a =
va � V

1� vaV
c2

e v�b =
vb � V

1� vbV
c2

: (7)

Rela�c~oes an�alogas valem para as velocidades e v��a e

v��b depois do choque. Para uso futuro damos aqui as

express~oes das velocidades com que a part��cula b vê a

part��cula a, antes e depois do choque, vab e v0ab, respec-

tivamente. S~ao elas usando a f�ormula da adi�c~ao

vab =
v�a � v�b

1�
v�
a
v�
b

c2

e v0ab =
v��a � v��b

1�
v��
a
v��
b

c2

: (8)

As condi�c~oes de conserva�c~ao de massa e de momento

no CM s~ao

m�

a +m�

b = m��

a +m��

b (9)

m�

av
�

a +m�

bv
�

b = 0 (10)

m��

a v��a +m��

b v��b = 0; (11)

Combinando as Eqs. (9-11) e as de�ni�c~oes nas Eqs. 1

e 2, chega-se a

1�
v�
b

v�
aq

1�
v�2
b

c2

=
1�

v��
b

v��
aq

1�
v��2
b

c2

: (12)

No caso newtoniano ter��amos

v�b
v�a

=
v��b
v��a

(13)

equa�c~ao que considerada simultaneamente com a

equa�c~ao da conserva�c~ao da energia

ma0v
�2

a +mbOv
�2

b = maOv
��2

a +mbOv
��2

b (14)

leva �a solu�c~ao trivial, ou seja

v�a = �v��a e v�b = �v��b (15)

Voltando �a Eq. 12 vemos que a solu�c~ao trivial, Eq. 15,

deve ser tamb�em a sua solu�c~ao quando a Eq. 12 �e con-

siderada simultaneamente com a Eq. 9 da conserva�c~ao

da energia. A solu�c~ao dada na Eq. 15 satisfaz ambas

equa�c~oes Eqs. 9 e 12, e, �sicamente, deve ser a �unica.

Portanto, no CM, as velocidades s~ao simplesmente

invertidas no choque, exatamente como no caso new-

toniano. Considerando agora a Eq. 8, vemos que as

velocidades com que a part��cula b vê a part��cula a, an-

tes e depois do choque, vab e vab respectivamente, con-

servam seu m�odulo, como no caso newtoniano. Pela

Eq. 15 vemos que no CM, v�a � v�b = �(v��a � v��b ),

isto �e, a velocidade relativa calculada no CM conserva

seu m�odulo no choque. O mesmo n~ao ocorre nos outros

sistemas de referência, como no do Laborat�orio, como

veremos logo.

III Estudo do choque rela-

tiv��stico no sistema do La-

borat�orio

Para o estudo do choque relativ��stico unidimensional no

sistema L, do Laborat�orio, vamos considerar a situa�c~ao

mais simples e mais usual em que uma das part��culas

est�a inicialmente parada. Isto �e, vb = 0 e va > 0. A

velocidade do CM �e agora

V0 =
Mava

ma +mb0

(16)

e as velocidades de a e b no CM s~ao antes do choque

v�a =
va � V0

1� vaV0
c2

e v�b = �V0 (17)

e depois do choque, de acordo com a Eq. 15
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v��a = �v�a e v��b = �v�b (18)

De posse desses resultados podemos agora retornar ao

sistema L e obter as velocidades �nais v0a e v0b, usando

a f�ormula da adi�c~ao de velocidades

v0a =
�v�a + V0

1� v�
a
V0
c2

e v0b =
�v�b + V0

1�
v�
b
V0

c2

(19)

Substituindo a Eq. 17 na Eq, 19 obtemos

v0a =
2V0 � va �

vaV
2

0

c2

1� 2vaV0
c2

+
V 2

0

c2

e v0b =
2V0

1 +
V 2

0

c2

: (20)

Notemos que na Eq. 16 comparece a massa dinâmica

ma. Em termos da massa de repouso ela �e

V0 = va
1

1 + �

q
1�

v2
a

c2

com � =
mb0

ma0

: (21)

A velocidade relativa calculada no sistema L depois do

choque �e

v0a � v0b = �va

�
1� V 2

0

c2

�2
�
1 +

V 2

0

c2

��
1� 2vaV0

c2
+

V 2

0

c2

� (22)

que n~ao conserva o m�odulo, ao contr�ario da velocidade

relativa real, Eq. 8, e a velocidade calculada no CM,

Eq. 15.

IV Resultados

As Eqs. 20, tendo em conta as Eqs. 21, podem ser

estudadas em toda a faixa relativ��stica usando-se as

velocidades reduzidas
v0
a

va
e v0

b

vb
, em fun�c~ao da veloci-

dade da part��cula incidente em termos da velocidade

da luz var = va=c, tendo como parâmetro a rela�c~ao

entre as massas, � = mb0=ma0. Analisando em se-

parado os casos extremos, isto �e, o limite newtoniano

quando var ! 0 e o limite extremo relativ��stico quando

var ! 1, obtemos no limite newtoniano

v0a
va

=
1� �

1 + �
e

v0b
va

=
2

1 + �
; (23)

e no limite extremo relativ��stico

v0a
va

=
1� �2

1 + �2
e

v0b
va

= 1 : (24)

Vemos que, no limite extremo relativ��stico, a part��cula

inicialmente em repouso tender�a sempre a adquirir a

velocidade limite c, independentemente do valor do

parâmetro �. Observa-se por�em, que a convergência

para c da velocidade da part��cula b ser�a cada vez mais

lenta para valores crescentes de �. Por exemplo, para

var = 0.99, temos
v0
b

va
= 0:877 se � = 5 e

v0
b

va
= 0:71

se � = 10. Os valores limite da Eq. 24 somente ser~ao

atingidos para valores de var = va
c

mais pr�oximos da

unidade, para maiores valores de �.

Na Figs. 3 mostramos
v0
b

va
e

v0
b

va
como fun�c~ao de var

para alguns valores de �, respectivamente em tracejado

e linha cheia. Vê-se que para � = 1 o resultado re-

lativ��stico �e igual ao newtoniano, isto �e, a massa inci-

dente �ca em repouso e a outra adquire a velocidade da

massa incidente. Deve ser observado que na realidade

o parâmetro � n~ao pode ter qualquer valor j�a que as

part��culas que atingem velocidades pr�oximas da veloci-

dade da luz s~ao as part��culas elementares da natureza

as quais tem massas de repouso caracter��sticas. En-

tretanto gr�a�cos como o da Fig. 3, s~ao ilustrativos do

comportamento gen�erico esperado.

Figura 3. Gr�a�cos das velocidades reduzidas,
v
0

a

va
e

v
0

b

va
,

no referencial do Laborat�orio, ap�os o choque, em fun�c~ao da
velocidade da part��cula incidente va

c
, parametrizadas pelo

quociente das massas de repouso � = mb0

ma0
. As linhas cheias

correspondem �a massa a incidente e as linhas tracejadas �a
massa b inicialmente em repouso. Vide o texto.

V Colis~ao bidimensional

Como bem discutido por Evans [2] h�a conserva�c~ao do

m�odulo da velocidade no choque bidimensional no sis-

tema do CM. No caso relativ��stico, as Eqs. 9-11 va-

lem tamb�em se as velocidades v�a e v�b , e v��a e v��b
s~ao consideradas grandezas alg�ebricas nas dire�c~oes as-

sint�oticas inicial e �nal, havendo uma de
ex~ao � entre

estas dire�c~oes (Fig. 4). Por argumentos an�alogos ao
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caso unidimensional concluiremos que a Eq.12 ser�a sa-

tisfeita quando jv��a j = jv�aj e jv
��

b j = jv�b j.

Figura 4. Representa�c~ao assint�otica de uma colis~ao bidi-
mensional no CM e no referencial do Laborat�orio. A rela�c~ao
entre os ângulos envolvidos nas dire�c~oes assint�oticas das ve-
locidades s~ao dados pelas equa�c~oes 26-29.

No CM as componentes das velocidades ap�os a co-

lis~ao ser~ao

v��ay = v�asen�; v��ax = v�acos�;

v��by = �V0sen�; v��bx = �V0cos� (25)

Usando as f�ormulas de adi�c~ao das velocidades obtemos

v0ay =
v�asen�

q
1�

V 2

0

c2

1 + v�a
V0
c2
cos�

; v0ax =
v�acos� + V0

1 + v�a
V0
c2
cos�

; (26)

v0by =
�V0sen�

q
1�

V 2

0

c2

1�
V 2

0

c2
cos�

; e v0bx =
�V0cos� + V0

1�
V 2

0

c2
cos�

;

(27)

Os ângulos de espalhamento, mais facilmente observa-

dos no laborat�orio, est~ao dados por

tan# =
v0ay
v0ax

e tan' =
v0by
v0bx

obtendo-se

tan# =
�v�asen�

q
1�

V 2

0

c2

v�acos� + V0
;

e

tan' =
�V0sen�

q
1�

V 2

0

c2

(1� cos�)V0
; (28)

A partir das Eqs. 28 pode-se encontrar � em fun�c~ao

dos ângulos de espalhamento # e ' observados no La-

borat�orio. Encontra-se

sen� =
tan#tan'(V0 + v�a)

v�a(tan'� tan#)

q
1�

V 2

0

c2

e

cos� =
V0tan#+ v�atan'

v�a(tan' � tan#)
(29)

isto permite que combinando as Eqs. 29 com as Eqs.

21 e 17 e substituindo o resultado obtido nas Eqs. 26 e

27 possamos determinar as velocidades �nais no Labo-

rat�orio em fun�c~ao da velocidade inicial, as massas das

part��culas e os ângulos de espalhamento. Aqu��, como

no choque bidimensional newtoniano, as leis de con-

serva�c~ao n~ao bastam para a determina�c~ao do resultado

j�a que este depende de outros parâmetros (parâmetro

de impacto, tipo de intera�c~ao) que a�nal determinam o

ângulo de espalhamento.

VI Reversibilidade

Tivemos certo trabalho para concluir que vab = �v0ab,

Eq. 15, no caso relativ��stico, isto �e, que a velocidade

com que b vê a �e simplesmente invertida no choque. Se

admitido de in��cio o princ��pio da reversibilidade, no sis-

tema do Laborat�orio, provar��amos, como feito em [1],

sem esfor�co, que vab = �v0ab.

Vale ressaltar aqui que vab e v
0

ab, as velocidades au-

tenticamente relativas, conservam o m�odulo enquanto

que as velocidades relativas calculadas, por exemplo,

no sistema do Laborat�orio, Eq. 22, n~ao o conservam.
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