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Neste trabalho, baseados na regra de quantiza�c~ao de Bohr-Sommerfeld e nos efeitos de tunelamento,
mostramos que �e poss��vel estimar o espectro de energia de po�cos de potencial �nitos por meio do
comportamento do espectro de um po�co in�nito equivalente.

In this work based on Bohr-Sommerfeld quantization rule and wave function tunneling e�ects, we
show that it is possible to estimate the energy levels of a �nite con�ning potential well comparing
the energy spectrum of this one with the behavior of the spectrum of an in�nite well.

I Introdu�c~ao

Em geral, nos cursos introdut�orios de f��sica moderna
n~ao �e uma tarefa f�acil introduzir o conceito de tune-
lamento. Acreditamos que isto se deva em parte �a
ausência de uma analogia clara1 deste fenômeno com
outros da mecânica cl�assica. Aqui vamos tentar mostrar
que a id�eia de comprimento de tunelamento pode ser
vista como uma escala natural de medida de distância
espacial. Por outro lado, certos problemas em f��sica po-
dem ter seu estudo facilitado por meio de teorias pertur-
bativas. Em geral, na teoria de Rayleigh-Schr�odinger
modelamos o potencial relacionado ao problema real
como sendo um potencial exatamente sol�uvel super-
posto a uma pequena perturba�c~ao. Aqui veremos que
estes conceitos podem tamb�em ser estendidos �as te-
orias semi-cl�assicas. Para tanto, faremos um estudo
do espectro de energia de po�cos �nitos utilizando as
id�eias do modelo de mecânica quântica de Bohr para a
quantiza�c~ao de movimentos peri�odicos. Com isto, mos-
traremos que o problema de determina�c~ao do espectro
de energias mais baixas de po�cos �nitos �e an�alogo ao
c�alculo dos mesmo n��veis de energia de um po�co mais
largo por�em delimitado por barreiras mais altas. Para
tanto, �e necess�ario que o conceito e os efeitos de tu-
nelamento sejam introduzidos como novas escalas de
comprimento associadas ao problema.

Este trabalho est�a organizado da seguinte forma.
Na segunda Se�c~aII exporemos as id�eias b�asicas re-
lacionadas �a teoria semi-cl�assica de perturba�c~ao na
forma. Nas se�c~oes posteriores estudaremos dentro deste
contexto três classes distintas de potenciais a saber:
Harmônico, retangular e triangular. Por �m, �nalizare-
mos o trabalho fazendo um resumo de nossos principais
resultados.

II O modelo semi-cl�assico

Neste trabalho vamos admitir que uma part��cula de
massa m seja con�nada por um potencial da forma:

V (x) =
~
2

2mL2
V0 �(x � x0) (1)

Sendo � uma fun�c~ao da posi�c~ao da part��cula e as
grandezas positivas V0 e L representando respectiva-
mente escalas apropriadas de energia e comprimento.
Al�em disto, sem perda de generalidade vamos admitir
que x0 seja um ponto onde o potencial e a for�ca sejam
nulos. Desta forma, estamos interessados em obter es-
timativas para as auto-energias associadas �a seguinte
equa�c~ao de Schr�odinger unidimensional e independente
do tempo:

1Achamos que o conceito de ondas evanescentes comumente abordado em livros-texto n~ao �e muito apropriado para esta tarefa.
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� ~
2

2m

d2 n
dx2

+
~
2

2mL2
V0 �(x� x0) n =

~
2

2mL2
"n  n

�1 < x <1 (2)

onde temos associadas �as auto-fun�c~oes  n(x), as respec-
tivas escalas "n de auto-energias (em unidades reduzi-
das). Al�em disso, como V0 �e �nito, existe um n�umero
�nito nmax+1 de estados ligados, de tal forma que n =
0; 1; :::; nmax. Para fazermos uma an�alise semi-cl�assica
�e conveniente reescrever a equa�c~ao diferencial(2) da se-
guinte forma:

d2 n
dx2

+ k2n(x)  n = 0 ; �1 < x <1; (3)

onde de�nimos kn o momento efetivo como

kn(x) �
p
"n � V0 �(x� x0)

L
; x1("n) � x � x2("n);

(4)

sendo x2;1("n) os pontos de retorno cl�assicos, ou seja,
s~ao os zeros do momento efetivo (kn(x2;1) = 0 ). A
regra de quantiza�c~ao de Bohr-Sommerfeld [1] nos diz
que

x2Z
x1

dx kn(x) = (n+
1

2
) � : (5)

Em geral, a regra de quantiza�c~ao(5) d�a origem
a equa�c~oes transcendentais cujos zeros s~ao os valores
poss��veis para as auto-energias "n. Al�em disso, �e in-
teressante notar da Fig. 1, que a �area hachurada sob
a curva kn vale (n + 1=2)�. Portanto para um dado
valor de "n, pode haver diferentes curvas passando por
pontos de retorno pr�oximos a x2;1, tais que sua �area
tamb�em seja (n+1=2)�. Para entendermos isto melhor
vamos olhar para a s�erie de Taylor de kn(x) em torno
de x0, a saber:

c

kn(x) � L�1
p
"n

 
1� 1

4"n

�
V0

d2�

dx2

�����
x0

(x� x0)2 + O(x� x0)
3

!
: (6)

d

Figura 1. Comportamento do momento efetivo kn. Observe
que kn, possui um m�aximo em x0 e zeros em x2;1. A regra
de quantiza�c~ao de Bohr-Sommerfeld(5) a�rma que a �area
hachurada acima vale (n + 1=2)�.

Desta forma uma vez que o valor de "n �e adotado
como �xo, curvas com a propriedade de preserva�c~ao de
�area acima citada devem ter o termo entre colchetes
da expans~ao em Taylor(6) bastante semelhantes. Em
outras palavras, para que isto ocorra �e necess�ario que
o produto da barreira de potencial pela curvatura do
mesmo na vizinhan�ca de x0 varie pouco. Por exemplo,
sabemos que os valores das auto-energias associadas a
po�cos quânticos crescem �a medida que os valores carac-
ter��sticos das larguras efetivas destes po�cos decrescem.
Por�em, isto tamb�em ocorre quando a altura das barrei-

ras que delimitam o po�co crescem. Ou seja, do ponto
de vista do espectro, existe um mecanismo competitivo
entre a largura de po�cos versus a altura de barreiras.
Este fato nos permite introduzir um procedimento sis-
tem�atico de c�alculo de espectro de energia baseado em
perturba�c~ao na forma do potencial. Por exemplo, para
um dado valor espec���co de auto-energia associada a
um po�co �nito podemos tamb�em associ�a-la a um po�co
in�nito por�em mais largo. Sendo que esta nova escala
de largura do po�co ser�a delimitada pelo comprimento de
tunelamento � (veja a Fig. 2)). Obviamente, este proce-
dimento n~ao �e �unico. Entretanto, muitas vezes o fato da
barreira de potencial ser ilimitada introduz condi�c~oes
de contorno que facilitam a resolu�c~ao do problema. A
Fig. 2 compara o potencial V0�(x) com o potencial
modelador U0�(x). Suponha, por outro lado, que seja
invi�avel uma resolu�c~ao exata ou mesmo semi-cl�assica do
problema real V0�(x), entretanto isto n~ao ocorra para
o potencial modelador U0�(x). Desta forma, admita-
mos por exemplo que no limite de U0 ! 1, possamos
aplicar a regra de quantiza�c~ao(5) ao potencial U0�(x)
para estimar uma dada auto-energia sua. Sendo as-
sim, podemos tamb�em estimar o espectro associado ao
problema real V0�(x) de po�co de profundidade �nita
contanto que sejam adicionadas �as escalas de compri-
mento do problema modelado o comprimento de tu-
nelamento � (veja Fig.2). Uma vez que obteve-se ex-
plicitamente "n(�) aplicando-se a Eq.(5) ao potencial
modelador U0�(x), a Fig. 2 sugere que uma estimativa
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para o comprimento de tunelamento � �e a solu�c~ao da
seguinte equa�c~ao transcedental

� ! �n � x0
2
("n) � x2("n): (7)

Figura 2. O espectro de um po�co de profundidade V0 pode
ser interpretado como sendo o espectro de um po�co U0 mais
profundo por�em com uma `largura efetiva' maior devido ao
tunelamento da fun�c~ao de onda.

No caso de po�cos �nitos por�em discont��nuos nos
pontos x = xd, essas id�eias podem tamb�em serem apli-
cadas. Para tanto, �e necess�ario se utilizar uma regra
de quantiza�c~ao similar �a Eq.(5) aplic�avel ao caso de
potenciais discont��nuos. Tal equa�c~ao �e expressa como
[2]

x2Z
x1

dx kn(x) = � lim
�!0

X
d

arctan

�����kn(xd � �)

kn(xd + �)

����
�

+

�
n+

3

4

�
� : (8)

N�os abordamos com essas id�eias problemas de po�cos
de potenciais �nitos com formas simples tais como pa-
rab�olica, retangular e triangular. A seguir exibiremos
estes resultados em mais detalhes.

III Comparando o oscila-

dor harmônico com o

potencial tanh2(x)

Neste trabalho, de�nimos como potenciais cont��nuos
aqueles que com exce�c~ao da origem x = 0 (que por ven-
tura pode se tornar um eixo de simetria de invers~ao)
s~ao em todo restante do eixo real fun�c~oes in�nitamente
diferenci�aveis (C1). Em caso contr�ario, dizemos que o
potencial �e discont��nuo, e se torna necess�ario se impor
como condi�c~ao de contorno a continuidade da fun�c~ao de
onda e sua derivada nestes pontos de discontinuidade.

Vamos inicialmente analisar o problema de uma
part��cula sujeita ao potencial dado por

�(x) =

� 1 x < 0
tanh2(x=s) 0 < x <1;

(9)

onde s �e o alcance do potencial. Para resolvermos o
problema acima[3] �e conveniente fazermos a mudan�ca
de vari�avel � = tanh(x=s) na equa�c~ao diferencial(3),
obtendo

c
d

d�

��
1� �2

� d n
d�

�
+
� s
L

�2 �
V0 � (V0 � "n)

1� �2

�
 n = 0 ; �1 < x < 1: (10)

Observando que a Eq. (10) �e a equa�c~ao diferencial das fun�c~oes associadas de Legendre e que al�em disso, tamb�em
temos que impor a condi�c~ao de contorno que  n se anule na origem, segue-se ent~ao que as auto-energias s~ao dadas
por

"n =
2

(s=L)2
(2n+ 3=2)

p
V0(s=L)2 + 1=4� 1

(s=L)2
[2(n+ 1)(2n+ 1) + 1=2] : (11)

d

Por outro lado, segue da regra de quantiza�c~ao (5)
que "n satisfaz

"n =
2
p
V0

(s=L)
(2n+ 1)

�
1� (2n+ 1)

2(s=L)
p
V0

�
: (12)

Uma vez que V0 �e �nito, a distância entre n��veis
consecutivos diminui a medida que n cresce. Este tipo
de comportamento nos permite estimar nmax, ou seja,

admitindo que nmax �e um ponto cr��tico da Eq.(12) ob-
temos que

nmax � s
p
V0 � 1

2
: (13)

Para V0 = 200 e s = L, a Fig. 3 mostra todos
os poss��veis n��veis de energia(11). �E interessante notar
que para estes valores de V0 e s, a Eq.(13) fornece que
nmax � 6:57. Comparando os resultados num�ericos nos
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casos exato (11) e semi-cl�assico (12), vemos, da tabela
1, que �a medida que n cresce os dois resultados se apro-
ximam. Isto �e um comportamento t��pico dos resultados
semi-cl�assicos, uma vez que a aproxima�c~ao((5) �e t~ao
melhor quanto mais afastados estejam os pontos de re-
torno x1 e x2. Por outro lado, do ponto de vista de suas
f�ormulas expl��citas, comparando o resultado exato (11)
com o resultado semi-cl�assico (12), vemos que no caso
de po�cos muito profundos ou largos, que este �ultimo re-
sultado pode ser interpretado como o limite assint�otico
do primeiro (veja a tabela 1) para mais detalhes). Al�em
disso para po�cos muito profundos (V0 !1), podemos
notar de (12) que a separa�c~ao entre n��veis consecutivos
�e quase constante. Este fato sugere que neste limite
podemos modelar o comportamento do potencial (9)
como o de um oscilador harmônico do tipo:

�(x) =

� 1 x < 0
(x=r)2 0 < x <1 (14)

Figura 3. Per�l do potencial (9) e seus respectivos n��veis de
energia (11) para V0 = 200 e s = L:

n "Exaton "BSn Erro(%)

0 39.95291510 27.28427124 31.70893495
1 86.55680190 75.85281371 12.36643216
2 125.1606887 116.4213562 6.982489942
3 155.7645755 148.9898987 4.349305212
4 178.3684623 173.5584411 2.696676945
5 192.9723491 190.1269836 1.474493892
6 199.5762359 198.6955261 0.441289914

Tabela 1: Compara�c~ao das auto-energias para V0 = 200 e

s = L, com o resultado exato "Exaton (veja Eq.(11)) com o

resultado semi-cl�assico "BSn dado pela Eq.(12). Observe na

�ultima coluna que o erro relativo entre os dois resultados

decresce �a medida que n cresce.

Desta forma, uma vez que no caso do oscilador
harmônico os resultados exato e semi-cl�assico coinci-
dem, segue que as auto-energias devem satisfazer a
equa�c~ao

"n =
2
p
V0

(r=L)
(2n+ 1): (15)

Portanto, para uma dada auto-energia "n, a solu�c~ao
de (15), se adotarmos r ! rn = s + �n. Segue de (7)
que neste caso particular, uma estimativa para o com-
primento de tunelamento �e dada por

�n � s "n=(2V0): (16)

Figura 4. Potenciais (9) com o modelador (14). Para os es-
tados a) Fundamental e b) Primeiro Excitado com V0 = 200
e s = L:

Vemos que (12) e (15) possuem o mesmo compor-
tamento assint�otico quando V0 !1. Isto signi�ca que
para obtermos o espectro, podemos resolver simultane-
amente Eqs.(15 e 16) ao inv�es de resolvermos Eq.(12).
Certamente isto se tornaria extremamente �util caso n~ao
fosse poss��vel se obter explicitamente (12) ou (11). Para
V0 = 200 e s = L, as Figs. 4a e b mostram para o
estado fundamental e primeiro estado excitado respec-
tivamente os poss��veis potenciais modeladores do tipo
oscilador harmônico (14). Note-se, como era de se espe-
rar, que em ambos os casos os potenciais modeladores
s~ao mais 'largos' que o potencial �nito(9). Passemos
agora a aplicar estas id�eias a potenciais discont��nuos.

IV Os potenciais �nitos retan-

gular e triangular

Inicialmente para analisar estes dois tipos de potenci-
ais �e conveniente se introduzir um fator �2 nas escalas
de energia, de forma que as equa�c~oes de Schr�odinger
(2) e momento efetivo kn (veja a Eq.(4)) passam a ser
respectivamente reescritas como

� ~
2

2m

d2 n
dx2

+
~
2�2

2mL2
V0 �(x � x0) n =

~
2�2

2mL2
"n  n

�1 < x <1; (17)
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com

kn(x) � �

p
"n � V0 �(x� x0)

L
x1("n) � x � x2("n): (18)

Sendo assim, de�nimos o potencial retangular �nito
como

�(x) =

�
0 ; jxj < s=2
V0 ; jxj > s=2

: (19)

Como este potencial �e par, suas auto-fun�c~oes pos-
suem paridade de�nida. Isto introduz a �util condi�c~ao
de contôrno que as auto-fun�c~oes ��mpares e a primeira
derivada das pares devam se anular na origem. Desta
forma exigindo tamb�em a continiudade da derivada lo-
gar��tmica de  n em x = s=2 ou em x = �s=2, pode-se
mostrar [1] que o espectro �e solu�c~ao da seguinte equa�c~ao
transcedental �e dada por

s

L

p
"n +

2

�
arctan

 
1=

r
V0
"n
� 1

!
= (n + 1)�

n = 0; 1; :::; ns
max

(20)

No caso de aplicarmos a regra de quantiza�c~ao(8)
obtemos um resultado an�alogo �a (20) onde troca-se
(n + 1) ! (n + 3=4). Nos dois casos, uma maneira
mais conveniente de se escrever (20) �e a seguinte

"n(V0) =
(n+ 1)2�2

s2

�
s

s+ 2`n

�2
; (21)

onde de�nimos uma escala de comprimento `n dada por

`n(V0) � L

�
p
"n

arctan

 
1=

r
V0
"n
� 1

!
: (22)

Observe que no limite de V0 ! 1, `n �e da mesma
ordem do comprimento de tunelamento (7) (veja Fig.2)
ou seja

`n � L

�
p
V0 � "n

=
L

s
�n: (23)

Um vez que `n ! 0 quando V0 !1, ent~ao pode-
mos neste limite reescrever (21) como

"n(V0) � (n+ 1)2�2

(s + 2�n L=s)2
: (24)

A Eq.(24) acima pode ser interpretada como o es-
pectro de energia de um po�co in�nito por�em com uma
largura �n(L=s)+s+�n(L=s), onde cada fator proporci-
onal a �n deve-se ao tunelamento da fun�c~ao de onda nas
duas regi~oes classicamente proibidas �1 < x � �s=2
e s=2 < x � 1.

Observe que com isto para os n��veis de mais baixa
energia podemos fazer uma estimativa rudimentar para
o espectro, como sendo

"n(V0) � (n+ 1)2�2�
s + 2 L=

�
�

q
V0 � [(n+ 1)�=s]2

��2
com n� ns

max
: (25)

De forma an�aloga podemos estudar o problema de
um po�co triangular �nito. Neste caso, de�nimos o po-
tencial da seguinte forma

�(x) =

�
2V0 jxj=t para jxj < t=2
V0 para jxj > t=2:

(26)

Novamente o potencial �e par e t �e seu alcance.
Por�em neste caso as fun�c~oes de onda com paridade de-
�nida s~ao combina�c~oes lineares de fun�c~oes regulares Ai
e irregulares (no in�nito) Bi de Airy [4]. Desta forma,
usando a simetria das auto-func~oes do problema e exi-
gindo a continuidade da sua derivada logar��tmica em
x = t=2, o espectro de energia tem que satisfazer a
seguinte equa�c~ao transcendental

c

3

r
2�2V0

L

t

�
Ai0(n(x))� �nBi0(n(x))

Ai(n(x))� �nBi(n(x))

�����
x=t=2

= ��
p
V0 � "n; (27)

onde de�nimos n(x) � 3

p
2�2V0L=t (x� t "n=V0) e,

�n � 1

2

�
(1 + (�1)n) Ai0(n(0))

Bi0(n(0))
+ (1� (�1)n) Ai(n(0))

Bi(n(0))

�
; (28)

d

Em geral, a solu�c~ao num�erica de (27) n~ao �e uma ta-
refa trivial. Por�em aplicando-se a regra de quantiza�c~ao
(8) ao potencial (26) obt�em-se um resultado relativa-
mente simples para o espectro, a saber "n �

�
3

2

V0
(t + 2`n)

�2=3 �
n+

3

4

�2=3
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com n = 0; 1; :::; nt
max

; (29)

onde `n �e descrito pela Eq.(23). De forma an�aloga ao
problema do po�co retangular, podemos interpretar (29)
como sendo as auto-energias associadas a um po�co tri-
angular in�nito por�em com sua largura efetiva t + 2`n
mais larga que o caso �nito. Essa diferen�ca entre largu-
ras deve-se �a penetra�c~ao da fun�c~ao de onda nas regi~oes
classicamente proibidas. Al�em disso para ambos os ti-
pos de po�cos tanto retangular como triangular, usando-
se as f�ormulas semi-cl�assicas acima podemos estimar os
seus respectivos n�umeros m�aximos de estados ligados,
ns
max

e nt
max

, tais que

ns
max

� 2 s
p
V0 � 1; (30)

nt
max

� 4

3
t
p
V0 � 3

2
: (31)

Comparando (30) com (31), vemos que para po�cos
de mesmas larguras e alturas, o po�co retangular per-
mite a existência de mais estados ligados que o trian-
gular. Isto deve-se �a varia�c~ao com a energia dos pontos
de retorno associados ao po�co triangular, fato este que
n~ao ocorre no caso retangular. A Fig. 5 compara os
n��veis de energia de po�cos retangular com triangular
que possuem barreiras de mesma altura (V0) e largura
(t = s = L). Os s��mbolos com formas quadradas e tri-
angulares representam os resultados semi-cl�assicos que

s~ao dados respectivamente pelas Eqs.(24 e 29) enquanto
que as barras verticais s~ao os resultados num�ericos exa-
tos obtidos resolvendo-se (20) e (27) respectivamente.
Observe que neste casos, ns

max
= 27 > nt

max
= 17 con-

�rmando os resultados semi-cl�assicos dados em (30) e
(31).

V Conclus~ao

Neste trabalho, atrav�es de argumentos semi-cl�assicos,
mostramos que �e poss��vel se estimar o espectro de po�cos
�nitos modelando-os por potenciais tamb�em con�nan-
tes com larguras efetivas maiores, por�em cujas barreiras
possam ser in�nitas. Este acr�escimo na largura do po�co
modelador deve-se basicamente �a penetra�c~ao da fun�c~ao
de onda nas regi~oes classicamente proibidas. Com es-
sas id�eias, abordamos problemas de po�cos de poten-
ciais �nitos com formas simples tais como parab�olica,
retangular e triangular. Estes resultados se mostra-
ram bastante simples e satisfat�orios quando compara-
dos com os resultados exatos descritos em geral em ter-
mos de fun�c~oes especiais. Desta forma, acreditamos que
a metodologia semi-cl�assica aqui proposta seja uma pe-
quena contribui�c~ao para uma compreens~ao pedag�ogica
dos mecanismos inerentes da mecânica quântica como
por exemplo, o tunelamento. Este trabalho tem apoio
parcial das agências de fomento CNPq e FAPERJ.

Figura 5. N��veis de energia de po�cos retangular com triangular com barreiras de mesma altura (V0) e largura (t = s = L).
Os quadrados, os triângulos e as barras verticais representam os resultados semi-cl�assicos e exatos dados respectivamente
pelas Eqs.(24, 29) e Eqs.(20, 27). V0 = 200 e s = L.
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