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Neste artigo, vamos obter as relagdes termodinamicas de Maxwell usando o formalismo das formas

diferenciais.

In this article, we obtained the Maxwell’s thermodynamics relations by using the differential forms.

I Introducao

Em 1870, o fisico e matematico escocés James Clerk
Maxwell (1831-1879) publicou o livro intitulado Theory
of Heat, no qual deduziu relacoes entre as variaveis ter-
modinamicas (na notacdo atual) pressdo (P), volume
(V), entropia (S5), temperatura (7), nimero de moles
(N), potencial eletroquimico (¢), e suas derivadas par-
cials.

Essas relacoes, conhecidas desde entao como as
relagoes de Maxwell, foram deduzidas por Maxwell
usando argumentos geométricos baseado no diagrama
de eixos ortogonais pressio — volume (P — V), dia-
grama esse que havia sido idealizado pelo fisico frances
Benoit Pierre Emile Clapeyron (1799-1864), em 1834,
para representar as transformacoes termodinamicas so-
fridas pelos gases.

A aplicacao da Geometria a Termodinamica re-
alizada por Maxwell foi logo estendida pelo fisico
norte-americano Josiah Williard Gibbs (1839-1903), em
1873, ao representar as propriedades termodinamicas
das substancias por intermédio de superficies entropia-
volume-temperatura e os respectivos diagramas tipo
“clapeyrianos”: entropia x temperatura (S—T'), entro-
pia — volume (S—V), e volume — temperatura (V —T).

O estudo analitico das superficies feito pelo ma-
tematico francés Adrien Marie Legendre (1752-1833),
em 1787, por intermédio de uma transformacao ma-
tematica, conhecida a partir dai como transformada de
Legendre, bem como o estudo das derivadas parciais,
permitiu a demonstracao das relacoes de Maxwell co-
nhecidas hoje (vide, por exemplo, o livro do Callen ci-
tado nas Referéncias).

O teorema demonstrado, em 1909, pelo matematico
alemao Constantin Carathéodory (1873-1950) sobre

formas diferenciais, acrescido da pesquisa sistematica
sobre tais formas realizada pelo matematico francés Elie
Cartan (1869-1951), na década de 1920, permitiram es-
tudos posteriores sobre esses entes matematicos, que
levaram a formulagdao axiomatica da Termodinamica,
inclusive as relacoes de Maxwell. Veja-se, por exem-
plo, o texto de Bamberg e Sternberg, mencionado nas
Referencias.

Neste artigo, demonstraremos algumas das relagoes
de Maxwell listadas no livro do Callen usando as formas
diferenciais, cujos principais resultados sao apresenta-
dos no Apéndice.

II Relacoes Termodinamicas de
Maxwell

Tendo em vista que o objetivo deste artigo é apenas
demonstrar as relagoes de Maxwell por intermédio das
formas diferenciais, usaremos as expressoes diferenciais
(transformada de Legendre) entre as fun¢des ou poten-
ciais termodinamicos [energia interna U; entalpia H;
energia livre (fungdo de Helmholtz) F'; entalpia livre
(funcdo de Gibbs) (G] convenientes para a obtencao de
qualquer uma daquelas relacoes, sem qualquer demons-
tracao prévia da transformada correspondente.

Segundo a Teoria das Equagoes Diferenciais, dada
uma determinada fun¢do (f) expressa em termos de
(n+1) varidveis independentes, existem n(n+1)/2 pares
separados de derivadas segundas parciais dessa mesma
funcao. Portanto, para cada potencial termodinamico
usado neste texto, teremos n(n+ 1)/2 relagdes de Max-
well.

Assim, considerando-se cada potencial termo-
dinamico como funcao de trés variaveis termodinamicas
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independentes (vide Ref. 3), entdo, para cada par des-
sas variaveis haverd, de acordo com o que afirmamos dU = TdS — PdV + pu dN (2.1.1)
acima, trés relagoes de Maxwell. Demonstraremos sem-
pre uma dessas relac¢oes, deixando-se a demonstracao

das demais para o leitor interessado. I1.1.1 Relacoes de Maxwell correspondentes ao

I1.2 Fungao Energia Interna U(S, V, N) par (5, V)

Neste caso, a transformada de Legendre correspon- Para esse par de varidveis independentes, teremos
dente serd dada por (vide Ref. 3): (nesse caso N = constante):
|
orT orT
ar d d 2.1.1.1
(5,V) = (gglvndS +(557)sndV, ( )
0P 0P
dP d d 2.1.1.2
(5,V) = (5g)vndS + (577)sndV, ( )
0 p 0 u
du(S,V S dv. 2.1.1.3
w8, V) = (5 )vndS + (57)s.v ( )

Calculando-se a diferenciacao exterior da expressdo (2.1.1) por intermédio da expressido (A.2.1b) e usando-se
o Lema de Poincaré [expressao (A.2.1c)], resultard (lembrar que os potenciais e as varidveis termodinamicas sdo
0-formas e que dN = 0):

ddU =dT'ANdS+T ANddS —dPAdV — PAddV =0 —  dT'AdS =dP AdV. (2.1.1.4)

Usando-se as expressoes (2.1.1.1,2) na expressdo (2.1.1.4) e considerando-se as expressdes (A.1.2d,e), vira:

oT oT oP P
[(6S)VN dsS + (6V)SNdV]AdS: [(6S)VN ds + (6V)5Ndv]/\dv —
oT 0P orT 0P

I1.2 Fung¢ao Energia Interna U(S, V, p)

Neste caso, a transformada de Legendre correspondente serd dada por (vide Callen):

dU = TdS — PdV — Ndp. (2.2.1)

I1.2.1 Relacoes de Maxwell correspondentes ao par (S, V)

Para esse par de varidveis independentes, teremos (nesse caso i = constante):

T

AT(5,V) = (5g)vudS + (577)5,udV, (2.2.1.1)
g P a P

P(S,V) = (5g)vudS + (577)5,udV, (2.2.1.2)
d N a N

NS V) = (g vudS + (57)sudV (2.2.1.3)

Calculando-se a diferenciacdo exterior da expressao (2.2.1) por intermédio da expressdo (A.2.1b) e usando-se o
Lema de Poincaré [expressdo (A.2.1¢)], resultard (lembrar que dy = 0):

ddU =dT'ANdS+T ANddS —dPAdV — PAddV =0 —  dT'AdS =dP AdV. (2.2.1.4)

Usando-se as expressoes (2.2.1.1.2) na expressio (2.2.1.4) e considerando-se as expressdes (A.1.2d,e), vira:

oT oT o P J P
[(ﬁ)‘/,uds+ (W)S,udV] AdS = [(ﬁ)v,u ds + (6 V)Su dVIANdV  —
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T 0P orT 0P
(W)Syudv A dS = —(ﬁ)vyudv A dS — (6—)S’u = _(—)VV/“’L (2215)

I1.3 Fungao Energia Interna U(T, V., p)

Neste caso, a transformada de Legendre correspondente serd dada por (vide Ref.3):

dU = —SdT — PdV — Ndp . (2.3.1)

I1.3.1 Relacoes de Maxwell correspondentes ao par (T, p)

Para esse par de varidveis independentes, teremos (nesse caso V = constante):

J S
dS(T, p) = (g5 )uvdT + (W)T,Vdﬂ, (2.3.1.1)
0P 0P
dP(T, p) = (G buydl + (W)T,Vdﬂ , (2.3.1.2)
0N N

Calculando-se a diferenciacdo exterior da expressao (2.3.1) por intermédio da expressdo (A.2.1b) e usando-se o
Lema de Poincaré [expressao (A.2.1¢)], resultard (lembrar que dV = 0):

ddU = —dSAdT — SAddT —dN Adp — N Addp=0 — dSAdT = —dN Adp. (2.3.1.4)
Usando-se as expressoes (2.3.1.1,3) na expressio (2.3.1.4) e considerando-se as expressdes (A.1.2d,e), vira:
oS g8 O N 0N
—)uvdT + (=— dp] AdT = —[(=—= ), vdT + (=—— dp] A d
(57 )ny +(6ﬂ)T’V p] (G duvdl + (5 N)T’V pIAdp  —
g8 O N o8 O N
— d dT = (—— d dT — =(—— . 2.3.1.
(6N)T’V A (G uvduA —>(6N)T,v (57 )y (2.3.1.5)

I1.4 Fungao Energia Interna U(S, P, p)

Neste caso, a transformada de Legendre correspondente serd dada por (vide Ref. 3):

dU = TdS + VdP — Ndp. (2.4.1)

I1.4.1 Relacoes de Maxwell correspondentes ao par (S, P)

Para esse par de varidveis independentes, teremos (nesse caso i = constante):

orT orT
dT(S,P) = (ﬁ)P’“dS—i—(a—P)S’“dP’ (2.4.1.1)
oV oV
dV(S,P) = (W)pyudS—l— (8—P)S’“dp’ (2.4.1.2)
0N oN
dN(S,P)=(=—=)p.d ——)g udP. 2.4.1.
(5,P) = (5 )padS + (55, (2413)
Calculando-se a diferenciacdo exterior da expressao (2.4.1) por intermédio da expressdo (A.2.1b) e usando-se o
Lema de Poincaré [expressao (A.2.1¢)], resultara (lembrar que dy = 0):
ddU =dT AdS+T ANddS+dVANAP+V AddP =0 — dT AdS=—-dV AdP. (2.4.1.4)

Usando-se as expressoes (2.4.1.1,2) na expressio (2.4.1.4) e considerando-se as expressdes (A.1.2d,e), vira:

oT oT oV oV
[(ﬁ)P,udS + (6—P)S’“dp] AdS = —[(W)P,uds + (6—P)S’“dp] ANdP  —
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8T oV oT oV
(5p)sudP AdS = (5)pudP NS —  (F5)su = (Fg)ru - (2.4.1.5)

IL.5 Fungao Energia Livre (Helmholtz) F'(T, V., N)

Neste caso, a transformada de Legendre correspondente serd dada por (vide Ref. 3):

dF = —SdT — PdV + pdN . (2.5.1)

I1.5.1 Relacoes de Maxwell correspondentes ao par (7, V)

Para esse par de varidveis independentes, teremos (nesse caso N = constante):

J S J S
ds(T ar d 25.1.1
S(,V) (3T)VN +(3V)TNV ( 5 )
0P 0P
dP(T ar d 2.5.1.2
(T,V) = (5 y T + (517 vV, (25.12)
(T, V) = (L9 w7 + (22, vav | (2.5.1.3)
ML aT V,N gV TN RIPE
Calculando-se a diferenciacdo exterior da expressao (2.5.1) por intermédio da expressdo (A.2.1b) e usando-se o
Lema de Poincaré [expressao (A.2.1c)], resultard (lembrar que dN = 0):
ddF = —dSANdT — SAddT —dPAdV — PAddV =0 — dSAdT=—-dPAdV . (2.5.1.4)

Usando-se as expressoes (2.5.1.1,2) na expressdo (2.5.1.4) e considerando-se as expressdes (A.1.2d,e), vira:

as a8 apr g p

ar d dl'= — ar d d
(G vindl + (57 )rvdV]IA [(5)vvdl + (G )rvdVIAdY —
J S 0P J S 0P
dV ANdT = dV ANdT — =(=— 2.5.1.5
(3 )mwy (57 )vn = (v = (G5 ( )
I1.6 Funcgao Entalpia H(S, P, N)
Neste caso, a transformada de Legendre correspondente serd dada por (vide Callen):
dH =TdS+ VdP + pdN. (2.6.1)
I1.6.1 Relacoes de Maxwell correspondentes ao par (S, N)
Para esse par de varidveis independentes, teremos (nesse caso P = constante):
orT oT
dT'(S,N S dN 2.6.1.1
(’ ) (aS)NP +(6N) P ) ( )
oV oV
V(SN ds dN, 2.6.1.2
(a ) (aS)NP +(8N)SP ( )
du(s, V) = (L x pds + (22 pan. (2.6.1.3)
Lo, g /NP g N/5F 0.1
Calculando-se a diferenciacdo exterior da expressao (2.6.1) por intermédio da expressdo (A.2.1b) e usando-se o
Lema de Poincaré [expressdo (A.2.1¢)], resultard (lembrar que dP = 0):
ddH =dT'ANdS +T ANddS+dpu ANdN +pAddN =0 —  dT AdS = —dpu ANdN. (2.6.1.4)

Usando-se as expressoes (2.6.1.1,3) na expressao (2.6.1.4) e considerando-se as expressdes (A.1.2d,e), vira:

or or _ e on
[(65) pdS—l—(aN) ’PdN]AdS__[(65 )SypdN]/\dN —

v pdS + (8 I
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orT 0 u orT 0 p
— dN ANdS = (=— dN AN dS — =(=— . 2.6.1.5
(5)s.P (5gvrp = (gy)sr=(5gnp ( )
I1.7 Fung¢ao Entalpia Livre (Funcao de Gibbs) G(T, P, N)
Neste caso, a transformada de Legendre correspondente serd dada por (vide Callen):
dG = =SdT + VdP + pdN. (2.7.1)
I1.7.1 Relacoes de Maxwell correspondentes ao par (7, P)
Para esse par de varidveis independentes, teremos (nesse caso N = constante):
J S 0S5
dS(T, P) = (a T) pNdL + (a P) 7 NdP, (2.7.1.1)
8 Vv 8 Vv
dv (T, P ar dP, 2.7.1.2
(T, Py = (21 dT—i—(a ). dP. (2.7.1.3)
HL, a1/ PN g p/ TN AL

Calculando-se a diferenciacdo exterior da expressao (2.7.1) por intermédio da expressdo (A.2.1b) e usando-se o
Lema de Poincaré [expressao (A.2.1c)], resultard (lembrar que dN = 0):

ddG = —dSANdT —SANddT'+dV AdP+V AddP =0 —

dS AdT = dV A dP. (2.7.1.4)

Usando-se as expressoes (2.7.1.1,2) na expressio (2.7.1.4) e considerando-se as expressdes (A.1.2d,e), vira:

a8 a8
[(6—T)P’N T‘i‘(a—P)T,NdP]/\dT:
a5

0
(aP)TNdP/\dT__(a

IIT Conclusoes

Na conclusao deste artigo, é interessante destacar que,
em 1929, o fisico alemao Max Born (1882-1970, PNF,
1954) apresentou um diagrama mnemonico para ob-
ter algumas relagoes de Maxwell. Esse diagrama con-
siste de um quadrado com flechas apontando para
cima ao longo das duas diagonais. Os lados sao de-
nominados com os quatro potenciais termodinamicos
(F, G, H, U), nessa ordem, partindo de F' colocado
na parte de cima do quadrado e seguindo a direcao dos
ponteiros do relégio. Os dois vértices a esquerda sao
denominados V e S, de cima para baixo, e os dois da
direita, T' e P, também de cima para baixo. Para usar
esse diagrama, consultar a Ref. 3.

Apéndice

Neste Apéndice, vamos apresentar os principais re-
sultados da teoria das formas diferenciais (vide, por
exemplo a Ref. 7). A fim de facilitar a manipulagio
da notacao indicial, usaremos a notagao de Einstein:

(LA

v
7)P7NdPAdT — (—)T,N = —

oV

N T+(6—P)T’Ndp]/\dp —

as av

()P (2.7.1.5)

apr

i=n

Z a; €; = d; €;.

i=1
Definicao A.1: Define-se forma diferencial w de grau p
(p-forma) a expressao:

w = Z%aili}“ipdx“ Adzi2 A A dzte, (A.1.1)
onde os coeficientes a;4,. ., sao fungoes de classe
C*  (infinitamente diferencidveis) das varidveis
(z!, 2%, ...,2™) e completamente antissimétricos nos
indices, e o produto exterior A satisfaz as propriedades

(a € R):

l.de A(dy +dz) =de ANdy+de Adz;  (A.1.2a)
2. (de+dy)y Ndz=de ANdz+dyAdz;  (A.1.2b)
3. a(de Ady) = (adz) Ady = dx A (ady); (A.1.2¢)
4. deANde=0; (A.1.2d)

S.de ANdy=—dyAde. (A.1.2¢)
Definicao A.2: Sejam a(p-forma), 8 (¢-forma) e (a, b)
€ R (corpo). Define-se diferenciacdo exterior d como
uma operacao que transforma uma dada r-forma numa
(r 4+ 1)-forma, com as seguintes propriedades:

1. d(aa+ b5) = ada + bd3;  (A.2.1a)

2. dlaANp)=(da)AB+(—1)Pands;, (A2.1b)
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3. Lema de Poincaré: ddo = d?a = 0. (A.2.1c)

Referéncias

1. BAMBERG, P. and STERNBERG, S. A Course in
Mathematics for Students of Physics 1, 2. Cambridge
University Press (1992).

2. BASSALO, J. M. F. e CATTANI, M. S. D., Rev.
Bras. Ens. de Fis. 21(3), 366 (1999). Observe-se
que, nesta Referéncia, ha um tratamento das Leis da
Termodinamica no contexto do formalismo das formas
diferenciais.

3. CALLEN, H. B. Thermodynamics, John Wiley and
Sons, Inc. (1960).

4. CARATHEODORY, C. Mathematische Annalen 67,

215

355 (1909).

5. CARTAN, E. Formes Différentielles. (Hermann, Pa-
ris, 1969).

6. CLAPEYRON, B. P. E. Journal de I’ Ecole Polyte-
chnique 14, 190 (1834).

7. FLANDERS, H. Differential Forms with Applicati-
ons to the Physical Sciences. Academic Press (1963).
8. GIBBS, J. W. Graphical Methods in the Thermody-
namics of Fluids (1873).

9. LEGENDRE, A. M. Mémoires de ’Académie des
Sciences, p. 348 (1787).

10. MAXWELL, J. C. Theory of Heat (London, 1870).
11. VALENTE, Z. A. Relacoes de Maxwell da Ter-
modinamica através de Formas Diferenciais. Tese de

Mestrado, DFUFPA (1999).



