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O conceito de representa�c~ao de �algebras de Lie proposto por Dirac, com base na estrutura de
parêntesis de Poisson, �e reexaminado sob a perspectiva de recentes desenvolvimentos. Como exem-
plos, o grupo de Poincar�e e o de rota�c~ao s~ao tratados no espa�co de fase, com particular ênfase a
modelos cl�assicos com graus internos de liberdade, como spin e isospin. Al�em disso, como uma
generaliza�c~ao da proposta de Dirac, desenvolvemos a no�c~ao de representa�c~ao unit�aria no espa�co
de fase relativ��stico seguindo de perto a estrutura quântica. Mostramos ent~ao como tais repre-
senta�c~oes est~ao associadas com m�etodos da teoria de campos a temperatura �nita e teoria cin�etica
relativ��stica. O trabalho enfatiza uma apresenta�c~ao pedag�ogica de um ponto de vista f��sico.

The concept of representation of Lie algebras proposed by Dirac, founded on the structure of Poisson
bracket, is analysed under the perspective of recent developments. As examples, representations in
phase space of the rotation group and Poincar�e group are studied, with particular emphasis to clas-
sical models with internal degrees of freedom, like spin and isospin. In addition, as a generalization
of the Dirac approach, we develop the notion of unitary representation in relativistic phase space,
following in parallel to quantum structures. We show then as such representations are associated
with methods �rst developed in the context of the quantum �eld theory at non-zero temperature.
The work emphasizes a pedagogical presentation from a physical standpoint.

I Introdu�c~ao

O conceito de grupo cont��nuo foi estabelecido pelo ma-
tem�atico norueguês Sofus Lie na segunda metade do
s�eculo XIX em associa�c~ao com as solu�c~oes de equa�c~oes
diferenciais[1, 2]. Com o advento da Mecânica Quântica
foi poss��vel, a partir dos trabalhos de Wigner[3], im-
plementar a no�c~ao de representa�c~ao de grupos de si-
metria de Lie no estudo de sistemas f��sicos. Em par-
ticular, o conceito de part��cula fundamental aparece
de representa�c~oes irredut��veis dos chamados grupos ci-
nem�aticos, que s~ao grupos de�nidos a partir de isome-
trias no espa�co-tempo, a exemplo do grupo de De Sitter,
de Poincar�e e de Galilei[4], sendo que intera�c~oes b�asicas
s~ao, por sua vez, descritas pelos grupos dinâmicos im-
plementados via simetrias de calibre. No contexto de
teorias cl�assicas, o uso das t�ecnicas de grupos e �algebras
de Lie se deu, inicialmente, via a an�alise de solu�c~oes das
equa�c~oes (diferenciais) de movimento, como as equa�c~oes
de Newton para osciladores. Dirac, em 1949, foi quem
primeiro mostrou como explorar sistematicamente o
conceito de representa�c~ao de grupo de Lie em Mecânica

Cl�assica em um trabalho intitulado Forms of Relati-

vistic Dynamics[5], motivado por encontrar uma estru-
tura Hamiltoniana apropriada aos sistemas atômicos,
incluindo aqueles relativ��sticos e em intera�c~ao[6].

Dirac, ent~ao, assumiu que os dois requisitos para
uma teoria dinâmica seriam: a) a invariância sob trans-
forma�c~oes in�nitesimais, que nada mais �e do que in-
variância sob as transforma�c~oes de Lorentz no caso re-
lativ��stico, e b) a estrutura Hamiltoniana, um reque-
rimento advindo da Mecânica Quântica na formula�c~ao
de Heisenberg, Schr�odinger e do pr�oprio Dirac.

A nova teoria de representa�c~ao de Dirac s�o re-
ceberia aten�c~ao mais detalhada a partir dos traba-
lhos de Loinger[7, 8], Gulmanelli[9], e Lugarini &
Pauri[10, 11], na It�alia, durante a d�ecada de 60, par-
tindo da conex~ao de transforma�c~oes canônicas e repre-
senta�c~oes de espa�cos de Hilbert em Mecânica Cl�assica
como exploradas por Koopman[12] e Schemberg[13].
Em particular, Pauri[14] estabeleceu as bases gerais
de realiza�c~oes de grupos de Lie via as transforma�c~oes
canônicas em Mecânica Cl�assica, chamadas de repre-

senta�c~oes canônicas, generalizando, assim, o trabalho
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de Dirac.

Um tratado b�asico sobre representa�c~oes canônicas
de grupos de Lie surge nos anos 70 com o livro de Su-
darshan e Mukunda[15] sobre Mecânica Cl�assica, in-
cluindo campos e part��culas. E neste contexto, um re-
sultado relevante �e que a no�c~ao de part��cula cl�assica,
relativ��stica ou n~ao-relativ��stica, apresentando graus
internos de liberdade, pôde ser introduzida atrav�es
de uma estrutura de mecânica simpl�etica singular.
Desse modo o spin pode ser entendido dentro do es-
copo cl�assico, e n~ao como um atributo estritamente
quântico[15]{[21].

Um dos interesses atuais por representa�c~oes de gru-
pos de Lie no contexto cl�assico consiste no desenvol-
vimento da Relatividade Restrita com �ns, por exem-
plo, de implementa�c~ao da Hidrodinâmica Relativ��stica,
que tem como um ponto de partida a Teoria Cin�etica
Relativ��stica[22, 23, 24]. Neste caso, a no�c~ao b�asica
fundamenta-se no conceito de ensemble, que pressup~oe,
por sua vez, a existência de espa�co de fase relativ��stico e
um teorema do tipo Liouville (note que o espa�co de fase
�e a variedade natural para o desenvolvimento de uma
teoria cin�etica. Isto se d�a tamb�em ao n��vel quântico,
e leva �a introdu�c~ao da chamada fun�c~ao de Wigner).
Neste sentido foi J�uttner, em 1911[25], quem primeiro
deduziu uma fun�c~ao de distribui�c~ao no equil��brio rela-
tiv��stica do tipo Maxwelliana e, em 1928[26], estabele-
ceu a distribui�c~ao para b�osons e f�ermions; a primeira
equa�c~ao de Boltzmann com termo de colis~ao foi dedu-
zida em 1940 por Lichnerowicz e Marrot[27]. Desde
ent~ao uma s�erie de trabalhos apareceram na literatura
sobre equa�c~oes de transporte relativ��sticas[28] e uma
preocupa�c~ao b�asica foi com a estrutura covariante da
teoria. Este �ultimo aspecto permite, em particular e
como uma conseq�uência imediata, deduzir efeitos gravi-
tacionais numa primeira aproxima�c~ao pela substitui�c~ao
da derivada usual espa�co-temporal pela derivada cova-
riante. Contudo este aspecto de covariância ainda hoje
�e motivo de controv�ersia[29]

Um outro aspecto que requer desenvolvimentos no
contexto da Teoria Cin�etica Relativ��stica, cl�assica ou
quântica, est�a associado �a invariância de calibre. Uma
motiva�c~ao recente para isto tem sido as evidências ex-
perimentais sobre plasmas do tipo de quarks e gluons,
o que tem conduzido ao estabelecimento, embora de
modo preliminar, de uma teoria cin�etica contemplando
graus de liberdade do tipo cor[30]{[33]. Neste caso, o
estudo das representa�c~oes canônicas mostra-se promis-
sor, dada a experiência e o sucesso com representa�c~ao de
grupos de simetria em �areas como a Teoria Quântica de
Campos. Um exemplo neste sentido �e o recente traba-
lho de Olive, Rabinovici e Schwimmer[34] introduzindo
uma fam��lia de modelos cl�assicos n~ao-abelianos.

As representa�c~oes canônicas s~ao de particular
relevância no âmbito das teorias de quantiza�c~ao
geom�etrica[35, 36], que têm como ponto de partida a
estrutura alg�ebrica do parêntesis de Poisson, dando ori-

gem �a chamada �algebra de Poisson. Este m�etodo segue
e generaliza o procedimento de quantiza�c~ao de Dirac,
que associa a cada parêntesis de Poisson comutadores
de operadores de�nidos num espa�co de Hilbert. Natu-
ralmente, isto induz ao problema, n~ao trivial, mas de
forte apelo f��sico, de quantiza�c~ao de �algebras de Pois-
son quaisquer. Por exemplo, os sistemas com v��nculos
requerem um parêntesis de Dirac, que estabelece uma
representa�c~ao particular de �algebra de Poisson, e a par-
tir do qual se procede a quantiza�c~ao. Neste sentido
um dos mais c�elebres esquemas de quantiza�c~ao foi pro-
posto por Soriau[37] e Konstant[38], o qual tem sido
generalizado por Huebschmann[39] e Vaisman[40] para
�algebras de Lie de fun�c~oes sobre variedades de Pois-
son. (Para outros desenvolvimentos e aplica�c~oes da
Mecânica Cl�assica e estruturas de Poisson sugerimos
as Refs.[41]{[48].)

O trabalho aqui apresentado possui duplo obje-
tivo. Primeiro �e apresentar uma revis~ao, de car�ater
pedag�ogico, do m�etodo de representa�c~ao de �algebra de
Lie baseado no parêntesis de Poisson, com destaque
�a vis~ao de Dirac deste programa, e �as representa�c~oes
de part��culas cl�assicas com graus de liberdade inter-
nos, spin e isospin. Segundo �e desenvolver uma ge-
neraliza�c~ao da formula�c~ao de Dirac, implementando a
no�c~ao de representa�c~ao relativ��stica unit�aria no espa�co
de fase. Neste �ultimo caso exempli�camos o forma-
lismo com o estudo do grupo de Poincar�e, revelando a
conex~ao deste tipo de representa�c~ao com a estrutura da
Teoria Cin�etica e a Teoria de Campos a Temperatura
Finita.

A apresenta�c~ao est�a disposta aqui da seguinte ma-
neira. Na se�c~ao II s~ao descritos alguns aspectos bi-
ogr�a�cos sobre Dirac, em seu envolvimento com a
Mecânica, atrav�es do problema que leva �a quantiza�c~ao
geom�etrica. Na se�c~ao III, o m�etodo de Dirac de repre-
senta�c~ao de grupos de Lie para part��culas cl�assicas �e
introduzido, e como exemplos, na se�c~ao IV, o grupo de
rota�c~ao e de Poincar�e s~ao estudados, tratando o caso de
spin e isospin. Na se�c~ao V, representa�c~oes unit�arias do
grupo de Poincar�e no espa�co de fase s~ao desenvolvidas.
As conclus~oes e observa�c~oes �nais s~ao apresentados na
se�c~ao VI.

II Aspectos Biogr�a�cos sobre

Dirac, Mecânica Cl�assica e

Quantiza�c~ao

II.1 Elementos Biogr�a�cos sobre Dirac
Paul Adrien Maurice Dirac foi, reconhecidamente

[49]{[54] , um dos mais not�aveis f��sicos de todos os tem-
pos. Inglês de origem, Pan Dirac, como as vezes era
chamado, nasceu em Bristol em 1902, �lho de pai sui�co,
Charles Adrien Ladislas Dirac, e m~ae inglesa, Florence
Hana Dirac. Foi educado na Merchant Venture's School
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em Bristol, e obteve o seu grau de BSc em Engenharia
El�etrica na Universidade de Bristol em 1921. Naquela
universidade Dirac permaneceria por mais dois anos es-
tudando Matem�atica, transferindo-se para o St. John's
College, em Cambridge, como um research student em
Matem�atica, obtendo seu grau de PhD em 1926. Dirac
ocupou por mais de 30 anos a c�atedra Lucasiana da Uni-
versidade de Cambridge[55], a mesma posi�c~ao prestigi-
osa ocupada s�eculos antes por Sir Isaac Newton, o autor
do Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Nos
anos vinte Dirac realizou uma s�erie de grandes traba-
lhos, dentre os quais três que se tornaram pilares: da
F��sica Quântica (em 1925)[56], da Teoria Quântica de
Campos (em1927)[57], e da Teoria das Part��culas Ele-
mentares (em 1928)[58], com sua famosa equa�c~ao para
o el�etron { a equa�c~ao de Dirac.

Ao trocar Bristol pela Universidade de Cambridge,
Dirac viria interessar-se pelos novos estudos da F��sica
Quântica. Em setembro de 1925, Dirac recebeu de
seu ent~ao orientador, Fowler, uma pr�e-publica�c~ao do
famoso artigo de Heisenberg, trabalho este que deu ori-
gem �a Mecânica das Matrizes[59]. Apesar de n~ao en-
tendê-la de imediato, pois segundo suas pr�oprias pa-
lavras: It was very di�cult for me to appreciate it at

�rst...[52], Dirac, num intervalo ex��guo de tempo, per-
cebeu que a id�eia da n~ao comutatividade era a mais
fundamental no trabalho do f��sico germânico. Em 1968,
Dirac recordaria que, algumas semanas ap�os aquele se-
tembro, ele vislumbrara a necessidade de re-utilizar a
id�eia do parêntesis de Poisson da Mecânica Cl�assica[52].
Dirac pressentiu alguma conex~ao entre o comutador e
aqueles parênteses, cuja teoria n~ao dominava comple-
tamente at�e ent~ao. Aquela intui�c~ao o faria veri�car
que tais parênteses tinham uma forma e propriedades
idênticas ao parêntesis comutador introduzido a partir
de grandezas n~ao comutativas na teoria de Heisenberg.

Esta descoberta de Dirac, em torno de tais
parênteses da Mecânica Cl�assica, o conduziria �a ob-
ten�c~ao de resultados importantes, dentre os quais a
demonstra�c~ao da conex~ao entre os geradores da teoria
de Heisenberg e os da teoria cl�assica de Poisson, bem
como o fato que tal rela�c~ao proporcionava uma con-
tinuidade com a Mecânica Cl�assica ao demonstrar as
condi�c~oes sob as quais as leis de Newton e os parênteses
comutadores (de Dirac) eram v�alidos. Esses mesmos re-

sultados seriam obtidos, independentemente, por Born,
Heisenberg e Jordan[60], posteriormente, no artigo so-
bre Teoria Quântica via Mecânica Matricial. Antes,
por�em no artigo The Fundamental Equations of Quan-

tum Mechanics[56], Dirac assume que: \... the di�e-

rence between the Heisenberg products of two quantum

quantities is equal to ih=2� times their Poisson brac-

kets expressions. In symbols, xy � yx = (ih=2�)[x; y]...
", onde [ ; ] �e denominado parêntesis de Dirac. Isto
deu origem ao que �cou conhecido como o problema
de Dirac da teoria de quantiza�c~ao geom�etrica, o qual
abordaremos a seguir.

II.2 O Problema de Dirac e a Origem da
Quantiza�c~ao Geom�etrica

Em seu mencionado trabalho[56] e no livro, The

Principles of Quantum Mechanics [61], Dirac, ao consi-
derar o problema da quantiza�c~ao, questiona qual ima-
gem quântica deveria ter o parêntesis de Poisson, que
desempenha um papel central na Mecânica Hamilto-
niana cl�assica. O que de fato Dirac introduziu foi a
postula�c~ao que as grandezas quânticas formam uma
�algebra associativa g (onde denotaremos o produto as-
sociativo de dois elementos u e v de g por uv); e o que
inicialmente fora denominado de parêntesis de Poisson
quântico constitui-se em uma opera�c~ao bilinear ( ; )
equipando g com uma estrutura de �algebra de Lie com
deriva�c~ao sobre o produto associativo. Por conseguinte,
a opera�c~ao ( ; ) �e um produto de Lie satisfazendo, por
de�ni�c~ao, as condi�c~oes de antissimetria e a identidade
de Jacobi, as quais s~ao dadas respectivamente por,

(u; v) = �(v; u); (1)

(u; (v; w)) + (v; (w; u)) + (w; (u; v)) = 0; (2)

al�em da regra de deriva�c~ao (de Leibniz), isto �e,

(u; vw) = (u; v)w + v(u;w): (3)

A partir da �ultima rela�c~ao podemos calcular

(mr; nt); m; r; n; t 2 g

de duas maneiras alternantes, onde a primeira �e

c

(mr; nt) = (mr; n)t+ n(mr; t)

= (m;n)rt +m(r; n)t+ n(m; t)r + nm(r; t); (4)

e a segunda,

(mr; nt) = (m;nt)r +m(r; nt)

= (m;n)tr + n(m; t)r +m(r; n)t+mn(r; t): (5)
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Subtraindo a Eq.(4) da Eq.(5) obtemos

(m;n)[r; t]� [m;n](r; t) = 0;

onde [ ; ] representa o comutador. Disto resulta que
(m;n) e [r; t] devem ser proporcionais, sendo que a cons-
tante de proporcionalidade, independente de m;n; r e
t, �e indicada por i~ = ih=2�, onde h �e a constante de
Planck (~ �e denominada de constante de Dirac). Assim
resulta que:

(m;n) =
1

i~
[m;n]:

Com tal resultado Dirac introduziu a quantiza�c~ao
de um sistema cl�assico que, em �ultima an�alise, consiste
em associar a cada observ�avel cl�assica f , de�nida so-
bre o espa�co de fase, um operador Hermitiano atuando
no espa�co de Hilbert, de tal maneira que o parêntesis
de Poisson de tais observ�aveis �ca associado, a me-
nos de constantes, com o comutador dos respectivos
operadores[36].

Utilizando a mais simples das variedades simpl�eticas
(dada por M = T �Rn, juntamente com a estrutura
simpl�etica ! = dpi^dqi; i = 1; 2; :::n), Van Hove[62] in-
troduziu o conceito de pr�e-quantiza�c~ao como um mape-
amento que leva fun�c~oes cont��nuas f ( f 2 C1(T �Rn)
) a operadores auto adjuntos �f , sobre um espa�co de
Hilbert, H, e que satisfaz as condi�c~oes de Dirac, isto �e,

�f+g = �f + �g ;

��f = ��f ;

�1Rn = Id(H);

[�f ; �g] = (�f � �g � �g � �f ) = i~�ff;ggw ;

para 8 f; g 2 C1(T �Rn) e � 2 R; sendo ff; ggw

ff; ggw =
nX

r=1

(
@f

@qr

@g

@pr
�

@g

@qr

@f

@pr
); (6)

o parêntesis de Poisson. A an�alise da existência de
uma tal pr�e-quantiza�c~ao �e denominada, normalmente,

o Problema de Dirac, cuja extens~ao para variedades
simpl�eticas generalizadas constitui o problema central
de processos de quantiza�c~ao geom�etrica. Devemos des-
tacar o aspecto do ordenamento no processo de quan-
tiza�c~ao. Ou seja, dado uma fun�c~ao h = fg = gf ,
o correspondente operador �h n~ao �e unicamente de-
�nido, uma vez que �f � �g em geral n~ao comuta, o
que n~ao �e o caso do produto associativo de fun�c~oes
fg: Uma maneira de contornar esta di�culdade foi pro-
posta por Weyl, que pode ser interpretada como uma

deforma�c~ao de ff; ggw
~
! ff; ggM ; onde ff; ggM �e o

chamado parêntesis de Moyal dado por[35, 42]

ff; ggM =
2

~
f(q; p) sin

"
1

2
~(

 

@

@q

!

@

@p
�

 

@

@q

!

@

@p
)

#
g(q; p)

Como frisamos no in��cio desta se�c~ao, o parêntesis de
Poisson introduz uma estrutura de �algebra de Lie. Esta
estrutura foi tamb�em explorada por Dirac, resultando
numa teoria de representa�c~ao de grupos de simetria em
Mecânica Cl�assica. Este �e o tema que desenvolveremos
com algum detalhe nas se�c~oes seguintes.

III Representa�c~ao Canônica de

Grupos de Lie

Considere um grupo de Lie G caracterizado por uma
�algebra de Lie g dada por

ai � aj = Ck
ijak; i; j = 1; 2; :::;m (7)

onde Ck
ij s~ao as constantes de estrutura do grupo, e � �e

o produto de Lie satisfazendo as propriedades de uma
�algebra de Lie com deriva�c~ao (a regra da soma ser�a as-
sumida sempre nos��ndices covariantes e contravariantes
repetidos). Conforme a se�c~ao anterior, temos

c

ai � aj = �aj � ai antissimetria, (8)

ai � (aj � ak) = aj � (ai � ak) + ak � (aj � ai) identidade de Jacobi, (9)

ai � ajak = (ai � aj)ak + aj(ai � ak) deriva�c~ao. (10)

d

Assim dizemos que G �e um grupo a m parâmetros, os
quais ser~ao denotados por (�1; :::; �m). Uma realiza�c~ao
de g para sistemas cl�assicos pode ser estabelecida por
transforma�c~oes (canônicas) das vari�aveis dinâmicas in-
duzidas pelo grupo G, atrav�es dos parâmetros �j .
Para tanto, vamos primeiro introduzir as vari�aveis
canônicas da teoria da seguinte forma: as quantidades

pr; qs 2 R; com r; s = 1; 2; :::; n, constituem n pares
de vari�aveis canônicas para um sistema cl�assico com
n graus de liberdade, se o conjunto pr; qs for a base
de um espa�co vetorial de 2n dimens~oes, a ser chamado
espa�co de fase �2n, que tamb�em �e uma �algebra associ-
ativa no produto usual de fun�c~oes. Al�em disso, �2n �e
uma �algebra de Lie com o produto denotado por f; g,
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tal que

fqr; psg = �rs; e fpr; psg = fqr; qsg = 0: (11)

Ademais, f; g �e uma deriva�c~ao com rela�c~ao a �algebra
associativa.

Com esta de�ni�c~ao de vari�aveis canônicas e de
espa�co de fase, segue que uma representa�c~ao expl��cita
para as Eqs.(11) �e dada pela Eq.(6), ou seja, usando
uma nota�c~ao simpli�cada

ff; gg =
@f

@q

@g

@p
�
@g

@q

@f

@p
;

tal que f = f(q; p); e g = g(q; p) com q = (q1; :::qn); e
p = (p1; :::pn). Note que a varia�c~ao de q e p, com
rela�c~ao a um certo parâmetro � , deve permanecer em
�2n por consistência f��sica, isto �e

�q

��
;
�p

��
2 �2n:

Logo podemos de�nir uma fun�c~ao A = A(q; p), a menos
de um fator aditivo constante, tal que[63]

�q = ��fq; Ag e �p = ��fp;Ag :

Este �ultimo resultado �e su�ciente para garantir
que as transforma�c~oes (in�nitesimais) nas vari�aveis
canônicas, induzidas pelo grupo G atrav�es dos
m�parâmetros (�1; :::; �m), deixam as eqs.(11) invari-
antes, desde que

qr = qr(q1; :::; qn; p1; :::; pn; �1; :::; �m); (12)

pr = pr(q1; :::; qn; p1; :::; pn; �1; :::; �m); (13)

s~ao tais que �qr = qr � qr e �pr = pr � pr.

Como conseq�uência, teremos uma representa�c~ao de
G no espa�co de fase desde que as transforma�c~oes da-
das pelas eqs.(12){(13) sejam homom�or�cas a G. Desse
modo �e necess�ario que a condi�c~ao de homomor�smo
�que estabelecida explicitamente. Isto pode ser imple-
mentado atrav�es da comutatividade dos elementos do
grupo, que pode ser descrita por

G(�i)G(�j)G
�1(�i)G

�1(�j);

que, por sua vez, at�e a segunda ordem �e dado por

1 +
X
i;j

��i��j ai � aj : (14)

Note que o produto ai�aj est�a de�nido pelas constantes
de estrutura na Eq.(7).

Consideremos, ent~ao, a situa�c~ao de duas trans-
forma�c~oes canônicas in�nitesimais sucessivas mantendo
os termos at�e segunda ordem. Suponha que a primeira
transforma�c~ao seja dada por

qr = qr +
X
i

��ifqr; Aig; (15)

onde Ai �e o gerador da transforma�c~ao associado ao
parâmetro �i. Na seq�uência, outra transforma�c~ao �e con-
siderada,

c

eqr = qr +
X
j

��jfqr; Ajg

= qr +
X
j

��ifqr; Aig+
X
i

��jfqr; Ajg+
X
i;j

��j��iffqr; Aig; Ajg:

Por outro lado, a transforma�c~ao na ordem inversa resulta em

bqr = qr +
X
j

��jfqr; Ajg+
X
j

��jfqr; Ajg+
X
i;j

��j��iffqr; Ajg; Aig

= eqr +X
i;j

��j��ifqr; fAi; Ajgg; (16)

d

onde temos usado a identidade de Jacobi. Este re-
sultado expressa a mudan�ca nas coordenadas, com o
mesmo conte�udo da rela�c~ao abstrata para os grupos de
transforma�c~ao dada pela Eq.(14). O procurado homo-
mor�smo ser�a garantido se estabelecermos que

fAi; Ajg = Ck
ijAk + dij; (17)

onde dij �e uma constante, desempenhando emMecânica
Cl�assica o papel que as fases desempenham nas repre-
senta�c~oes projetivas emMecânica Quântica[15]. Devido
�a propriedade de antissimetria do parêntesis de Poisson
e das constantes de estrutura, podemos mostrar que

dij = �dji;
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Ck
ijdkl +Ck

jldki + Ck
lidkj = 0:

As mesmas express~oes s~ao estabelecidas para os mo-
menta pr, canônicamente conjugados �as coordena-
das qr, e assim para toda vari�avel dinâmica do tipo
f(qr ; pr).

Em resumo, dado um grupo de Lie caracterizado pe-
las rela�c~oes estabelecidas pela Eq.(7), a representa�c~ao

canônica de sua �algebra de Lie ser�a prescrita pela
Eq.(17). De outro modo , procurar-se-�a um conjunto de
fun�c~oes Ai, no espa�co de fase satisfazendo o parêntesis
de Poisson dados na Eq.(17). De um ponto de vista
de constru�c~ao de uma teoria mecânica, podemos ent~ao,
explorar as representa�c~oes canônicas de modo similar
aos procedimentos de representa�c~oes de simetrias de
Lie desenvolvidos no âmbito da teoria quântica de cam-
pos. Observe que, desse modo, tratamos das quantida-
des conservadas da teoria via os invariantes de Casimir
do grupo de simetria considerado, e n~ao atrav�es o te-
orema de N�other, a express~ao local para as simetrias
do sistema, e que requer para tanto a existência de um
formalismo Lagrangiano. Na pr�oxima se�c~ao explorare-
mos, na perspectiva aqui delineada, dois exemplos de
representa�c~oes canônicas: o grupo de rota�c~ao e o grupo
de Poincar�e.

IV Exemplos de Repre-

senta�c~oes Canônicas

IV.1 Grupo de Rota�c~oes e Spin Cl�assico

A �algebra de Lie do grupo de rota�c~ao �e dada pela
rela�c~ao

li � lj = �ijklk; i; j; k = 1; 2; 3 (18)

onde �ijk �e o tensor antissim�etrico de Levi-Civita, e a
soma nos ��ndices gregos est�a subentendida. Uma repre-
senta�c~ao do grupo de rota�c~ao no espa�co de fase �e dada
por

li 7! Li =
X
jk

�ijkqjpk; (19)

a � b 7! fA;Bg =
3X

i=1

(
@A

@qi

@B

@pi
�
@A

@pi

@B

@qi
): (20)

com A e B sendo duas fun�c~oes do espa�co de fase �6.
Assim temos o conhecido resultado

fLi; Ljg =
X
jk

�ijkLk:

Podemos veri�car que um invariante de Casimir
desta �algebra �e L2 = L � L, o momentum angular or-
bital de uma part��cula cl�assica. Uma generaliza�c~ao im-
portante dos resultados acima, mas n~ao t~ao conhecida,
�e dada via a seguinte representa�c~ao do parêntesis de
Poisson

fA;Bg = fA;Bg(pq) + fA;BgS (21)

onde

fA;BgS =
X
ijk

�ijk
@A

@Si

B

@Sj
Sk; (22)

e fA;Bg(pq) �e dado pela Eq.(20). Note que enquanto
um produto de Lie com deriva�c~ao, o parêntesis dado
pela Eq.(22) satisfaz as propriedades de antisimetia,
identidade de Jacobi e a regra de Leibniz, fato este que
pode ser veri�cado por um c�alculo direto.

Uma outra representa�c~ao do grupo de rota�c~ao,
Eq.(18), �e dada por

li 7! Ji = Li + Si;

tal que

fJi; Jjg =
X
jk

�ijkJk:

Assim J �e um forte candidato para descrever o mo-
mentum angular total do sistema e S o spin do sis-
tema cl�assico[65]. De fato vejamos um exemplo.
Primeiro, observemos que considerando uma trans-
forma�c~ao canônica do tipo dado pela Eq.(15), tomando
o parâmetro � como sendo o tempo, denotando A � H
o gerador de evolu�c~ao temporal, e usando o parêntesis
de�nido pela Eq.(21), podemos escrever as equa�c~oes de
Hamilton para as três vari�aveis (qi; pi; Si),

:
qi = fqi;Hg; (23)
:
pi = fpi;Hg; (24)
:

Si = fSi;Hg: (25)

Como caso particular, considere o movimento de
uma part��cula com carga e e momento magn�etico

ge

2mc
S

em um campo eletromagn�etico n~ao homogêneo, descrito
pelo Hamiltoniano

H =
1

2m

���p� e

c
A
���2 + e��

ge

2mc
S �B:

As equa�c~oes de Hamilton, dadas pelas Eqs. (23)-(25),
conduzem assim ao conhecido resultado[16]

m
::
q= e[E+

1

c

:
q �B] +

ge

2mc
r(S �B);

e
:

S= �
ge

2mc
(S�B):

Devemos salientar que, assim como na teoria
quântica n~ao relativ��stica, o conceito de spin cl�assico
aqui introduzido �e conseq�uência do tipo de repre-
senta�c~ao estudada para o grupo de rota�c~oes, um
subgrupo do grupo de Galilei, n~ao sendo portanto
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uma caracter��stica intr��nsica da teoria quântica rela-
tiv��stica[64, 65]. Este resultado aponta para a perspec-
tiva de constru�c~ao de uma teoria cl�assica equivalente a
uma teoria de Yang-Mills. Isto ser�a explorado a seguir.

IV.2 Grupo de Poincar�e

Desenvolveremos nesta se�c~ao alguns aspectos de re-
presenta�c~oes canônicas da �algebra de Lie do Grupo de
Poincar�e, ou seja, representa�c~oes do grupo de Lorentz
n~ao-homogêneo restrito, (P"+). Primeiro, precisamos
introduzir o conceito de espa�co de fase relativ��stico, que
nada mais �e do que o par (q�; p�), com � = 0; 1; 2; 3,

adotando como m�etrica -goo = g11 = g22 = g33 = 1 e
g�� = 0 ( � 6= �), tal que o parêntesis de Poisson �e
de�nifo por[66, 67]

fA;Bg = g��(
@A

@q�
B

@p�
�
@A

@p�
@B

@q�
): (26)

Com o �to de construir uma representa�c~ao canônica
da �algebra de Lie do grupo de Poincar�e, devemos en-
contrar um conjunto de geradores associados a rota�c~oes,
M��; e a transla�c~oes, P�; no espa�co de Minkowiski, sa-
tisfazendo as seguintes rela�c~oes

c

fP �; P �g = 0; (27)

fM��; P 
g = g
�P � � g
�P�; (28)

fM��;M��g = g��M�� + g��M�� � g��M�� � g��M��: (29)

d

Uma solu�c~ao particular deste sistema de equa�c~oes �e en-
contrada seguindo a prescri�c~ao geral das representa�c~oes
canônicas dada na se�c~ao III, isto �e, a partir do seguinte
resultado para as vari�aveis canonicamente conjugadas
p e q,

fq�; q�g = fp�; p�g = 0;

fp�; q�g = g��;

dedut��vel diretamente a partir da Eq.(26). Assim, te-
mos como uma poss��vel solu�c~ao,

P � = p�;

M�� = q�p� � q�p�:

Uma solu�c~ao mais geral pode ser encontrada
buscando-se os invariantes da �algebra dada pelas
Eqs.(27){(29). Como no caso das representa�c~oes
unit�arias temos dois invariantes. Um deles �e dado por

� = P�P�: (30)

Para encontrar o outro invariante, introduzimos o ten-
sor de Pauli-Lubanski cl�assico, isto �e,

w� =
1

2
�����M

��P�;

onde ����� �e o pseudotensor de Ricci. Logo, podemos
mostrar que

W = w�w� (31)

�e um invariante.

IV.3 Part��cula Livre Relativ��stica

Um resultado importante nesta formula�c~ao �e que o
conceito de part��cula cl�assica aparece de modo transpa-
rente como resultado da an�alise de simetrias. De fato,
considerando

q = (qo;q); qo = t; (c = 1)

p = (po;p); po = E = m;

temos, em termos de componentes,

:
q = fq;mg =

p

m
;

:
p = fp;mg = 0;
:

M = fM;mg = fq� p;mg =0:

Assim, a massa m desempenha o papel de Ha-
miltoniano para a part��cula livre. O processo de
quantiza�c~ao torna-se uma quest~ao de busca de repre-
senta�c~oes unit�arias de tal formalismo num espa�co de
Hilbert, o que se torna interessante principalmente para
sistemas com graus internos de liberdade.

IV.4 Isospin Cl�assico

Para incluir graus internos de liberdade vamos ge-
neralizar o parêntesis de Poisson relativ��stico seguindo
de perto o caso n~ao relativ��stico, isto �e, vamos de�nir

fA;Bg = fA;Bg(pq) + fA;BgS (32)
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onde

fA;BgS = �ijk
@A

@Ii

B

@Ij
Ik; (33)

com Ii ( i = 1; 2; 3) descrevendo graus internos de li-
berdade, como isospin, e fA;Bg(pq) dado pela Eq.(26).
A equa�c~ao de movimento para este caso pode ser escrita
como[16]

df

d�
= ff;Hg; (34)

onde f = f(q; p; I), e H = H(q; p; I) �e o gerador de
evolu�c~ao temporal de�nido a partir do tempo pr�oprio
�: Como caso particular, considere

H =
1

2m
����; �� = p� � gA�

i I
i;

onde Ia �e o isospin de uma part��cula movendo-se em um
campo F de calibre su(2) dado a partir do potencial Aa

�

por

F i
�� = @�A

i
� � @�A

i
� + g�ijkA

j
�A

k
� ;

e satisfazendo a equa�c~ao

@�F
��
i + g�ijkA

j
�F

��k = �j�i :

Desse modo, as equa�c~oes canônicas s~ao dadas, a partir
da Eq.(34), por

m
d2q�

d�2
= g(F�� � I)

dq�
d�

dI

d�
= g(I �A�)

dq�
d�

:

Estas equa�c~oes foram primeiro propostas por Wong[68]
e constituem a generaliza�c~ao para o caso cl�assico n~ao
abeliano (su(2)) da equa�c~ao de Lorentz descrevendo o
movimento de uma part��cula carregada interagindo com
o campo eletromagn�etico.

Notemos que o conceito de isospin como inicial-
mente proposto para descrever dois estados diferen-
tes do nucleon (o pr�oton e o neutron, formando um
dubleto), poderia encontrar aqui um correspondente
cl�assico atrav�es dos graus de liberdade dados por I, en-
quanto uma representa�c~ao do grupo de rota�c~ao e inde-
pendente de vari�aveis dinâmicas q e p. Entretanto, o
resultado apresentado, cabe frisar, �e o correspondente
cl�assico da teoria original de Yang-Millls, que preten-
dia descrever isospin como um campo de calibre (uma
interessante revis~ao das id�eias e hist�oria das teorias de
calibre pode ser encontrada na Ref.[69]).

Para �nalizar esta se�c~ao, vale ainda ressaltar que um
an�alogo cl�assico de uma teoria de calibre geral pode ser
implementada pela de�ni�c~ao de um parêntesis como o
dado pela Eq.(22), mas com �ijk substituido por fijk;
as constantes de estruturas do su(n). Isto tem sido de
particular interesse na proposi�c~ao de equa�c~oes cl�assicas
de transporte, supostamente descrevendo um plasma de
quarks e gluons no caso do su(3)[30, 31].

V Representa�c~oes Unit�arias no

Espa�co de Fase

Podemos introduzir a no�c~ao de espa�co de Hilbert associ-
ado ao espa�co de fase ( � ) relativ��stico, considerando o
conjunto de fun�c~oes complexas de quadrado integr�avel,
�(p; q) em �, tal que[70]Z

d4qd4p ��(p; q) �(p; q) <1

�e uma forma bilinear real. Neste caso, podemos escre-
ver �(p; q) = hp; qj�i, comZ

d4qd4p jp; qihp; qj = 1;

tal que

h j�i =

Z
d4qd4p �(p; q) �(p; q) ;

sendo h�j um vetor dual de j�i. Vamos denominar
este espa�co de Hilbert por H(�). Generalizando o caso
n~ao relativ��stico[71], podemos introduzir dois tipos de
operadores Hermitianos em H(�). Considerando uma
fun�c~ao f(q; p); temos

f(q; p) 7! f (q; p);

f(q; p) 7! bf (q; p);
tal que

f (q; p) �(p; q) = f(q; p)�(p; q);bf (q; p) �(p; q) = iff(q; p); �(p; q)g:

Os operadores b�asicos s~ao ent~ao dados por

p� = 1:p�; q� = 1:q�;

bp� = �i
@

@q�
; bq� = i

@

@p�
:

Desse modo, podemos introduzir os operadores

M
��

= q�p� � q�p�;cM�� = ifM��; g

de tal maneira a construir uma representa�c~ao da �algebra
de Lie do grupo de Poincar�e dada por

[cM��;cM��] = i(g��cM�� + g��cM�� �

g��cM�� � g��cM��); (35)

[cM�� ; bP 
] = i(g
� bP � � g
� bP �); (36)

[ bP �; bP�] = 0; (37)
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com as rela�c~oes de condi�c~ao

[cM��;M
��
] = i(g��M

��
+ g��M

��
�

g��M
��
� g��M

��
); (38)

[cM��; P


] = i(g
�P

�
� g
�P

�
); (39)

[ bP �; P
�
] = 0; (40)

e

[M
��
;M

��
] = 0 (41)

[M
��
; P



] = 0 (42)

[P
�
; P

�
] = 0: (43)

As Eqs.(41)-(43) mostram que operadores do tipo O
podem ser utilizados como observ�aveis cl�assicos, uma
vez que os mesmos comutam entre si. Operadores do
tipo bO descrevem as simetrias de Poincar�e atrav�es das
Eqs.(35)-(37), e as Eqs.(38)-(40) descrevem, ent~ao, o
modo como os geradores de simetria modi�cam os ob-
serv�aveis f��sicos. De fato observe que, por exemplo,

exp(�ia� bP�)Q� exp(ia� bP�) = Q� + 1:a�;

exp(�ia� bP�)P � exp(ia� bP�) = P �;

tornando transparente o fato que Q� se transforma
como um 4-vetor coordenada, e P� como 4-momentum.

Uma equa�c~ao escalar de movimento pode ser obtida
atrav�es do invariante de Casimir

C = ip�
@

@q�
:

De fato, escolhendo a representa�c~ao na qual C = 0,
segue

p�
@

@q�
�(p; q) = 0: (44)

Uma interpreta�c~ao f��sica deste formalismo �e obtida
se considerarmos �(p; q) como uma amplitude de pro-
babilidade no espa�co de fase, de tal forma que a den-
sidade de probabilidade de se encontrar uma part��cula
no ponto (q; p) �e dada por f(p; q) = j�(p; q) j2: �E f�acil
veri�car ent~ao que f(p; q) satisfaz a Eq.(44), que as-
sim nada mais �e do que uma equa�c~ao de Liouville para
uma part��cula livre, ou uma equa�c~ao de transporte sem
termo de colis~ao. Neste contexto, o valor m�edio de um
observ�avel A(p; q) pode ser de�nido por

hAi = h�jAj�i

=

Z
d4qd4p �(p2 �mc2) ��(p; q)A(p; q)�(p; q):

(45)

Se A(p; q) for um operador multiplicativo, do tipo
A(p; q) = a(p; q); tal que a(p; q)�(p; q) = a(p; q)�(p; q);
ent~ao a Eq.(45) se reduz a m�edia usual da teoria
cin�etica, isto �e

hAi =

Z
d4qd4p f(p; q)A(p; q):

Desse modo, a compatibilidade com a teoria cin�etica
usual �e deduzida.

Em particular, o tensor energia-momentumpode ser
de�nido como

T��(q) =

Z
d4p �(p2 �mc2)��(p; q) p�p� �(p; q)

(46)

=

Z
d3p

po
p�p� f(p; q); (47)

tal que

T 00(q) =

Z
d3p p0 f(p; q);

�e o valor m�edio da energia por part��cula;

T i0(q) =

Z
d3p pi f(p; q);

�e a m�edia do momentum por part��cula; e

T ij(q) =

Z
d3p pi ujf(p; q);

�e o tensor de press~ao indicando o 
uxo na dire�c~ao do
campo de velocidade uj: Neste formalismo outras quan-
tidades, que n~ao as usuais, podem ser introduzidas. Um
exemplo �e o tensor

T (q) =

Z
d4p �(p2 �mc2)��(p; q) bp�bp� �(p; q):

O m�etodo aqui apresentado constitui uma gene-
raliza�c~ao relativ��stica da formula�c~ao da Mecânica Es-
tat��stica Cl�assica de Schemberg[13], o que, por sua vez
pode ser visto como uma vers~ao cl�assica do formalismo
de teoria de campos a temperatura �nita conhecido
por Dinâmica de Campos T�ermicos[71, 72, 73]. Uma
vantagem aqui sobre os usuais m�etodos, �e que a teo-
ria cin�etica aparece naturalmente covariante como con-
seq�uência do estudo de uma representa�c~ao unit�aria do
grupo de Poincar�e, introduzida sobre o espa�co de fase.
Outro adicional �e que podemos utilizar a no�c~ao de in-
distinguibilidade de part��culas, associadas �as amplitu-
des �(p; q), para de�nir amplitudes de transi�c~ao e as-
sim proceder com a dedu�c~ao de termos de colis~ao na
Eq.(44). Tais desenvolvimentos fogem aos prop�ositos
deste trabalho, e podem ser encontrados em lugar[70].
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VI Conclus~oes

Neste trabalho desenvolvemos o conceito de repre-
senta�c~ao canônica como introduzido por Dirac, enfa-
tizando recentes desenvolvimentos nesta �area. Inicial-
mente, buscando uma apresenta�c~ao pedag�ogica, descre-
vemos alguns elementos biogr�a�cos sobre Dirac, con-
centrando em seu particular enfoque sobre a estrutura
da Mecânica Cl�assica e os processos de quantiza�c~ao, que
deram origem �a quantiza�c~ao geom�etrica. Na seq�uência
desenvolvemos o conceito de representa�c~ao de grupos
de Lie via a estrutura de parêntesis de Poisson: as re-
presenta�c~oes canônicas.

Como exemplo, o grupo de rota�c~ao foi estudado
e um modelo de part��cula cl�assica com momento
magn�etico num campo eletromagn�etico n~ao homogêneo
foi desenvolvido.

Representa�c~oes canônicas do grupo de Poincar�e fo-
ram estabelecidas, visando dois prop�ositos: (i) mostrar
que o conceito de part��cula cl�assica relativ��stica pode
ser introduzido sem necessidade de limite quântico, e
(ii) introduzir a equa�c~ao de Wong, que descreve isos-
pins cl�assicos, via grupos de simetria.

Por �ultimo, desenvolvemos o conceito de repre-
senta�c~oes unit�arias no espa�co de fase relativ��stico, em
conex~ao com a no�c~ao de representa�c~ao canônica, ex-
plorando o grupo de Poincar�e. Tal m�etodo conduz a
uma teoria cin�etica relativ��stica consistente e natural-
mente covariante, onde a no�c~ao de estado �e descrita por
fun�c~oes de onda no espa�co de fase. Este resultado, re-
presenta, ent~ao, a generaliza�c~ao para o caso relativ��stico
da formula�c~ao da Mecânica Estat��stica Cl�assica como
proposta por Schemberg[13], a qual �e baseada numa
teoria de campos no espa�co de fase[74].
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