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Muitos processos naturais seguem as distribuicoes de Lévy: da dindmica de uma torneira gotejante

ao comportamento de albatrozes errantes a procura de alimento. Por que essas distribuigdes sao

tdo comuns e como podem ser usadas para prever o comportamento de sistemas fisicos?

Many natural processes follow Lévy distributions, from the dynamics of a leaking tap to the foraging
behaviour of wandering albatrosses. Why are they so common and how can they be used to predict

the behaviour of physical systems?

I Introducao

Alguns fenomenos naturais sao faceis de serem obser-
vados, enquanto outros sao mensuraveis somente sob
condi¢oes muito peculiares. Isto nao nos diz muito so-
bre a importancia de cada tipo de fenomeno, mas nos in-
dica quao freqientemente eles ocorrem: o primeiro tipo
tende a ser comum, enquanto o segundo acontece rara-
mente. Essas 1déias ajudam a explicar porque ha tan-
tas distribui¢Oes gaussianas na natureza. Fenomenos
tao diversos como a variacao de altura das pessoas, a
concentracao de melanina na pele em um dado grupo
humano e as intensidades de varios sons naturais se-
guem todos essa mesma lei estatistica simples.

Uma das distribui¢oes gaussianas mais importantes
na fisica descreve o movimento térmico de atomos e
moléculas. As particulas se deslocam através de pe-
quenas distancias antes de se chocarem umas com as
outras, levando a um movimento aleatério que resulta
na difusao “normal”. Esse processo explica porque uma
colher de aciicar adoga toda uma xicara de café e porque
o perfume usado por uma pessoa preenche um compar-
timento fechado.

Contudo, se a xicara de café fosse agitada energi-
camente, turbuléncia poderia ocorrer e o acucar se dis-
persaria mais rapidamente; nesse caso, o movimento
da particula nao poderia mais ser descrito em ter-
mos de uma distribuicao gaussiana. Evideéncias re-
centes, provenientes de experimentos feitos em alguns

fluidos especificos, sugerem que o movimento pode,
ao contrario, seguir uma distribuicao que foi introdu-
zida, em 1937, pelo matematico francés Paul Lévy.
O trabalho pioneiro de Benoit Mandelbrot mostrou
que tais distribui¢oes de Lévy sao comuns na natu-
reza - elas descrevem, por exemplo, a maneira pela
qual albatrozes buscam por alimento, as flutuacoes
nos precos do mercado ou os ritmos do coracao.

Tumulo de Boltzmann no Cemitério Central de Viena.

*Este artigo é uma tradugao, com ligeiras modificagoes, de texto publicado na revista Physics World, Julho de 1997, pp. 42 - 45, ¢
na Japanese Physics Magazine “Parity” vol. 13, pp. 23 - 28, 1998. Tradugao de Ildeu de Castro Moreira.
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As estatisticas da difusao normal sao bem enten-
didas e sao rotineiramente usadas para prever varias
propriedades macroscopicas de conjuntos de atomos e
moléculas. A estrutura basica equivalente para as dis-
tribui¢oes de Lévy foi desenvolvida somente recente-
mente, e sua capacidade preditiva estd sendo testada
no momento. Para ver como isto pode ser conseguido,
precisamos entender inicialmente a estatistica mais sim-
ples da difusao normal.

1T Movimento molecular

Em 1828, Robert Brown estudou o movimento de graos
de pélen em uma célula fluida, fornecendo evidéncia
forte de que o movimento térmico de moléculas é
aleatério. Contudo, foi s6 em 1905 que Einstein apre-
sentou uma base tedrica para o movimento browniano.
Ele descreveu o movimento de particulas individuais
usando a estatistica de Boltzmann- Gibbs, que havia
sido recentemente formulada, e mostrou que as pro-
priedades macroscépicas de difusao seguem uma dis-
tribui¢do gaussiana (Fig. la).

Para entender isto, reproduziremos essencialmente
os argumentos de Einstein, usando agora uma lingua-
gem da teoria de informacgao. Por simplicidade, imagine
que a difusdao ocorre em uma dimensao. A probabili-
dade de uma particula realizar um tnico salto de di-
mensao & é descrita entdo por uma distribui¢do p(z).
Boltzmann mostrou que descri¢oes microscopicas como
essa podem ser conectadas ao mundo macroscopico por
meio de sua entropia S (veja Boxe 1). Esta entropia
é, em esséncia, uma medida da incerteza na posi¢ao da
particula, e sempre tende para um maximo, para um
sistema que se aproxima do equilibrio térmico.

O problema reduz-se entao a maximizar a entropia,

s =~ [ o) ulp(a))dz

sujeita a dois vinculos. Primeiro, as probabilidades
adicionam-se dando a unidade:

/p(x)dx =1

Segundo, os saltos sao usualmente muito pequenos, de
modo que a particula move-se sempre para uma posicao
préxima. Isso significa que a varianca de p(z), que ca-
racteriza a largura da distribuigao, deve ser finita. Para
qualquer distribuicao a varianca, o2, é o valor esperado
de z? e é dada por

<x?>= /xzp(x)dx.

A técnica conhecida como cédlculo das variagoes for-
nece a distribui¢do p(z) que maximiza a entropia su-
Jeita a esses dois vinculos. O resultado é a distribui¢ao
gaussiana
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p(x) = (1/7kT)"? exp[—2®/kT],

onde k é a constante de Boltzmann, T a tempera-
tura ¢ kT = 202. Essa distribuicido corresponde a um
salto inico mas, como estamos interessados no com-
portamento observavel, necessitamos para isso da dis-
tribuicao associada com muitos saltos.

Gragas a estatistica gaussiana, a distribuicao para
N saltos tem a mesma forma daquela referente a um
unico salto:

pla; N) = (1/aNkT)/? exp[—22/kNT).

Este resultado nos permite calcular varias proprie-
dades macroscépicas do sistema. Por exemplo, acha-
mos que < z > é proporcional a Tt, onde t é o tempo
transcorrido. Isso é essencialmente a lei de Fick, a ca-
racteristica basica do movimento browniano, que Eins-
tein discutiu em 1905.

Para derivar essa distribuicao gaussiana, usamos
essencialmente dois pilares da termofisica. Primeiro,
que a entropia de um sistema sempre tende para um
maximo - em outras palavras, supomos a validade de
um “principio variacional”. Segundo, que o vinculo so-
bre a varianca assegura, por meio do chamado teorema
do limite central, que qualquer sistema com uma vari-
anca finita sempre tende para uma distribuicao gauss-
siana. Tal distribuicao é chamada um “atrator”.

Lévy descobriu que outras distribuicoes podem ser
atratores em uma escala macroscopica. A diferenca é
que estas distribui¢des de Lévy, denotadas por L-(z),
nao decaem rapidamente para distancias grandes. En-
quanto distribuicoes gaussianas decaem rapidamente,
distribui¢des de Lévy decrescem com 1/x!*7 onde v
estd entre 0 e 2 (Fig. 1b). Do ponto de vista da fini-
tude do segundo momento, as gaussianas correspondem
ao caso em que y = 2.

Figura 1. No movimento browniano, uma particula faz sal-
tos aleatdrios e cada salto é geralmente pequeno. A difusao
normal resultante é descrita por uma distribuigdo gaussiana
com uma varianga - que caracteriza a largura da distribuigao
- que € finita. Na difusdo do tipo Lévy, véos longos sao in-
tercalados com saltos mais curtos, de modo que uma regiao
muito maior é coberta pela particula. A varianga de uma
distribuicao de Lévy diverge.
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Isto significa que saltos muito mais longos, ou
“voos”, sao possiveis para as distribui¢oes de Lévy, o
que leva a que suas variangas divirjam. Um exemplo
famoso é a distribuicao de Cauchy-Lorentz, que é pro-
porcional a 1/(c+2?), onde ¢ é uma constante positiva.
Tais distribuicoes correspondem a v = 1 e surgem em
muitas situacoes fisicas.

IIT As distribuicoes de Lévy na
natureza

Muitos fenomenos comuns sao descritos por distri-
buicoes de Lévy. Por exemplo, em 1993, C-K. Peng
e colegas da Universidade de Boston, da Escola de Me-
dicina de Harvard e do Instituto Nacional de Saide de
Bethesda, nos EUA| analisaram os intervalos de tempo
entre batidas do coragao. Descobriram que os padroes
erraticos observados nas batidas de pessoas com coracao
saudavel podem ser descritos por uma distribuicao de
Lévy com v = 1,7, enquanto que dados de pacientes
com falhas cardiacas severas estao muito mais préximos
de uma distribuicao gaussiana. Esta diferenca poderia
ajudar no entendimento dos processos fisiolégicos deta-
lhados que controlam a atividade cardiaca. Peng e seus
colegas sugeriram que estes resultados poderiam surgir
de uma competicao nao linear entre ramos do sistema
nervoso involuntario.

No mesmo ano, Harry Swinney e seus colegas da
Universidade do Texas estudaram o fluxo de um liquido
em um recipiente girante que tinha a forma de uma
maquina de lavar roupa. Este dispositivo experimen-
tal gera essencialmente um fluxo de fluido em duas di-
mensoes. O grupo de Swinney encontrou que, em varios
locais do liquido, apareciam vértices, a marca da tur-
buléncia, Particulas tragantes foram seguidas por lon-
gos periodos de tempo e descobriu-se que alternavam
entre estar em um vortice particular e escapar para um
vértice vizinho. Os voos entre vértices seguiam uma
distribuicao de Lévy com v =1, 3.

Em 1995, um grupo da Universidade Federal Flu-
minense, liderado por Paulo Murilo Castro de Oliveira
e Thadeu J. P. Penna, usou métodos experimentais e
numéricos para estudar uma torneira gotejante. En-
contraram que os intervalos de tempo entre as gotas
flutuam segundo uma distribuicao de Lévy que tem um
v situado no dominio 1,66-1,85. O valor de v derivado
dos ritmos cardfacos (1,7) fica dentro deste dominio, um
resultado que levou Penna a especular: “L o coragao
uma torneira gotejante?” Os pesquisadores argumen-
tam que um processo hidrodinamico comum poderia
estar por tras de ambos os fenomenos.

Também em 1995 Rosario Mantegna e Gene Stanley,

da Universidade de Boston, mostraram que os mercados
financeiros podem seguir também as distribui¢oes de
Lévy. FEles analisaram as varia¢oes no index Standard
and Poor’s 500 da Bolsa de Nova York entre janeiro de
1984 e dezembro de 1989. A parte central da distri-
buicao é bem descrita por ¥ = 1,4 e, encontrou-se, é
notavelmente constante em todo o periodo de seis anos
estudado. Esse comportamento poderia fornecer uma
base para desenvolver modelos economicos de formagao
de precos.

A lista das manifestacoes de Lévy na natureza nao
para por ai. OQutros exemplos incluem o movimento de
grupos micelares de moléculas na agua salgada, estuda-
dos em 1990 por A. Ott e colaboradores da Escola Nor-
mal Superior em Paris, e o resfriamento a laser abaixo
da energia de recuo de um féton, estudado em 1994 por
F. Bardou e colegas, também da Escola Normal Supe-
rior.

Em 1996, pesquisadores da Universidade de Bos-
ton e do Programa Britanico de Reconhecimento da
Antértica [British Antarctic Survey] descobriram que
mesmo um albatroz errante vive sua vida seguindo uma
distribuicao de Lévy. Quando buscam por alimentos,
estas aves do mar voam longas distancias; atuam, em
seguida, em uma area pequena, para depois voarem no-
vamente. Pesquisadores estao investigando agora se
o comportamento em busca de alimentos de outras
espécies, tais como formigas e abelhas, segue também
as distribui¢oes de Lévy.

IV Em busca de uma base
tedrica

Os exemplos acima mostram precisamente o quanto as
distribuicoes de Lévy sao comuns. Em funcao disso,
muitas pessoas tém tentado formular uma base es-
tatistica para as distribui¢oes de Lévy, de maneira simi-
lar ao que Einstein fez quando desenvolveu a estatistica
do movimento browniano. FEsse problema interessou
particularmente E. W. Montroll (ja falecido) e Michael
Shlesinger, que esta agora no Departamento de Pes-
quisa Naval dos EUA | na Virginia. Em 1983, eles gene-
ralizaram o método anteriormente usado para maximi-
zar a entropia. A abordagem que utilizaram foi manter
a mesma funcao entropia

S= —/p(a:)ln[p(x)]dx,

mas alterar o vinculo na varianca. Em principio, isto
pareceria ser um método sensato, porque sabemos que
a varianca da distribuicao de Lévy diverge. Contudo, o
vinculo que desenvolveram era muito complexo para ser
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aceitavel como algo a priori, e eles mesmos decidiram
que era insatisfatério.

Uma maneira alternativa de atacar o problema é
generalizar a funcao entrépica, seguindo as linhas que
propus em 1988, ao invés de alterar o vinculo. Em 1995,
André Souza e eu, juntamente com Silvio Levy, da Uni-
versidade de Minnesota, nos EUA, e Roger Maynard, da
Universidade de Grenoble, na Franca, mostramos que
um unico parametro ¢ pode ser usado para caracterizar
uma forma generalizada para a entropia. A entropia
torna-se, entao,

Solp) = {1 - / [p(2)adz} /(g — 1)

e isto é maximizado com a imposi¢ao (vinculo) de que

JERERE

seja finito, e também com a exigéncia que

/p(x)dx =1

Se usarmos a mesma técnica anteriormente mencio-
nada, encontraremos que a distribuicao se torna

pole) o [L— (1 — q)2?/kT]H (=9,
Esta expressao se refere a um tunico salto. Ela se
reduz a distribui¢ao gaussiana para ¢ = 1, e para a
distribui¢do de Cauchy-Lorentz para ¢ = 2 (Fig.2).
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Figura 2. As distribuicées generalizadas para um unico
salto, para varios valores de ¢. Depois de muitos saltos, sao
geradas distribuigoes gaussianas par ¢ < 5/3 e distribuigoes
de Lévy sao produzidas para ¢ > 5/3. A distribui¢ao de
Cauchy-Lorentz corresponde a ¢ = 2. Para ¢ < 1, as distri-
buigbes sao estreitas e mostram muito pouca variabilidade.

Nesse caso geral é ligeiramente mais dificil obter a dis-
tribui¢ao para muitos saltos, uma vez que devemos uti-
lizar o chamado teorema do limite central generalizado
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de Lévy-Gnedenko, que estende a aplicagao do teo-
rema do limite central usual para valores de ¢ acima
de 5/3. Obtemos entdo distribui¢bes de Lévy com
¥ = (3—1¢)/(¢ —1). Para ¢ abaixo de 5/3, a distri-
buigao final torna-se gaussiana apés muitos saltos.

Esta abordagem generalizada coloca as distribuigoes
de Lévy na mesma base tedrica do movimento browni-
ano [para uma reandlise recente da questdo, veja a re-
feréncia 7]. O método assegura que a distribui¢do gene-
ralizada preserva caracteristicas importantes tais como
estabilidade termodinamica, com o resultado que uni-
ficamos essencialmente a estatistica da difusao normal
e das difusoes do tipo Lévy. Isso significa que a le1 de
Fick e o coeficiente de difusao associado sao também
generalizados de forma consistente.

Como vimos, as propriedades macroscépicas de um
sistema sido gaussianas para ¢ < 5/3 e seguem uma dis-
tribui¢ao de Lévy para ¢ > 5/3. A passagem de um re-
gime para outro ocorre quando o coeficiente de difusao
cresce para infinito (Fig. 3). Essa previsdo poderia ser
testada experimentalmente alterando-se os parametros
apropriados - tais como a concentracao de sal no expe-
rimento de Ott e colegas - para possibilitar a variacao
do valor de gq.
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Figura 3. Os coeficientes de difusao do regime gaussiano
(esquerda) e do regime de Lévy generalizado (direita) di-
vergem em ¢ = 5/3. Isto sinaliza a passagem entre os dois
regimes.

Um conceito generalizado de entropia pode ser usa-
do para analisar uma variedade de fenomenos fisicos
(veja Boxe 2). Mas o que isto significa no nivel mi-
croscopico? Significa essencialmente que o “principio
ergddico” - que estabelece que uma particula ocupa to-
dos os estados de um sistema dentro de algum tempo
- é violado de uma maneira nao trivial. Pelo contrario,
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o movimento é provavelmente fractal, em algum sen-
tido, o que explicaria o aparecimento de muitas estru-
turas fractais na natureza. Muitas, se nao todas, as
estruturas fractais poderiam emergir por meio da criti-
calidade auto-organizada que, por exemplo, imagina-se
estar subjacente ao desenvolvimento de falhas na crosta
terrestre. A marca distintiva de tais estruturas fractais
sao as leis de poténcia que caracterizam as distribuigoes
de Lévy.

Somente o tempo dira se estas estatisticas generali-
zadas provardo ser tao poderosas para prever o compor-
tamento de alguns processos fisicos como a formulagao
original de Einstein o foi para o movimento browniano.
Na medida em que estudarmos sistermas mais exéticos,
estejam eles situados bem distantes no Universo ou
imersos na fisica da matéria condensada, com certeza
as distribuigoes de Lévy emergirao repetidamente.

1. Boltzmann e a entropia

a expressao da entropia de Boltzmann,

se generaliza em

ntropia é um conceito fundamental da termodinamica. ermo foi cunhado
Ent to fund tal da t d Ot f had

por Clausius, que forneceu alguns insights notaveis sobre suas propriedades. FEle
disse: “A energia do Universo é constante. A entropia do Universo tende para um
maximo.” Mas o significado mais profundo da entropia foi descoberto por Boltz-
mann, no final do século XIX. Ele se deu conta que a entropia poderia ser usada
para conectar o movimento microscopico de particulas com o mundo macroscépio.
A expressao de Boltzmann para a entropia é escrita agora na forma

w
S=—kY piln(pi),
i=1

onde k é a constante de Boltzmann, W o ntimero de estados possiveis em um
sistema e p; a probabilidade do sistema ser encontrado no estado i. Se todos os
estados forem igualmente provaveis, entdo p; = 1/W e essa expressao se reduz a

S = kIn(W),

férmula esta que esta esculpida no timulo de Boltzmann. Para um ntmero infinito
de estados possivels, a entropia pode ser expressa como uma integral,

S = —/p(a:)ln[p(x)]dx.

As pessoas que trabalham no campo da teoria da informagao tém tentado generalizar

w
S=—k> piln(p),
i=1

desde os anos 60. Em 1988, postulel que a expressao

S =k(1- pr)/(q -1)

constituia uma base possivel para generalizar a termoestatistica de Boltzmann-
Gibbs, onde ¢ € o indice entrépico e pode, em principio, ser qualquer nimero real.
Se levarmos em conta que p;]_l se aproxima de 14 (¢ — 1) In(p;), no limite de ¢ = 1,
reobtemos a distribuicao padrao que caracteriza a estatistica de Boltzmann-Gibbs.
Para o caso particular da equiprobabilidade, a férmula de Boltzmann,

S = kIn(W),

Sy = k(W'=1 = 1)/(1 - q).
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2. Uma forma geral de entropia

Um resultado interessante da teoria se refere ao efeito de considerarmos dois sistemas
independentes, A e B, em conjunto. Para a termoestatistica usual, encontramos que
a entropia do sistema combinado é simplesmente a soma das entropias individuais.
Contudo, para o caso generalizado (tomando k£ = 1), encontramos que

Sy(A+ B) = 54(A) + 5(B) + (1 = ¢)5,(A4)54(B).

Isso significa que a entropia é maior do que a soma, para ¢ < 1, e menor do que a
soma, para ¢ > 1. Dizemos que a entropia é extensiva para ¢ = 1, super-extensiva
para ¢ < 1, e sub-extensiva para ¢ > 1.

O peso de Boltzmann para o equilibrio térmico, exp[—¢; /kT], onde ¢; é a energia do
i-ésimo estado, é generalizado para [I — (1 — ¢)e;/kT]Y/(1=9). Tsso mostra uma im-
portante diferenca, desde que para o caso ndo extensivo (¢ # 1), temos agora leis de
poténcia em vez das exponenciais tradicionais. Leis de poténcia estdao intimamente
relacionadas aos fractais, e sao observadas em uma variedade grande de fenomenos
naturais.

A nao extensividade surge em sistemas com forcas de longo alcance, tais como
forcas gravitacionais no Universo e interagoes a longa distancia entre particulas em
sistemas de matéria condensada. Eventos que envolveriam “memdria” de longo
termo no nivel macroscdpico sdo também nao extensivas, como o sao sistemas nos
quais o espago-tempo é, em algum sentido, fractalmente estruturado.

Na astronomia, Angel Ricardo Plastino e Angel Plastino, da Universidade de La
Plata, na Argentina, mostraram, em 1994, que sistemas auto-gravitantes, tais como
galaxias, poderiam ser nao extensivas com ¢ = —1. Piero Quarati e colegas da
Politécnica de Torino, na Italia, acharam que o fluxo solar de neutrinos é carac-
terizado por um valor de ¢ logo abaixo de 1, o que poderia ser relevante para o
enigmatico problema dos neutrinos solares. Acharam também, em colabora¢ao com
Marco Rego Monteiro e eu préprio, que as velocidades de aglomerados de galaxias
relativas a seus sistemas de repouso cosmolégicos, medidas pelo satélite COBE,
poderiam seguir uma distribuicao nao-extensiva com ¢ ~ 0, 24.

Em sistemas de matéria condensada, acreditamos que temos agora uma base téorica
firme para a difusao anomala tipo Lévy. Encontrou-se que a turbuléncia bidimensi-
onal em um plasma puro de elétrons é nao extensiva, com ¢ = 1/2. A. K. Rajagopal,
do Laboratério de Pesquisa Naval, em Washington DC, estendeu recentemente, para
estudar o caso geral, a teoria de resposta linear, que é rotineiramente usada para
analisar propriedades de transporte em sistemas “normais”.

A nao extensividade surge também na teoria do caos. Mostrei recentemente, junto
com Angel Ricardo Plastino e Wei-Mou Zheng, do Instituto de Fisica Teérica em
Beijing, China, que o mapeamento logistico - que mostra como um sistema evolui
com o tempo - exibe, na fronteira para o caos, uma sensibilidade as condigoes
inicials que segue uma lel de poténcia, caracterizada por um ¢ préximo de 0,24.
Francisco Tamarit e colaboradores, da Universidade de Coérdoba, na Argentina,
usaram 1sso como base para analisar um modelo para a evolugao bioldgica. Muitos
outros sistemas podem ser analisados em termos dessas estatisticas generalizadas
[ver referéncias em 8 e 9], e poderiam fornecer novas idéias sobre os mecanismos
subjacentes a determinado dominio dos fenomenos naturais.
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