122 Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 22, no. 1, Marco, 2000

O Efeito Casimir

( The Casimir Effect)

Marcus Venicius Cougo-Pinto, Carlos Farina e Alexandre Tort
Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Janetro

Caixa Postal 68528, 21945-970 - Rio de Janeiro, RJ, Brazil

Recebido em 12 de Julho, 1999

A teoria quantica oferece virios exemplos que mostram que o vacuo quantico exerce um papel

fundamental na fisica de fen6menos microscépicos e macroscépicos. Um desses fené6menos é o efeito

Casimir, a atragao entre duas placas paralelas, perfeitamente condutoras e eletricamente neutras,
previsto ha exatamente cinquenta anos pelo fisico holandés Hendrik Brugt Gerhard Casimir.

Quantum theory offers several examples that strongly suggests that the quantum vacuum, contrary
to the classical vacuum, plays a fundamental role in the physics of observable phenomena in the
microscopic as well as in the macroscopic level. One of these penomena is the Casimir effect, the
attraction between two neutral perfectly conducting plates, predict exactly fifty years ago by the

Dutch physicist Hendrik Brugt Gerhard Casimir.

I O efeito Casimir

Natura abhorret vacuum

Imagine duas placas metdlicas perfeitamente con-
dutoras, mas eletricamente neutras e paralelas entre
si. FElas sao quadradas com um centimetro de lado
e estao separadas por uma distancia da ordem de
micrometros. O conjunto esta montado dentro de uma
camara perfeitamente selada, na qual um vacuo per-
feito foi estabelecido, e ha disponivel um medidor de
forca muito sensivel, capaz de medir forcas diminutas
entre as placas. Como as placas sao neutras nao ha
forca elétrica entre elas e além disso a forca gravita-
cional entre elas é totalmente desprezivel. Os pesos
das placas estao convenientemente cancelados por meio
de suportes e tomou-se o cuidado de neutralizar qual-
quer tipo de interferéncia externa, como por exemplo,
vibragoes mecanicas espurias. Nessas condicoes espera-
mos que o ponteiro do medidor de for¢ca nao se mova.
Contudo, o ponteiro do medidor se move indi-
cando a existéncia de uma forca atrativa entre
as placas! Quando a separacao entre elas é de meio
micrometro a forca equivale ao peso de uma massa de
2 décimos de miligrama (mais ou menos o peso de um
décimo de um confete). Este é o efeito Casimir, previsto
teoricamente pelo fisico holandés Hendrik Brugt Ger-
hard Casimir (1909- ) em 1948 [1], comprovado experi-
mentalmente pela primeira vez em 1958 por seu compa-
triota M. Sparnaay [2] e recentemente confirmado por
outros experimentos [3,4,5] muito mais precisos. Es-
ses experimentos afastam qualquer sombra de duvida
sobre a existéncia do efeito, tal qual previsto por Ca-

simir. Como duas placas eletricamente neutras podem
exercer algum tipo de influéncia uma sobre a outra? E
esta a pergunta que tentaremos responder neste artigo.
Mas, para comecgar nada melhor do que um pouco da
histéria do efeito.

Na Holanda dos anos 1940, nos Laboratérios Phi-
lips, foram realizados alguns experimentos com sus-
pensoes de pd de quartzo utilizado na producao indus-
trial. Suspensoes sao sistemas formados por grandes
agregados de atomos, ions ou moléculas que formam
“particulas” de tamanho superior a 100 nanometros dis-
persas em uma outra substancia, por exemplo, em agua.
Os resultados experimentais sugeriam que a teoria vi-
gente na época para a estabilidade dessas suspensoes
poderia nao estar inteiramente correta e que a interacao
entre as particulas nas suspensoes poderia diminuir de
intensidade para grandes distancias mais rapidamente
do que se pensava. Foi sugerido que isto poderia ser
creditado ao efeito da velocidade finita de propagacao
da interacao eletromagnética entre os atomos. Essa su-
gestao fez com que Casimir e seu colega D. Polder re-
considerassem a chamada interacao de van der Waals
de dispersao e chegassem a conclusao de que a suspeita
tinha fundamento. Casimir e Polder mostraram que,
em consequiéncia da velocidade finita de propagacgao
do campo eletromagnético, a energia de interacao inte-
ratomica diminuia com o inverso da sexta poténcia da
distancia entre os dtomos quando estes estavam bem
préximos e com o inverso da sétima poténcia quando
a grandes distancias [6]. A simplicidade desses resulta-
dos, obtidos em 1947, deixou Casimir e Polder intriga-
dos:
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“The very simple form of equation...and the
analogous formula...suggest that it might be
possible to derive these expressions, perhaps
apart from the numerical factors, by more
elementary considerations. This would be
destrable since it would also give a more
physical background to our result, a result
which in our opinion is rather remarkable.
So far we have not been able to find such a
simple argument™ [6]

Foi entao que repensando o problema Casimir encon-
trou uma maneira diferente e notavel de trata-lo. Ca-
simir mostrou em um coléquio apresentado em Paris,
em abril de 1948, que o resultado obtido com Pol-
der podia ser recalculado recorrendo-se as chamadas
oscilagoes quanticas do vacuo eletromagnético. Antes
de falar mais sobre essas misteriosas e fascinantes os-
cilagoes continuemos com um pouco mais de histéria.
Casimir conta que foi Niels Bohr, um dos criadores da
mecanica quantica, quem lhe sugeriu considerar a ener-
gia de ponto zero do vacuo, que é a energia decorrente
da existéncia das tais oscilagoes. Casimir teve entao a
idéia de usar o conceito de energia de ponto zero para
o vacuo entre duas placas metalicas, elétricamente neu-
tras e paralelas. Os seus calculos, que apresentou cerca
de um meés apods o simpdsio de Paris, mostraram que elas
deveriam atrair-se com uma for¢a inversamente propor-
cional a quarta poténcia da distancia entre elas. Para
placas de um centimetro quadrado de area, separadas
pela distancia de um micrometro, ele previu que a forca
seria igual a 0,013 dinas. A forca F' obtida por Casimir
é dada por
72 he

F=—-A—— 1
240 a*’ )

onde A é a area de cada placa, a a separacao entre elas,
h a constante de Planck dividida por 27 e ¢ a velocidade
da luz no vacuo. Apreciemos o tom informal com que
Casimir descreve sua descoberta em uma carta a Peter
Milonni em marg¢o de 1992 [7]:

“No verao ou outono de 1947 (mas néo estou
absolutamente certo de que nao tenha sido
um pouco antes ou depois), mencionei meus
resultados a Niels Bohr, durante uma cami-
nhada. “Isto é étimo,” disse ele. “Isto é algo
novo.” Disse-lhe que estava intrigado com a
forma extremamente simples das expressoes
para a interacao a grandes distancias e ele
resmungou algo sobre a energia do ponto
zero. Isto foi tudo, mas colocou-me em uma
nova pista.

Descobri que calcular as variagoes da ener-
gia do ponto zero leva realmente aos mes-

1“A forma muito simples da equagio ... e a férmula ...
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mos resultados dos calculos que fiz com Pol-

der....

Em 29 de maio de 1948 apresentei meu tra-
balho Sobre a atra¢ao entre duas placas per-
feitamente condutoras a Academia Real Ho-
landesa de Artes e Ciéncias. O trabalho foi

publicado no decorrer daquele ano...”

O mais notavel no trabalho de Casimir nao era o fato
de que placas condutoras neutras pudessem exercer in-
fluéncia umas sobre as outras, pois a interacao entre
objetos neutros nao era exatamente uma novidade, pelo
menos para aqueles que estudavam as forcas de van der
Waals dispersivas, mas sim o fato de que esta interagao
particular podia ser atribuida as flutuacoes quanticas
do vacuo. O trabalho de Casimir recebeu pouca atencao
nos anos posteriores a sua publicagao. Seu trabalho
com Polder foi inicialmente o mais citado. Desde entao
a situacao mudou radicalmente e o volume de trabalhos
que citam o artigo original de Casimir cresceu enor-
memente, a medida que os fisicos perceberam suas im-
plica¢bes para a fisica moderna [8,9,10,11,7,12]. A idéia
de Casimir de atribuir as flutuacoes do vacuo quantico
a atracao entre as placas fol mais uma contribuicao ao
milenar debate em torno do conceito de vacuo. Para
melhor apreciar a importancia do efeito Casimir sera
conveniente uma visao panoramica, ainda que superfi-
cial, da evolucao do conceito de vacuo.

IT O conceito de vacuo

A nogdao comum que associamos a palavra vdcuo é
a de auséncia absoluta de matéria, particularmente
auséncia de ar ou outros gases. E com este sentido que,
por exemplo, empregamos termos tais como bomba de
vdcuo, deposicao @ vdcuo e tecnologia de vdcuo, com os
quais qualificamos engenhos e técnicas com nossa no¢ao
cotidiana do termo. Retiramos a matéria e tudo o mais
que pode ser retirado, e permanecemos com algo que
denominamos descuidadamente espaco, vazio, espaco
vazio ou vacuo, que algumas vezes até mesmo toma-
mos como sinénimo de nada. Na maioria das vezes
NA0 nos Ocorre que essa concepcao possa ser um tanto
ingénua e nossa terminologia imprecisa. Na verdade, o
conceito de véacuo, e seus sinonimos ou correlatos, tais
como vazio ou espaco, ja foi objeto de meditacoes pro-
fundas que esbogaremos a seguir e, gracas ao interesse
continuo de cientistas e filésofos, permaneceu e ainda
permanece em evolugao [13-16].

Os fildsofos gregos da Antiguidade Cléssica perce-
beram perfeitamente as complexidades conceituais en-
volvidas nas nog¢oes fundamentais de matéria, espaco,

sugerem que deve ser possivel derivar essas expressoes, talvez a menos de

fatores numéricos, por meio de consideragoes mais elementares. Isso seria desejavel, pois também daria um contexto mais fisico ao

nosso resultado, um resultado por outro lado notavel, em nossa opinido. Até o momento nao fomos capazes de encontrar tal argumento

simples”.
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tempo e movimento e, em particular, as dificuldades
tedricas com o conceito de vacuo. A histéria da fi-
losofia grega nos ensina que eles, grosso modo, con-
seguiram estabelecer dois pontos de vista conceituais
opostos a respeito do vacuo. De acordo com o pri-
meiro, o “vacuo” é o espacgo vazio, isto é, destituido de
matéria; se supusermos que ambos, espaco e matéria
existem de modo independente, a ele resta somente a
propriedade de separar os objetos materiais e permitir
a realizacao dos seus movimentos relativos. O vacuo
e 0 espaco vazio sao sinonimos. De acordo com o se-
gundo ponto de vista, o espaco vazio nao é admissivel
e o “vacuo” deve ser concebido como uma espécie de
meio (um “éter”, um “ar sutil”). As palavras vdcuo
e wvazio nesse contexto nao significam a mesma coisa.
O filoséfo atomista Demdcrito (¢.460-370 a.C.), para
quem o vacuo manifestava-se como “intervalos que se-
param um atomo de outro atomo e um corpo de outro
corpo, assegurando a sua natureza discreta e possibili-
dade de movimento”, é um exemplo do primeiro ponto
de vista. Também sao exemplos dessa escola de pen-
samento Platdo (¢.428-347 a.C.), que afirmava ser um
corpo fisico apenas uma parte do espaco limitado por
superficies geométricas que contém o espaco vazio e o
poeta e filésofo romano Lucrécio (¢. 94-55 a.C.), autor
do poema didatico De Rerum Natura. Nele Lucrécio
expde a teoria fisica de Epicuro (341-270 a.C.):

“Toda a natureza entao, na forma pela qual
existe, é em si mesma baseada em duas coi-
sas: existem os corpos e existe um vazio no
qual esses corpos sdao colocados e através do
qual se movem.”

O segundo ponto de vista a respeito do vacuo é
representado, por exemplo, por Parménides de Eléia
(¢.515-450 a.C.), mentor de Zenon de Eléia (¢. 490
a.C.), e Melissos de Samos (¢.350 a.C.), dltimo re-
presentante de importancia da escola eleata. Para
Parmeénides, “o vacuo é o nada e o nada nao existe”.
Zenon fol o primeiro a diferenciar “vacuo” e “espaco”,
ao introduzir a nocao de “lugar”. Para Parménides e
Melissos, o universo era um pleno compacto, um “todo
continuo e imutavel”. Mas sem duvida o mais impor-
tante entre aqueles que negavam a existéncia do vacuo,
como sinénimo de vazio total, foi Aristételes (384-322
a.C.), que com Platao divide o direito de ser consi-
derado o pensador maior da filosofia grega classica.
Aristoteles [13,16] repudia o conceito de espaco e o
conceito de espaco vazio defendidos pelos adeptos do
primeiro ponto de vista, concebendo o espaco como a
soma total de todos os lugares ocupados pelos corpos
e define lugar (topos) de um corpo como a superficie
interna limitrofe do meio que o contém. Aristoteles re-
jeita a nocao de vacuo no sentido do vazio absoluto (ou
o “nada”), e afirma que o meio que contém deve estar
em todos os lugares em contato com o que é contido.
A fisica de Aristételes atribui propriedades dinamicas

ao vacuo, pois nele a velocidade de um corpo € inver-
samente proporcional a densidade do meio em que o
corpo se move. Se a densidade do meio for nula, a velo-
cidade do corpo serd infinita, coisa que causa repudio a
razao humana. Como é comum na fisica aristotélica, a
discussao de questoes profundas era mesclada com pre-
conceitos cosmoldgicos arraigados na cultura da época
e com nocoes muito primitivas das propriedades fisicas
da natureza e seus movimentos. As noc¢oes aristotélicas
sobre o vacuo, a exemplo de outras, foram objeto de
discussao e discordancia de muitos pensadores a partir
de entao.

A doutrina aristotélica que afirmava ser a existéncia
do vacuo uma impossibilidade fisica comecou a ser
experimentalmente refutada no século 17. Em 1644,
Evangelista Torricelli (1608-1647) inventou o barémetro
de mercirio. Torricelli verteu mercirio em um tubo
de vidro que tinha uma das suas extremidades fecha-
das e depois, invertendo o tubo, mergulhou a extremi-
dade aberta em um recipiente que também continha
mercirio. A coluna de mercirio desceu deixando um
espaco entre a superficie do liquido e a extremidade
fechada do tubo. Torricelli sugeriu que este espaco, in-
dubitavelmente destituido de matéria visivel, também
estava livre da presenca de gases e que portanto um
vacuo havia sido criado. Em 1657, Otto von Guericke
(1602-1686), filésofo natural e burgomestre de Magde-
burgo, por meio de dois hemisférios ocos de cobre, uma
bomba de ar e algumas parelhas de cavalos (veja a ilus-
tracdo na figura 1) também demonstrou de modo espe-
tacular ter obtido uma regiao do espaco sem matéria:
o interior das esferas. A auséncia de ar no interior per-
mitia que a pressao atmosférica externa mantivesse os
hemisférios fortemente unidos, a ponto das parelhas de
cavalos nao conseguirem separa-los. O experimento de
Guericke foi recebido como uma refutagao experimen-
tal da concepcao medieval (aristotélica) sobre o vicuo.
Otto von Guericke manteve seu cargo de burgomestre
por cerca de 30 anos, talvez devido ao prestigio que a
demonstracao publica lhe trouxe.

Figura 1. Experimento de Otto von Guericke para demons-
trar a existéncia do vdcuo como um perfeito vazio (ilustracio

de Angela Farina).
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Figura 2. Experimento para demonstrar que o vacuo estd
cheio de flutuagoes quinticas (esquema simplificado do apa-
rato usado por Sparnaay [2]).

No plano tedrico, o mestre pensador francés Rene
Descartes (1596-1650) defendia a idéia de um universo
infinito mas pleno. Para Descartes, a matéria é carac-
terizada pela sua extensdo, e ndo por seu peso (massa):

“Ce nes’t pas la pesanteur, ni la dureté, ni
la couleur...qui constitue la nature du corps
mais Uextension seule”.? ”
Matéria e espago s6 podem ser diferenciados como abs-
tragoes. Na verdade, sao manifestacoes dos elementos
terra, fogo e de um “ar sutil” que preenche todos os
vazios.

O desenvolvimento posterior da filosofia natural
viu nascer o conceito newtoniano de espaco absoluto,
que desvincula a existéncia do espaco da existéncia da
matéria. Nos Principia de Newton lemos:

“O espago absoluto, por sua prépria natu-
reza, permanece o mesmo e imutavel inde-
pendentemente de quaisquer rela¢oes com
quaisquer substancias.”

O conceito newtoniano de espago inclui a existéncia de
uma aceleragao absoluta, em relacao ao proprio espago,
isto é: mesmo na auséncia de matéria haveria o efeito de
forcas inerciais ou “ficticias.” O fisico e filésofo Ernest
Mach (1838-1916), e antes dele o bispo George Berke-
ley (1685-1753), opondo-se a este ponto de vista, afirma
que a aceleragao seria também relativa e nao existiria
na auséncia de matéria. Sem matéria presente, nao ha
sentido em se falar em espaco. A aceleracdao absoluta
de Newton seria, na verdade, definida em relagao a dis-
tribui¢ao de matéria no universo. As reflexdes de Mach
parecem ter influenciado fortemente Einstein no que diz
respeito a sua motivacao original em elaborar a sua teo-
ria da relatividade geral, na qual espaco e matéria estao
intimamente vinculados, com a distribuicao de matéria
determinando a geometria do espacgo e a geometria de-
terminando como a matéria deve se mover. Por ou-
tro lado, para os fisicos do século 19, a natureza ondu-
latéria da luz exigia a existéncia de um meio sutil com
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propriedades elasticas fora do comum, que permitisse
a producao e propagacao de oscilagoes transversais. E
deste modo vemos um renascimento da antiga nogao de
um meio sutil pervadindo todo o universo. Em um ex-
perimento que se tornou classico, Albert A. Michelson
(1852-1931) ¢ Edward W. Morley (1838-1923) mostra-
ram que a hipétese de um tal meio sutil era, muito pro-
vavelmente, desnecessaria para explicar a propagagao
das ondas eletromagnéticas. Nesse elenco de opinioes
ao longo da historia vemos alternarem-se as concepgoes
do vacuo como mero vazio e como um meio dotado de
propriedades caracteristicas.

O conceito de vacuo sofreria uma nova modificagao
com os estudos do eminente fisico alemao Max Planck
(1858-1947) sobre a radiagdo de um corpo negro, um
problema tedrico de suma importancia na época da sua
formulagao e que levou & criacao da mecanica quantica.
Com a mecanica quantica surgiu o conceito de energia
de ponto zero, uma energia decorrente de flutuacoes
quanticas que nao podem ser eliminadas por nenhum
processo fisico. FElas permanecem mesmo em uma
regiao do espago na qual nenhuma forma de matéria
ou radiacdo pode ser observada [11,10]. Deste modo,
no barometro de Torricelli e nos Hemisférios de Mag-
deburgo o vazio completo imaginado pelos renascen-
tistas deve ser preenchido ao menos pelas flutuagoes
quanticas!

IIT Osciladores quanticos e a
energia de ponto zero

Um dos fenomenos fisicos mais comuns e importantes
que a natureza exibe é a vibragao. De fato, no mundo
macroscopico que percebemos com nossos sentidos e
aparelhos de medida muitas coisas ao nosso redor pare-
cem vibrar, desde a asa do beija-flor & asa de um aviao,
passando pelos mais variados dispositivos mecanicos,
eletromagnéticos e eletromecanicos que o engenho do
homem criou. Mesmo no mundo das coisas extrema-
mente pequenas a vibracao também esta presente. As
moléculas e os atomos vibram sem cessar. Os ntcleos
atomicos vibram. Os prétons e néutrons no interior
dos nicleos vibram. De fato, logo veremos que mesmo
o vacuo é capaz de vibrar!

Ao estudar um fenomeno natural, o fisico procura
sempre comecar com um modelo simples e idealizado,
mas que ainda assim retenha suas caracteristicas mais
importantes. No caso da vibracao, o modelo ideal é
o oscilador harmoénico simples (OHS). Um exemplo de
OHS ¢é o sistema formado por uma mola elastica com
uma das suas extremidades presa a um suporte fixo e
a outra, a um bloco, cuja massa é bem maior do que a

2“Nao é o peso, nem a dureza, nem a cor...que constituem a natureza do corpo, mas a sua extensao somente.” R. Descartes, Principes

de la philosophie, parte 11, paragrafo 4.
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massa da mola. O sistema apoia-se sobre uma superficie
horizontal sem atrito, de modo que a forga resultante
sobre o bloco seja a forca da mola, j4 que na vertical a
forca de contato entre a superficie e o bloco equilibra o
peso do bloco. Para pequenos afastamentos da posicao
de equilibrio (a posicao de equilibrio é aquela na qual o
bloco permaneceria parado se nela fosse posto) a forca
sobre o bloco é dada pela lei de Hooke, isto é, ela é
proporcional ao esticamento ou encurtamento da mola
e puxa ou empurra o bloco para a posicao de equilibrio,
na qual a mola fica com seu tamanho natural. O movi-
mento do bloco sob a agao da mola é uma oscilagao em
torno da posicao de equilibrio com uma frequéncia de-
terminada pela massa do bloco e a elasticidade da mola.
A energia do OHS ¢é proporcional ao quadrado da am-
plitude de oscilacao e a amplitude pode ter valores que
variam continuamente de zero até um valor maximo a
partir do qual a for¢ca da mola deixaria de obedecer a
lei de Hooke; para uma mola idealizada poderiamos di-
zer que a amplitude pode ter qualquer valor de zero
a infinito. Consequentemente, temos que o OHS pode
oscilar com uma energia que pode ter qualquer valor
acima de zero. Dizemos que a energia do OHS, que é
explicado pelas leis da mecanica classica, pode assumir
continuamente valores a partir de zero.

Existemn sistemas microscopicos, como por exem-
plo atomos e moléculas, que em muitos aspectos po-
dem ser considerados como OHS, com um dado es-
tado de equilibrio e uma frequéncia v associada ao
sistema. Em geral as oscilagdes de tais sistemas mi-
croscépicos nao podem ser explicadas corretamente pe-
las leis da mecanica classica, mas sim pelas da mecanica
quéantica.
OHS classico, a energia de um oscilador na mecanica
quantica s6 pode ter certos valores bem definidos, sem
possibilidade de ocorrerem valores intermediarios, 1.e.,
os valores permitidos formam um espectro discreto (ou
quantizado, como se diz muitas vezes) de energia. Os
valores possiveis da energia do OHS quantico sao dados

por [17]

Ao contrario do que acontece com um

1
E, = n—|—§ hv (n=0,1,2,..), (2)

onde h é a constante de Planck. Quando o oscilador
tiver energia F, diremos que estd no nivel n de ener-
gia. O fato mais importante para nossa discussao aqui
é que o oscilador quantico nunca pode ser encontrado
em um estado em que a energia seja nula, pois isso
simplesmente nao é permitido pelas leis da mecanica
quantica. O nivel de energia mais baixo do oscilador,
rotulado por Ejy, tem o valor (1/2)hv que é diferente
de zero! Além disso o espectro de energia é discreto: a
energia do OHS quantico 86 pode assumir valores iguais
ao minimo mais um multiplo de hv. O efeito Casimir é
uma decorréncia do valor nao nulo de Fy, que por sua

vez pode ser visto como uma conseqiéncia do principio
da incerteza de Heisenberg.

IV A quantizacao do campo ele-
tromagnético e o efeito Ca-
simir

A teoria quantica do eletromagnetismo fo1 formulada
por volta de 1926 pelos fisicos alemaes Max Born (1882-
1970), Werner Heisenberg (1901-1976) e Pascual Jordan
(1902-1980). Esta teoria prevé que o vicuo perfeito,
sem nenhum campo eletromagnético (ou qualquer tipo
de matéria), deve ser visto ndo como um espago absolu-
tamente vazio e inerte, mas como um espaco no qual pe-
quenas e rapidas flutuacoes do campo eletromagnético
ocorrem a todo momento e em toda parte. Em média
as flutuacoes dao um campo eletromagnético zero, e por
isso dizemos que no vacuo perfeito nao ha campo eletro-
magnético. Mas as pequeninas e normalmente imper-
ceptiveis flutuacoes estdo 1a! A origem delas pode ser
entendida da seguinte forma. A aplicacao das leis da
mecanica quantica ao eletromagnetismo permite con-
cluir que um campo eletromagnético pode ser consi-
derado como uma colecao de osciladores harmonicos
quantizados, como os descritos acima. Uma onda ele-
tromagnética de frequéncia bem definida comporta-se
como um OHS vibrando nesta frequéncia e em um nivel
de energia determinado pela intensidade da onda ele-
tromagnética. O nimero do nivel por sua vez conta as
“unidades” de onda eletromagnética que juntas formam
a onda. Em mecanica quantica uma tal “unidade” cos-
tuma ser chamada de quantum (no plural: quanta).
O quantum de campo eletromagnético é chamado de
féton. O féton é caracterizado por uma frequeéncia
bem especifica e, de acordo com o que vimos acima, sua
energia é o produto da constante de Planck A pela sua
frequéncia v. Um onda de frequéncia v que esta no nivel
de energia nimero n tem energia F, = (n+1/2)hv
e, portanto, é formada de n fotons. Se formos reti-
rando dela os fétons que a compodem sua intensidade
val diminuindo juntamente com seu nivel de energia.
Quando sao retirados todos os fétons a onda desaparece
mas resta a energia de ponto zero (1/2) hv correspon-
dente a frequéncia em questao. No que chamamos de
vacuo eletromagnético nao ha nenhum campo eletro-
magnético mensuravel, mas ha a energia de ponto zero
de cada frequéncia possivel de oscilacao do campo ele-
tromagnético. A soma das energias que correspondem
a todas as frequeéncias possiveis é chamada de energia
do vécuo e podemos representd-la pela expressao [11]

1
Emzzihy. (3)
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Normalmente, esta energia nao tem nenhum efeito so-
bre os fenomenos que observamos e podemos ignora-la.
O efeito Casimir é um dos fenomenos excepcionais, tal-
vez o mais notavel, no qual ela se manifesta!

Se considerarmos o espaco inteiro como vacuo com-
pleto obtemos que qualquer frequéncia v de oscilacao,
de zero a infinito, é possivel para o campo eletro-
magnético. Neste caso a teoria quantica do eletromag-
netismo prevé, de acordo com (3), que a energia do
vacuo ¢ infinita. Esta energia infinita do espago infi-
nito e vazio nao pode ser observada, é destituida de
significado fisico e pode ser posta de lado sem maiores
problemas. Entretanto, a situacao muda radicalmente
quando consideramos o campo eletromagnético em cer-
tas regices espacialmente limitadas como, por exem-
plo, dentro de uma cavidade condutora ou na regiao
delimitada por duas placas condutoras paralelas. A
razao é que quando o campo eletromagnético quanti-
zado é confinado, suas oscilac¢oes, inclusive as do ponto
zero, devem satisfazer a certas condicoes sobre as su-
perficies que determinam a regiao do confinamento.
Essas condic¢oes sao chamadas de condig¢oes de con-
torno ou de fronteira. As condi¢des de contorno res-
tringem as possiveis frequéncias de oscilagao do campo
eletromagnético. Quando confinamos o campo eletro-
magnético a uma regiao espacial limitada e impomos
condicoes de contorno, as frequéncias possiveis de os-
cilagao do campo eletromagnético sé podem ter certos
valores bem especificos, sem que valores intermediarios
sejam possivels, i.e., as frequéncias possiveis formam
um conjunto discreto®. A situacdo é similar ao que
acontece com uma corda de violao. Se a corda fosse
de comprimento infinito, sem ter extremidades, todas
as frequéncias seriam permitidas. Mas a corda de um
violao na verdade possul um comprimento finito, e obe-
dece a condicao de estar fixa nas suas extremidades.
Consequentemente, somente determinadas frequéncias,
e portanto certas notas musicais, serao permitidas. Te-
mos em maos agora os conceitos fundamentais de que
precisamos para entender o mecanismo por tras do
efeito Casimir.

O efeito Casimir resulta da alteracao do espectro de
frequéncias de vibracao do campo eletromagnético, em
razao da imposicao de condigoes de contorno exigidas,
por exemplo, pela presenca de placas metalicas. De-
vido a existéncia da energia de ponto zero, prevista pela
mecanica quantica, esta alteracao manifesta-se mesmo
quando as condi¢oes de contorno sao impostas ao vacuo.
No caso do vacuo eletromagnético entre duas placas
metalicas a manifestacao é uma atragao entre as pla-
cas, que de fato é observada. Dependendo das condicoes
de contorno e da geometria dos corpos envolvidos, esta
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forca pode ser atrativa ou repulsiva. Para um par de
placas paralelas perfeitamente condutoras a condicao
de contorno imposta por Casimir é de que o valor do
campo eletromagnético das flutuagdes do vacuo deve
anular-se quando estas penetram nas placas, de modo
a garantir que ele pernaneca confinado entre elas. O
resultado é uma modificacao na energia do vacuo con-
finado em relagao ao caso nao-confinado. Agora vem
uma questao muito delicada de matematica, que deixa
pasmado mesmo quem trabalha ha muito tempo no as-
sunto. Calculando diretamente a energia do vacuo en-
tre as placas metalicas obtemos, do mesmo modo que
no caso do vacuo sem as placas metdlicas, um valor
infinito! Entretanto, a diferenca matematica entre as
energias do vacuo nas duas situacoes pode ser tratada
com uma técnica matematica chamada regularizagao
que permite contornar o problema da diferenca entre
duas quantidades infinitas. Em seguida, um outro pro-
cedimento conhecido como renormaliza¢do , permite
obter um resultado final finito e provido de significado
fisico. Em outras palavras, por meio de regularizacao
e renormalizacao a diferenca entre dois infinitos ma-
temadticos torna-se finital A diferenca de energia regu-
larizada, isto é, finita, pode entao ser interpretada como
a energia necessaria para introduzir as placas no vacuo.
Do mesmo modo pelo qual a energia de interagao entre
duas cargas estaticas estd associada uma forca, a ener-
gia de interacao entre as placas também esta associada
uma forca, que no caso é atrativa e é dada de modo
preciso por (1). Todas essas considera¢des nos levam a
afirmar que a forca de Casimir é uma manifestacao ma-
croscépica das propriedades microscépicas do vacuo
quantico.

V A verificagao experimental
do efeito Casimir

Ja vimos acima que, para uma separa¢ao de meio
micrometro, a forca de atracao por centimetro qua-
drado de placa equivale ao peso de um décimo de um
confete; a pressao em cada placa é duzentas mil ve-
zes menor do que a pressao atmosférica ao nivel do
mar. Embora diminuta, essa pressao estd dentro do
alcance das técnicas experimentais atuais. Do ponto
de vista experimental, a verificacao do efeito é muito
dificil, pois varios sao os fatores que podem oculta-
lo. Os fatores mais importantes sdo: (a) vibragdes
mecanicas residuais; (b) irregularidades da superficie
das placas; (¢) distribui¢do irregular sobre as placas de
cargas elétricas estaticas; (d) diferengas de potencial

3Notemos que a energia de um OHS s6 pode assumir os valores discretos dados em funcdo da freqiiéncia v pela equacio (2). No caso
do campo eletromagnético ou do vacuo eletromagnético confinado devemos acrescentar que também v s pode assumir certos valores
discretos bem determinados pelas condigbes de contorno que descrevem o confinamento.
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espurias entre as placas. Por exemplo, para uma se-
paracao entre as placas da ordem de um micrometro,
uma diferenca de potencial da ordem de 17 milivolts
causa uma forca eletrostatica comparavel a forca de
Casimir. Além disso, o vacuo deve ser quase perfeito,
mas gracas as técnicas modernas de criacao de vacuo
isto nao é mais um grande problema. O efeito Casimir
entre superficies metalicas fo1 verificado pela primeira
vez por Sparnaay que publicou seus resultados em 1958
(veja a figura 2). Embora citado em muitos artigos ci-
entificos como demonstragao experimental da existéncia
do efeito, a verdade é que o préprio Sparnaay foi extre-
mamente cauteloso em suas conclusoes limitando-se a
afirmar em seu artigo que os resultados do experimento
“nao eram inconsistentes com a teoria.” A razao da
cautela de Sparnaay era o grau de incerteza na medida
da separacdo entre as placas que gerava uma incerteza
muito grande a respeito dos resultados finais. Quase
quarenta anos se passaram antes que um novo experi-
mento com metais, mas com uma geometria modificada,
fosse novamente realizada. Em janeiro de 1997, Lamo-
reaux publicou seus resultados experimentais sobre o
efeito Casimir. Lamoreaux mediu a for¢a de Casimir
entre superficies metalicas para separacoes entre 0,6 e
6 micrometros e obteve uma concordancia com a teoria
com uma incerteza de apenas 5%! [3,4]. Ainda mais
recentemente Mohideen e Roy realizaram outro expe-
rimento para separacoes entre 0,1 e 0,9 micrometros,
confirmando com alta preciséo o efeito Casimir [5].

O que vimos sobre a teoria e os experimentos do
efeito Casimir sao suficientes para percebermos sua
posicao singular na fisica moderna. De um lado é um
efeito relacionado com a questao do vacuo quantico,
uma questao profunda e fundamental, muitos diriam fi-
losdfica, da fisica moderna. Por outro lado é um efeito
de observacao direta: placas macroscépicas sao atrai-
das diante de nossos olhos e propriedades especificas da
forca de atragao, como a sua proporcionalidade no in-
verso da quarta poténcia da distancia, podem ser ve-
rificadas em laboratério. Nao sao muitos os efeitos
fisicos que apresentam simultaneamente essas duas ca-
racteristicas.

V1 Generalizacoes e aplicacoes
do efeito Casimir

Por efeito Casimir entendemos em principio a alteragao
da energia do vacuo eletromagnético quantico devido ao
seu confinamento entre duas placas condutoras, planas
e paralelas. Com o tempo notou-se que a esséncia do
efeito manifesta-se em diversas outras circunstancias e
a expressao efeito Casimir tem hoje um sentido muito
mais geral. Em primeiro lugar podemos substituir as
placas planas paralelas por placas esféricas, cilindricas

ou de qualquer outro formato que confine uma porc¢ao
do vacuo quantico eletromagnético. Também nesses ou-
tros casos obtém-se alteracoes da energia do vacuo e
forcas nas placas, embora as féormulas obtidas possam
ser diferentes das obtidas para as placas paralelas.
Uma outra generalizacao do efeito Casimir consiste
em considerar outros campos além do eletromagnético.
De fato existem outros campos quanticos na natureza
e do mesmo modo que o campo eletromagnético eles
apresentam flutuacoes de vacuo. A moderna teoria
de particulas elementares, atestada por experimentos
complexos realizados com aceleradores de particulas
modernos confirmam, que o universo, como o conhe-
cemos até o momento, é composto por campos de
matéria, cujas excitacoes corpusculares sao férmions,
por exemplo, elétrons e quarks, e campos intermedi-
adores das interacoes fundamentais, cujas excitagoes
elementares sao bdsons, por exemplo, fétons e glions.
Particulas subnucleares como os hadrons sao compostas
de quarks e glions. Todos os campos quanticos men-
cionados acima apresentam flutuacoes do ponto zero,
classificadas como sendo de um vacuo eletromagnético,
eletronico, quarquonico, etc, e portanto, se pudermos
criar as condicoes adequadas eles exibirao alteracoes da
energia do vacuo, isto é, o efeito Casimir. No caso
do elétron, o calculo da forca de Casimir entre placas
confinantes macroscopicas da um resultado desprezivel
por causa do valor de sua massa e das separacoes en-
tre as placas que podemos realizar experimentalmente.
Para que o efeito fosse observavel seria necessario que a
massa do elétron fosse muito menor do que na realidade
é (no caso do campo eletromagnético a particula cor-
respondente, o féton, tem massa nula) ou que o vicuo
do campo eletronico fosse confinado em regices muito
menores do que as que se conseguem entre placas ma-
croscopicas. Na verdade a forca de Casimir entre placas
macroscopicas deve-se somente ao vacuo do campo ele-
tromagnético, pois, por uma razao ou outra os outros
campos nao cooperam para a forca entre as placas, o
que nao significa que esses outros campos nao possam
manifestar o efeito Casimir em outras circunstancias.
Os quarks e glions sao particulas que juntamente
com seus respectivos campos sao completamente confi-
nados dentro dos hadrons. O confinamento inescapavel
dos quarks e glions no interior dos hadrons é um dos
aspectos mais intrigantes da fisica de particulas elemen-
tares. Em todos os experimentos, por mais altas que
sejam as energias, os quarks nunca sao observados iso-
ladamente; o que observamos sao apenas os hadrons,
cujas propriedades nos indicam a existéncia dos quarks.
Um tal confinamento nos leva a crer que o efeito Ca-
simir deva desempenhar um papel importante nas pro-
priedades dos hadrons. Para calcular o efeito Casimir
no interior de um hadron o modelo de placas paralelas é
naturalmente inadequado e é substitutido pelo de uma
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esfera que confina as flutuacoes dos vacuos quarquonico
e gludnico. O efeito Casimir no caso de uma esfera foi
calculado pela primeira vez por Timothy Boyer em 1968
[18]. Boyer classificou o célculo como um “longo pesa-
delo envolvendo a teoria classica das funcoes especiais.”
O primeiro modelo tedrico que incorporou a energia de
Casimir na estrutura dos hadrons foi o chamado mo-
delo de sacola MIT [19]. Neste modelo os hddrons séo
vistos como sacolas confinantes cujo conteiddo sao os
quarks e glions, dai o nome do modelo. Para uma
sacola hadronica de raio R igual a 1 fermi, ou 10713
metros a energia de Casimir associada vale aproxima-
damente 85 MeV (1 MeV = 10° elétron-volts), a uni-
dade de energia usada nessa escala, o que corresponde a
mais ou menos 9% da massa do préton, um hadron com
massa igual a 940 MeV, aproximadamente. E interes-
sante observar que no caso do efeito Casimir esférico a
forca de Casimir na esfera confinante é repulsiva. Ainda
hoje nao se sabe explicar porque a for¢a de Casimir de
um dado campo sob dadas condi¢oes é atrativa ou re-
pulsiva. Alguns tedricos cognominam esse fato de "o
mistério do efeito Casimir”.

Uma outra generalizacao do efeito Casimir consiste
em considerd-lo como um efeito produzido nas flu-
tuagoes do vacuo quantico provocado pela geometria
do espaco no qual ocorrem as flutuacoes. Esta visao do
efeito Casimir é bem mais abstrata mas talvez seja a que
melhor descreve a esséncia do efeito. Para compreendé-
la observemos que em uma situacao comuimn, sem placas
ou outros objetos presentes, o vacuo quantico ocupa o
espaco todo, constituido pelos pontos de coordenadas
cartesianas x, y e z, cada uma podendo assumir qual-
quer valor no conjunto IR dos numeros reais. Por esse
motivo dizemos que o espaco inteiro é o IR.3. Considere-
mos agora o efeito Casimir eletromagnético no caso de
placas condutoras planas e paralelas, que consideramos
idealizadamente de dimensoes infinitas, garantindo as-
sim que comparativamente a separacao entre elas seja
sempre pequena. Se colocarmos essas placas metalicas
paralelamente ao plano zy, em z = 0 e z = a, segue-
se que o vacuo eletromagnético quantico fica confinado
entre as placas. Deste modo a coordenada z do espago
acessivel ao vacuo confinado, que é o responsavel pelo
efeito, fica restrita ao intervalo [0, a]; as coordenadas co-
ordenadas x e y dos pontos entre as placas continuam
irrestritas. Dizemos entao que o espaco acessivel passou
a ser IR? x [0,a]. Podemos entao dizer que neste caso
o efeito Casimir é o efeito que a mudanca do espaco
IR 3 para o espaco IR2 x [0,a] tem sobre as flutuacdes
do vacuo quantico. O conceito de efeito Casimir é atu-
almente generalizado para significar o efeito sobre as
flutuacoes do vacuo quantico decorrente de qualquer
modificacio feita no espaco usual IR3. Existem modi-
ficacdes de IR® que ndo sdo tao simples de se conceber
como as provocadas por placas confinantes de diferentes
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formatos. Por exemplo: o espaco pode ser dotado de
curvatura ou ter dimensoes ditas compactificadas. Nor-
malmente as dimensoes sao descritas por retas reais; as
tres dimensoes do espaco usual sao descritas pelas trés
retas: os eixos z, y € z. Uma dimensao é dita compacti-
ficada se ela for descrita nao mais por uma reta inteira,
mas por exemplo, por um circulo ou curva obtida da
deformacao continua de um circulo. Existem na natu-
reza dimensoes compactificadas? Ainda nao é possivel
responder tal pergunta, mas se existirem a compacti-
ficacao causara modificagoes no vacuo quantico e tere-
mos outros exemplos do efeito Casimir. A compacti-
ficacao é um ingrediente comum em teorias com mui-
tas dimensoes espaciais, as assim chamadas teorias do
tipo Kaluza-Klein, como por exemplo, as teorias super-
simétricas das particulas elementares e as teorias super-
simétricas da gravitacao universal. FEssas teorias par-
tem da idéia de que a dimensao inicial do espago tempo
é 44+ N, onde N é um numero inteiro positivo, mas as
N dimensoes extras compactificam-se na escala de um
comprimento de Planck, 1073% metros, e nao podem ser
observadas. Todavia, essas dimensoes extras afetam a
forma das teorias no espaco usual de quatro dimensoes.
Este é um dos caminhos seguidos pelas teorias de uni-
ficacao e o efeito Casimir pode ter aqui um papel im-
portante. Recentemente ainda, observa¢oes que pare-
cem indicar uma aceleragcao na expansao do universo, e
experimentos que atribuem massa ao neutrino, podem
levar & exigéncia de que haja uma grande quantidade
de energia no vacuo, nao diretamente observavel mas
responsavel pelo ritmo da expansao observada do uni-
verso. B excitante imaginar que a energia de Casimir
que provoca a atracao entre duas despretenciosas pla-
quinhas é também capaz de dar o ritmo da sinfonia de
evoluc¢ao do nosso universo.

VII Conclusao

A noc¢ao moderna de um vacuo quantico dotado de
uma estrutura rica e capaz de desempenhar um pa-
pel dinamico é muito mais do que uma noc¢ao tedrica
académica e traz consigo efeitos que podem ser obser-
vados experimentalmente. Além do préprio efeito Ca-
simir temos, por exemplo: o desvio de nivels atomicos
de energia (desvio de Lamb) e a taxa de emissdo es-
pontanea de um dtomo em razao de sua interagao com o
campo eletromagnético do vacuo no espaco livre e no in-
terior de cavidades metalicas. Ha outros efeitos previs-
tos que ainda nao foram observados, mas que se revelam
importantes e mesmos fascinantes, como por exemplo,
a possibilidade de extrair do vacuo pares de particulas
e anti-particulas por meio de campos elétricos intensos
(mecanismo de Schwinger) [20] e a modificagao da velo-
cidade de propagacao da luz no vacuo confinado (efeito
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Scharnhorst) [21,22]. O efeito Casimir tem implica¢des
em diversas areas da fisica e tem sido cada vez mais
estudado em todo o mundo. No Brasil ha diversos gru-
pos de fisicos em nossas universidades e institutos de
pesquisa, nos quais o efeito Casimir é um dos temas
principais de investigacao.

Como vimos, em 1657 Otto von Guericke, realizou
uma experimento que se tornou famosa. Por meio de
dois hemisférios de cobre ocos, uma bomba de ar e
algumas parelhas de cavalos, Guericke ajudou a mudar
a nocao medieval de vacuo, herdada do filésofo grego
Aristételes (384-322 a. C.), de que a existéncia do vazio
completo era uma impossibilidade. A fisica quantica,
entretanto, parece indicar que o grande Aristoteles,
apesar de imbuido de muitas nogoes erroneas do seu
tempo, estava no caminho certo. Neste ano em que
estamos comemorando os cinquenta anos do efeito Ca-
simir, podemos afirmar que gragas a ele aprendemos
muito sobre a rica estrutura do vacuo quantico, e ainda
temos muito a aprender. As duas placas metalicas do
efeito Casimir, do mesmo modo que os hemisférios de
Magdeburgo, ajudaram a mudar a nogao pré-existente
de vacuo. Talvez isso tenha impelido o fisico Klaus
Scharnhorst [21] a referir-se as placas condutoras neu-
tras do efeito Casimir como “os hemisférios de Magde-
burgo da fisica quantica.”

VIII Apéndice 1: Esbogo bio-
grafico de H. B. G. Casi-
mir [23,24]

Hendrik Brugt Gerhard Casimir nasceu em 15 de julho
de 1909 em Haia, Holanda. Seu pai era um mestre-
escola proveniente da classe trabalhadora rural. Casi-
mir estudou nas universidades de Leiden, Copenhague
e Zurique. Em 1942 comecou sua carreira na Philips
tornando-se diretor dos laboratérios de pesquisa dessa
empresa em 1946.

Os trabalhos de Casimir sao em sua maior parte nas
areas da fisica de baixas temperaturas e da supercondu-
tividade. Em 1934, para explicar a relagao entre as pro-
priedades térmicas e magnéticas dos supercondutores,
Casimir e Gorter sugeriram a existéncia de dois tipos de
elétron: o normal e o supercondutor. Posteriormente,
com o desenvolvimento da teoria de Bardeen-Cooper-
Schrifer (BCS) da supercondutividade, ficou claro que
os dois tipos de elétrons correspondiam aos elétrons pa-
reados e nao-pareados (pares de Cooper) da teoria BCS.
Além de um grande cientista, Casimir demonstrou inte-
resse também pelas relagoes entre ciéncia e tecnologia e
suas implicagoes na sociedade. Em uma conferéncia so-

bre a histéria da ciéncia, realizada em 1977 em Varena,
na Italia, revelou suas preocupacoes humanisticas ao
afirmar que o pensamento filoséfico nao deve limitar-se
apenas ao estudo da natureza, mas considerar também
valores como a sabedoria, a caridade e a compaixao.

IX Apéndice 2: O artigo origi-
nal de Casimir

O artigo original de Casimir foi publicado nas Atas da
Academia Real Holandesa de Artes e Ciéncias (Procee-
dings Koninkliyjke Nederlandse Akademie voor Wetens-
chappen); é o primeiro artigo citado no presente traba-
lho. Na péagina seguinte apresentamos uma tradugao
do texto em inglés, tal qual aparece na coletanea [25].

Da atracao entre duas placas
perfeitamente condutoras
POR
H. B. G. Casimir

(Comunicado na sessio de 29 de maio de 1948.)

Em um trabalho recente de POLDER e CASIMIR?
mostra-se que a interacao entre uma placa perfeita-
mente condutora e um atomo ou molécula com polari-
zabilidade estatica « é, no limite de grandes distancias

R, dada por

3 o
§E = — = he 4
87 RA (4)

e que a interagao entre duas particulas com polarizabi-
lidades estaticas oy e g é dada naquele limite por

23 a1y

6F = ——hc
47 R7

()

Essas férmulas sao obtidas tomando-se as forcas de
VAN DER WAALS-LONDON usuais como ponto de
partida e fazendo as correcoes devidas aos efeitos de
retardamento.

Em uma comunicacao ao ”Colloque sur la théorie
de la liaison chimique” (Paris, 12 a 17 de abril de 1948)
o presente autor foi capaz de mostrar que essas ex-
pressoes também podem ser derivadas estudando-se por
meio da eletrodinamica classica a mudanca da energia
de ponto zero eletromagética. Nesta nota vamos aplicar
o mesmo método a interacao entre duas placas perfei-
tamente condutoras.

Consideremos uma cavidade cibica de volume L3
delimitada por paredes perfeitamente condutoras com
uma placa quadrada perfeitamente condutora de lado L
posta nessa cavidade paralelamente & face xy e compa-
remos a situacao na qual essa placa estd a uma distancia
pequena da face zy com a situacao em que esta a uma

4H. B. G. CASIMIR and D. POLDER, Phys. Rev., 73, 360 (1948).
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distancia muito grande, digamos L/2. Em ambos os ca- onde ng, n, e n, sdo inteiros positivos;
S0Os as expressoes %Z Aw, nas quals a soma se estende
sobre todas as possiveis frequéncias de ressonancia da

cavidade, sao divergentes e destituidas de significado
fisico, mas sera mostrado que a diferenca entre essas k= k3 + k; +kI =K+ kI (8)
somas nas duas situacoes, —(Z hw)p — —(Z hw)pr, tem

um valor bem definido e esse valor sera interpretado
como a interagao entre a placa e a face zy.

.. - . . A cada k;, ky, k., correspondem duas ondas esta-
As possiveis vibracoes de uma cavidade definida por

clonarias, a menos que um dos n; seja zero, quando
0<xz<L, 0<y<L, 0<z<a (6) entdo ha somente uma. Para k., k, isso ndo tem im-
portancia, pois para L muito grande podemos conside-
rar k;, k, como varidveis continuas. Desse modo en-
T T T
ke = =Ny, ky=-—ny, k.= R (7) contramos:

L

tém numeros de onda

dk, dk, (9)

—Zhw_hc // [%m Z\/ ——|—k2—|—k2

ou, introduzindo coordenadas polares no plano k. k,,

2
LY e = e 222/ (25 ) (10)
(0)1

onde a notagao (0) 1 pretende indicar que o termo com n = 0 tem que ser multiplicado por % Para a muito grande
também esse ultimo somatério pode ser substituido por uma integral e, portanto, é facil de se ver que nossa energia
de interacao é dada por:

6E_hc—— Z/ v/ (n /{dﬁ—/ / \/mﬁdn( dk) . (11)

(0)1

Para obter um resultado finito é necessario multiplicar os integrandos por uma funcao f(k/ky) que é igual a 1 para

k < ky mas tende a zero suficientemente rapido para (k/kn,) — oo, onde ky,, pode ser definido por f(1) = % O

significado fisico é ébvio: para ondas muito curtas (raios X, e.g.) nossa placa dificilmente é de alguma maneira um
obstaculo e, portanto, a energia de ponto zero dessas ondas nao sera influenciada pela posicao dessa placa.

Introduzindo a variavel u = a?x? /72,

§E = Lhc— Z/ V(2 + ) f(r/(n? +u)/aky) du (12)

(0)1

/OOO /OOO Vi + 0 f(m/ (02 + u)/aky) du dn} . (13)

Aplicamos a férmula de Euler-Maclaurin:

> F(n)— /Oo F(n)dn = —11—2F’(0) + 51 i 30F’“(O) + ... (14)
(0)1 0

Introduzindo w = u 4 n?, temos:

F(n)= /n2 w2 f(wr/aky,) dw (15) Fl(n) = —202f(nn%/akm) (16)
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F'(0) 0 (17)
F(0) = —4. (18)

As derivadas mais altas conterdo poténcias de (7/a ki, ).
Assim encontramos:
72 1

3 (19)

SE/L? = —he——— .
/ “Ux30 @

uma férmula que vale desde que a k,, > 1. Para a forca
por cm? encontramos:

71'2 1 1 2
c%a_ll = 0; 013gdyne/cm ) (20)

F=h

onde a, ¢ a distancia medida em micros.

Somos assim levados as seguintes conclusoes. Existe
uma forca atrativa entre duas placas metalicas que in-
depende do material das placas desde que a distancia
seja tao grande que para comprimentos de onda com-
paraveis com essa distancia a profundidade de pene-
tracao é pequena comparada com a distancia. Essa
forca pode ser interpretada como uma pressao de ponto
zero das ondas eletromagnéticas.

Embora o efeito seja pequeno, uma confirmacao ex-
perimental nao parece infactivel e pode ser de algum
interesse.

Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips

Gloeilampenfabricken, Findhoven.)
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