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Este �e um trabalho expositivo no qual apresentamos o tratamento axiom�atico da teoria das dis-
tribui�c~oes, desenvolvido pelo matem�atico português Jos�e Sebasti~ao e Silva (1914-1972). Nosso
principal objetivo �e mostrar que, do ponto de vista pedag�ogico, a axiom�atica de Silva constitui-se,
talvez, no melhor modo de se introduzir o conceito de distribui�c~ao aos usu�arios da Matem�atica,
especialmente aos f��sicos e engenheiros.

This is an expository paper in which we present the axiomatic treatment of the theory of distribu-
tions, developed by the Portuguese mathematician Jos�e Sebasti~ao e Silva (1914-1972). Our main
goal is to show that, from the pedagogical point of view, Silva's axiomatic constitutes perhaps the
best way to introduce the concept of distribution to the non mathematician, especially to physicits
and engineers.

I Introdu�c~ao

A vers~ao cl�assica, �a la Schwartz, da teoria das dis-
tribui�c~oes [5,6], elaborada no seio da an�alise funci-
onal, �e, em geral, pouco atraente ao f��sico te�orico
e ao engenheiro que, no entanto, se utilizam com
freq�uência de seus resultados. Contudo, alguns destes
resultados, especialmente aqueles ligados �a composi�c~ao
da distribui�c~ao delta de Dirac, Æ, com uma fun�c~ao
f; Æ[f(x)]; s~ao de dif��cil acomoda�c~ao no dom��nio da
teoria cl�assica das distribui�c~oes, ao contr�ario do que su-
gerem as heur��sticas comumente apresentadas, em con-
textos aplicados, como justi�cativas para os referidos
resultados.

Dentre as v�arias contribui�c~oes de Jos�e Sebasti~ao e
Silva (1914-1972) [8], um dos mais importantes ma-
tem�aticos portugueses, destaca-se o seu trabalho sobre
uma teoria axiom�atica das distribui�c~oes [7], hoje algo
olvidado. Nele, com axiomas extremamente simples,
Silva constr�oi uma axiom�atica que captura o conceito
de distribui�c~ao em sua vers~ao cl�assica, mais precisa-
mente, a teoria de Schwartz se constitui num modelo
da axiom�atica de Silva que, por sua vez, �e categ�orica,

isto �e, admite, essencialmente, um �unico modelo, no
sentido de que quaisquer dois modelos s~ao necessaria-
mente isomorfos.

No contexto destas observa�c~oes insere-se o pre-
sente trabalho, expositivo, com objetivos de natureza
did�atico-pedag�ogica, ao qual pretendemos dar continui-
dade com um outro de ��ndole f��sico-m�atem�atica. Nesta
primeira parte, expositiva, procuramos reapresentar as
id�eias de Silva sobre as distribui�c~oes, de tal forma a
real�car sua simplicidade ao mesmo tempo que as rela-
cionamos com a teoria cl�assica de Schwartz. Acredita-
mos que a axiom�atica em pauta constitui-se numa via
alternativa para o ensino das distribui�c~oes que, pela
natureza simples de seus conceitos primitivos, poder�a
ser apresentada em um est�agio muito menos avan�cado
do que aquele requerido ao entendimento da vers~ao
cl�assica, apresentando, assim, um maior atrativo aos
usu�arios da matem�atica. Na verdade, este trabalho �e
uma tentativa de transferir ao leitor esta nossa cren�ca.

No que diz respeito �a parte de ��ndole f��sico-
matem�atica, que pretendemos apresentar em futuro
pr�oximo, iremos nos concentrar naquelas opera�c~oes
para as quais a teoria cl�assica das distribui�c~oes
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constitui-se num habitat um tanto quanto hostil, como,
por exemplo, a multiplica�c~ao de distribui�c~oes e a com-
posi�c~ao de uma distribui�c~ao com uma fun�c~ao, em par-
ticular a citada composi�c~ao Æ[f(x)], no sentido de res-
ponder as seguintes quest~oes:

(i) A axiom�atica de Silva, para as distribui�c~oes, �e
forte o su�ciente para acomodar de forma sensata estas
opera�c~oes ?

(ii) Na hip�otese de uma resposta negativa �a quest~ao
(i), n~ao seria ent~ao poss��vel modi�car-se a referida
axiom�atica de forma a, mantendo seus aspectos posi-
tivos de simplicidade e categoricidade, dar respaldo �as
citadas opera�c~oes ?

O presente trabalho, al�em desta introdu�c~ao, est�a or-
ganizado da seguinte forma: na pr�oxima se�c~ao, forne-
cemos alguns dados biogr�a�cos sobre Sebasti~ao e Silva,
nas terceira e quarta se�c~oes, o cerne do trabalho, apre-
sentamos, respectivamente, a axiom�atica e a constru�c~ao
de Schwartz como um de seus modelos, ali�as, o �unico a
menos de isomor�smos. A quinta e ultima se�c~ao, al�em
de alguns coment�arios acerca das (a nosso ver) vanta-
gens did�atico-pedag�ogicas da vers~ao �a la Silva da teo-
ria das distribui�c~oes, comenta, fornecendo alguma in-
dica�c~ao bibliogr�a�ca, maneiras alternativas de abordar
as distribuic~oes.

II Nota biogr�a�ca

Jos�e Sebasti~ao e Silva, nascido em Portugal, na vila
de M�ertola, em 1914, doutorou-se em m�atem�atica em
1949 na Faculdade de Ciências de Lisboa onde, poste-
riormente, foi professor catedr�atico.

Durante mais de vinte anos foi diretor do Centro de
Estudos Matem�aticos de Lisboa no qual, ent~ao dirigido
por Antônio Ancieto Monteiro, realizou suas primeiras
pesquisas em equa�c~oes alg�ebricas e topologia geral.

Ap�os uma incurs~ao em temas de l�ogica (sob a tutela
de F. Enriques) durante sua estadia na It�alia (1942-46),
inicia, neste pa��s, a sua atividade em an�alise funcional,
tendo trabalhado com F. Severi e L. Fantappi�e. Fo-
ram muitos os seus trabalhos neste dom��nio e ao leitor
interessado sugerimos consultar a referência [8].

Sebasti~ao e Silva, em virtude de uma vasta cultura
cient���ca e human��stica e de grandes qualidades de pe-
dagogo, atuou de forma e�caz no âmbito do ensino
da Matem�atica em Portugal. Neste sentido, al�em da
renova�c~ao do ensino da an�alise no setor universit�ario,
atuou com decis~ao no sentido de promover uma modi-
�ca�c~ao profunda nos programas e nos m�etodos de en-
sino do segundo grau. As referências acerca de seus
trabalhos na �area de ensino podem ser encontradas em
[8].

Faleceu em 25 de maio de 1972.

III A axiom�atica de Sebasti~ao

e Silva

Como sabemos, na elabora�c~ao de uma teoria pelo
m�etodo axiom�atico devemos, antes de tudo, enumerar
de forma exaustiva o ponto de partida, isto �e, aque-
les conceitos que ser~ao considerados como primitivos,
n~ao de�nidos, bem como as propriedades que, com re-
ferência a estes conceitos, queiramos admitir, os axi-
omas. Em seguida comprometemo-nos a lan�car m~ao
apenas e t~ao somente dos conceitos primitivos e daque-
les que, n~ao sendo primitivos, tenham tido seus signi�-
cados inteiramente esclarecidos pelos termos primitivos
ou por outros j�a elucidados pelos primitivos, tais termos
ser~ao denominados de�nidos e o processo de introduzi-
los na teoria, isto �e, de explic�a-los a partir dos primi-
tivos ou de outros termos de�nidos, recebe o nome de
de�ni�c~ao. Finalmente, pro��be-se recorrer a quaisquer
suposi�c~oes que n~ao sejam as regras da l�ogica, os axio-
mas e suas conseq�uências.

A atitude que se toma em uma teoria axiom�atica �e a
de considerar os conceitos primitivos como objetos des-
pidos de qualquer interpreta�c~ao e sobre os quais nada
sabemos a n~ao ser o que est�a expressamente dito nos
axiomas. Desprezam-se os signi�cados dos termos pri-
mitivos concentrando-se a aten�c~ao exclusivamente na
forma dos axiomas. Desta feita, a obten�c~ao de teore-
mas, as demonstra�c~oes, na medida em que s�o podem
se ater �a forma dos axiomas, independem das inter-
preta�c~oes dadas aos termos primitivos e, portanto, po-
dem ser consideravelmente generalizadas, ou seja, va-
ler~ao em qualquer contexto interpretativo compat��vel
com as exigências axiom�aticas.

Quando, para uma teoria axiom�atica, encontramos
uma interpreta�c~ao poss��vel, no sentido de que atende �as
exigências axiom�aticas, diremos ter encontrado um mo-
delo para o sistema de axiomas ou, mais simplesmente,
um modelo da teoria. Neste sentido, dadas duas teorias,
A e B, se for poss��vel substituir os termos primitivos da
teoria A por termos, primitivos ou n~ao, da teoria B, de
tal forma que os axiomas de A correspondentemente
modi�cados, isto �e, obtidos atrav�es da substitui�c~ao de
seus termos pelos correspondentes termos escolhidos em
B, transformem-se em teoremas ou axiomas de B, di-
remos ter encontrado um modelo ou uma interpreta�c~ao
da teoria A dentro da teoria B. Logo, se em todos os
teoremas de A �zermos as modi�ca�c~oes pertinentes ob-
teremos, sem d�uvida, teoremas de B, isto �e, proposi�c~oes
demonstr�aveis a partir dos axiomas de B.

�E comum, na estrutura�c~ao axiom�atica de um deter-
minado assunto, lan�car m~ao de teorias que j�a se encon-
tram axiomatizadas, as quais denominaremos teorias
precedentes. Assim, por exemplo, o c�alculo de predi-
cados de primeira ordem com igualdade e a teoria de
conjuntos, s~ao tomadas, em geral inconscientemente,
como teorias precedentes na axiomatiza�c~ao da grande
maioria dos temas. �E tamb�em freq�uente, principal-
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mente no trabalho axiom�atico em ciências emp��ricas,
como por exemplo a F��sica, considerar como preceden-
tes, n~ao apenas a l�ogica e a teoria geral dos conjuntos,
como tamb�em outras partes da matem�atica como, por
exemplo, a an�alise. Nestes casos, os axiomas da teo-
ria que estiver sendo axiomatizada poder~ao se referir �as
no�c~oes primitivas da teoria em pauta, bem como aos
conceitos das teorias precedentes, enquanto que os teo-
remas e axiomas destas �ultimas podem ser usados, na
obten�c~ao de conseq�uências l�ogicas, como se �gurassem
na lista de axiomas da teoria sob an�alise.

A constru�c~ao axiom�atica de Silva da teoria das
distribui�c~oes �e guiada por um princ��pio heur��stico ao
qual denominou princ��pio de conserva�c~ao das regras
de c�alculo, cuja id�eia encontra-se muito claramente ex-
posta em alguns trechos do seu trabalho, referência [7],
que a seguir apresentamos reagrupados e traduzidos li-
vremente:

\O princ��pio heur��stico que nos guiou nestas pes-
quisas �e aquele da conserva�c~ao das regras de c�alculo:
logo que uma opera�c~ao torna-se imposs��vel em certos
casos, h�a uma tendência natural de se enfrentar a or-
dem estabelecida, continuando a operar formalmente,
seguindo as regras que s~ao v�alidas no dom��nio cl�assico.
Este procedimento pode conduzir a nada mais que er-
ros e contradi�c~oes, mas, algumas vezes, alcan�ca-se desta
forma uma nova ordem, mais rica e mais harmoniosa.

Sendo f e g fun�c~oes cont��nuas a valores complexos,
de�nidas em um aberto 
 de Rn, e considerando a de-
�ni�c~ao usual de derivada, as express~oes

@f

@x1
;
@2f

@x21
;

@2g

@x1@x2
; :::;

em geral, n~ao fazem sentido. Mas, encontramos uma
situa�c~ao an�aloga a prop�osito da express~ao

p
a, que n~ao

tem sentido, no dom��nio real, para a < 0, e que, como
sabemos, se operarmos com estas express~oes segundo
as regras usuais n~ao se obt�em contradi�c~oes: esta �e a
origem do conceito de n�umero complexo. Guiando-nos
pelo nosso princ��pio heur��stico, o da conserva�c~ao das
regras de c�alculo, e observando que, tal como no caso
de
p
a, �e poss��vel operar com as derivadas formais (por

exemplo, @f=@x1 , sendo f cont��nua por�em n~ao necessa-
riamente deriv�avel) segundo certas regras (a derivada
de uma soma �e a soma das derivadas, �e permitido in-
verter a ordem de deriva�c~oes, etc.), sem jamais obter-se
uma contradi�c~ao, propomo-nos a dar uma de�ni�c~ao do
conceito de distribui�c~ao, por meio de um sistema de axi-
omas, que venha conceber uma distribui�c~ao, do ponto
de vista local, precisamente como uma derivada formal
de uma fun�c~ao cont��nua".

Os conceitos primitivos da axiom�atica de Silva s~ao:
distribui�c~ao, dom��nio de existência, restri�c~ao, adi�c~ao e
deriva�c~ao. Como teorias precedentes temos: a l�ogica
cl�assica, a teoria geral de conjuntos e a an�alise (em

Rn). Os axiomas, apresentados a seguir, s~ao simples
o bastante para nos permitir a�rmar que um primeiro
curso de c�alculo, de primeiro ano de gradua�c~ao, fornece
material su�ciente �a sua compreens~ao. Neste sentido,
pedimos especial aten�c~ao do leitor, particularmente do
professor, com a �nalidade de, atrav�es de uma leitura
atenta dos axiomas, convencer-se da corre�c~ao de nossa
a�rmativa anterior acerca da possibilidade de um estu-
dante, sem grande bagagem em matem�atica, ser capaz
de captar a referida axiom�atica.

Os axiomas da teoria das distribui�c~oes de Silva s~ao
os seguintes:
Axioma 1.

Cada fun�c~ao complexa f(x), de�nida e cont��nua em
um aberto de Rn, �e uma distribui�c~ao.

Axioma 2.
A toda distribui�c~ao � corresponde um aberto de

Rn, denominado o dom��nio de existência (ou somente
o dom��nio) de �, de forma que, se � �e uma fun�c~ao
cont��nua, o dom��nio de � �e o dom��nio de existência
(aberto) desta fun�c~ao no sentido usual.

Axioma 3.

Existe uma opera�c~ao, denominada adi�c~ao, que a
cada par de distribui�c~oes �1, �2 com dom��nio 
 co-
mum, faz corresponder uma distribui�c~ao de dom��nio

 denominada a soma de �1 com �2 e denotada por
�1+�2 de forma que, se �1 e �2 s~ao fun�c~oes cont��nuas,
�1 +�2 �e a soma destas fun�c~oes no sentido usual.

Axioma 4.
A qualquer distribui�c~ao � de dom��nio 
 e a todo

��ndice i = 1; 2; :::; n; corresponde uma distribui�c~ao de
dom��nio 
, denominada a derivada parcial de � em
rela�c~ao a xi e denotada por Dxi�, de modo que:

(i) Se � �e uma fun�c~ao que admite derivada parcial
em rela�c~ao a xi (no sentido usual), cont��nua em 
; Dxi�
coincide com esta derivada;

(ii) Se �1 e �2 s~ao distribui�c~oes com dom��nio co-
mum, temos Dxi(�1 + �2) = Dxi�1 + Dxi�2 para
i = 1; 2; :::; n;

(iii) Dxi Dxk� = DxkDxi�; quaisquer que sejam a
distribui�c~ao � e os ��ndices i; k.

Axioma 5.
A cada distribui�c~ao � de dom��nio 
 e a todo aberto

w � 
, corresponde uma distribui�c~ao �w de dom��nio
w, denominada a restri�c~ao de � a w, de forma que:

(i) se � �e uma fun�c~ao cont��nua, �w �e a restri�c~ao
desta fun�c~ao a w, no sentido usual;

(ii) se w0 �e uma parte aberta de w, temos (�w)w0 =
�w0 para toda distribui�c~ao � de dom��nio 
;

(iii) (�1 + �2)w = (�1)w + (�2)w para todo par de
distribui�c~oes �1, �2 de dom��nio 
;

(iv) (Dxi�w)w = Dxi�, quaisquer que sejam a dis-
tribui�c~ao � e o ��ndice i.

Axioma 6. (Princ��pio do recolhimento de peda�cos).
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Se, dado um aberto 
 de Rn, �zermos corresponder
a cada x de 
 uma vizinhan�ca aberta 
x de x e uma
distribui�c~ao �x de dom��nio 
x, de maneira que, se as
vizinhan�cas 
x, 
y de dois pontos de 
 tiverem uma
interse�c~ao n~ao vazia, as restri�c~oes de �x e �y a 
x\
y

coincidam, ent~ao existe uma distribui�c~ao � de dom��nio

 da qual a restri�c~ao a 
x �e �x, qualquer que seja x de

:

Conven�c~oes:
Se � = (�1; �2; :::; �n) �e um multi-��ndice, isto �e, uma

n-upla de inteiros n~ao negativos, escreveremos

D� = D�1
x1
:::D�n

xn
:

Sendo dados dois multi-��ndices � = (�1; :::; �n) e
� = (�1; :::; �n) escreveremos � � � como abrevia�c~ao
de �1 � �1; :::; �n � �n:

Diremos que uma distribui�c~ao � �e independente de
xi(i = 1; 2; :::; n) se sua derivada Dxi� for nula.

Axioma 7.
Para toda distribui�c~ao � e todo intervalo Q de Rn,

aberto e limitado, do qual a aderência est�a contida no
dom��nio de �, existe uma fun�c~ao f de�nida e cont��nua
em Q e um multi-��ndice � tais que �Q = D�f:

Axioma 8.
Se � for uma distribui�c~ao independente de xi (i =

1; 2; :::; n); tendo por dom��nio um intervalo Q de Rn,
e se tivermos � = D�f; f sendo uma fun�c~ao de�nida
e cont��nua em Q e � um multi-��ndice, existe um ou-
tro multi-��ndice � � � e uma fun�c~ao g cont��nua em Q,
independente de xi no sentido usual, tais que � = D�g:

Sem d�uvida, a quest~ao da existência de algum mo-
delo para esse sistema de axiomas �e das mais relevan-
tes. Veremos na pr�oxima se�c~ao, ainda que de modo
esquem�atico, que a teoria das distribui�c~oes, tal como
concebida por L. Schwartz, constitui-se num modelo
para a teoria axiom�atica de Silva. Mais ainda, tal
modelo �e �unico a menos de isomor�smos j�a que, con-
forme demonstrado por Silva em [7], sua axiom�atica �e
categ�orica. Assim, os axiomas apresentados caracte-
rizam, individualizam, as distribui�c~oes de L. Schwartz
sem recorrer a no�c~oes mais avan�cadas de topologia geral
e an�alise funcional requeridas pela vers~ao cl�assica.

IV Um modelo da teoria de

Silva

A id�eia aqui �e a de se construir, no seio de outras teo-
rias matem�aticas, objetos espec���cos que possam assu-
mir o status dos conceitos primitivos da teoria de Silva,
no sentido de que estes objetos satisfa�cam as exigências
axiom�aticas da teoria. Mais precisamente, as de�ni�c~oes,
no contexto destas outras teorias, dos acima referidos
objetos espec���cos, devem ser elaboradas de maneira
que, para eles, os axiomas que implicitamente de�nem
os conceitos primitivos sejam conseq�uências l�ogicas, te-
oremas, das teorias nas quais foram edi�cados.

Tendo-se em vista a natureza deste trabalho, n~ao
e nossa inten�c~ao apresentar aqui um desenvolvimento
completo. Pretendemos, no entanto, em largos tra�cos,
apresentar a de�ni�c~ao cl�assica de distribui�c~ao, bem
como alguns resultados associados, com o objetivo de
dar ao leitor elementos que lhe indiquem ser muito
razo�avel aceitar que as distribui�c~oes, em sua vers~ao
cl�assica, fornecem um modelo para a teoria de Silva.
Aos interessados em completar as lacunas de nossa ex-
posi�c~ao sugerimos o excelente texto de W. Rudin, Fun-
ctional Analysis [5], no qual nos apoiamos para o que a
seguir expomos de maneira sum�aria. Vale ainda desta-
car que todos os conceitos de topologia geral e an�alise
funcional utilizados em nossa apresenta�c~ao, e que nela
n~ao se encontrem explicitamente de�nidos, o s~ao se-
gundo as de�ni�c~oes formuladas em [5].

4.1 Distribui�c~oes em 


Seja 
 � Rn um aberto n~ao vazio e seja tamb�em
(Kn)n2f1;2;:::g, Kn � 
 para n = 1; 2; :::; uma seq�uência
de compactos n~ao vazios tal que Kn esteja inclu��do no
interior de Kn+1 e ainda

S
n2f1;2;:::gKn = 
. Tomemos

o espa�co vetorial complexo de todas as fun�c~oes a valores
complexos de�nidas e cont��nuas em 
, aqui denotado
por C(
). Este espa�co com a topologia induzida pela
fam��lia de seminormas separante

c

Pn(f) = supfjf(x)j : x 2 Kng; n = 1; 2; :::; e f 2 C(
) ;

d

�e um espa�co vetorial topol�ogico, localmente convexo,
cuja topologia �e compat��vel com uma m�etrica invari-
ante completa, isto �e, C(
) com esta topologia �e um
espa�co de Fr�echet.
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De�nimos agora o conjunto C1(
) como:
C1(
) = ff : 
 ! C : D�f 2 C(
) para todo

multi-��ndice �g,
onde

D� =

�
@

@x1

��1
:::

�
@

@xn

��n

com � = (�1; :::; �n). Claramente, C1(
) com as
opera�c~oes usuais de adi�c~ao de fun�c~oes e multiplica�c~ao
de uma fun�c~ao por n�umero complexo �e um espa�co ve-
torial.

Sendo K � 
 um compacto, denotaremos por DK

o seguinte subespa�co vetorial de C1(
) :

DK = ff 2 C1(
) : suporte de f � Kg :
�E f�acil ver que a uni~ao de todos os subespa�cos DK , com
K � 
 percorrendo os compactos de Rn, denotada por
D(
), �e tamb�em um espa�co vetorial. A este espa�co,
D(
), denominaremos espa�co das fun�c~oes teste. Temos
ent~ao que: � 2 D(
) se e somente se � 2 C1(
) e o
suporte de � for um compacto de Rn inclu��do em 
:

�E poss��vel mostrar que D(
) pode ser munido de
uma topologia � que o torna um espa�co vetorial to-
pol�ogico localmente convexo tal que:

Teorema 1.

Sendo � um funcional linear em D(
), isto �e, uma
transforma�c~ao linear de D(
) em C (ambos vistos como
espa�cos complexos), ent~ao as seguintes condi�c~oes s~ao
equivalentes:

(a) � �e cont��nuo (com rela�c~ao a topologia �);
(b) A todo compacto K � 
 corresponde um in-

teiro n~ao negativo N e uma constante c <1 tais que a
desigualdade j�(�)j � cjj�jjN vale para todo � 2 DK ;
onde

jj�jjN = maxfjD��(x)j : x 2 
 ; j�j � Ng

com N = 0; 1; 2; :::; � 2 D(
) e j�j = �1 + �2 + :::+ �n
a ordem do multi-��ndice � = (�1; �2; :::; �n):

Podemos agora apresentar a principal de�ni�c~ao
desta se�c~ao:

De�ni�c~ao 1.

Uma distribui�c~ao em 
 �e um funcional linear em
D(
), cont��nuo em rela�c~ao a � .

Denotaremos por D0(
) ao conjunto de todas as dis-
tribuic~oes em 
, que, com as usuais opera�c~oes de adi�c~ao
de funcionais e multiplica�c~ao de funcional por n�umero
complexo �e um espa�co vetorial.

Sendo f : 
! C localmente integr�avel em 
, isto �e
f �e Lebesgue-mensur�avel e

Z
K

jf(x)jdx <1 (no sentido de Lebesgue)

para todo compacto K � 
, ent~ao

Z



f(x)�(x)dx

existe qualquer que seja � 2 D(
). Assim, a cada
fun�c~ao f localmente integr�avel em 
 podemos associar
o seguinte funcional linear em D(
):

�f : D(
)! C
� 7�! �f (�) =

Z



f(x)�(x)dx:

Visto que

j�f (�)j �
Z
K

jf(x)jj�(x)jdx para � 2 DK ;

e portanto, tendo-se em conta a de�ni�c~ao de k k0 dada
no teorema 1,

j�f (�)j �
�Z

K

jf(x)jdx
�
k � k0 para � 2 DK ;

decorre, pelo teorema 1, que �f �e um funcional linear
(em D(
)) cont��nuo, ou seja, uma distribui�c~ao em 
.

Observemos que �f �e, essencialmente, equivalente �a
fun�c~ao f no sentido de que o conhecimento de �f de-
termina, praticamente, a fun�c~ao f . Naturalmente que
se f e g forem fun�c~oes localmente integr�aveis em 
 di-
ferindo apenas num conjunto de medida nula, isto �e, se
f = g quase em toda a parte (q. t. p.), ent~ao

Z



f(x)�(x)dx =

Z



g(x)�(x)dx para � 2 D(
);

ou seja, �f = �g: Todavia esta �e toda a extens~ao da am-
big�uidade, j�a que, se �f = �g; ent~ao, pode-se mostrar
que f = g q.t.p.. Assim, tendo-se em conta a rela�c~ao
de equivalência � em Loc(
) (espa�co das fun�c~oes local-
mente integr�aveis em 
), de�nida por:

f � g se e s�o se f; g 2 Loc(
) e f = g q:t:p:;

podemos dizer que a distribui�c~ao �f , associada �a fun�c~ao
f 2 Loc(
), pode ser identi�cada com a classe de equi-
valência de f determinada pela rela�c~ao de equivalência
� em Loc(
). Neste sentido temos que:

Loc(
) � D0(
):

Visto que toda fun�c~ao f : 
 ! C cont��nua em 
 �e
localmente integr�avel em 
, ent~ao, a rela�c~ao de inclus~ao
acima nos mostra que toda fun�c~ao a valores complexos,
de�nida e cont��nua em 
, �e uma distribui�c~ao em 
.
Vemos, assim, que a primeira exigência axiom�atica da
teoria de Silva �e satisfeita se interpretamos o conceito
primitivo de distribui�c~ao pelo conceito de distribui�c~ao
em 
, tal como introduzido pela de�ni�c~ao 1.
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No que diz respeito aos termos primitivos dom��nio
de existência (de uma distribui�c~ao) e adi�c~ao (de distri-
bui�c~oes), que integram a teoria axiom�atica de Silva, �e
f�acil ver que os axiomas 2 e 3 se veri�cam com as se-
guintes interpreta�c~oes: sendo � uma distribui�c~ao em 
,
ou seja, um funcional linear em D(
), cont��nuo, dire-
mos que o aberto 
 � Rn �e o dom��nio de existência
de �; sendo �1 e �2 duas distribui�c~oes com dom��nio

, entenderemos a adi�c~ao de �1 e �2 como a usual
opera�c~ao de adi�c~ao de funcionais lineares em D(
), isto
�e, (�1 +�2)(�) = �1(�) + �2(�) para todo � 2 D(
):

4.2 Igualdade local e restri�c~ao de distri-
bui�c~oes

Ap�os havermos materializado, no sentido de termos
interpretado, no ��tem anterior, os conceitos primitivos
de distribui�c~ao, dom��nio de existência e adi�c~ao, iremos
agora, com o mesmo intuito, considerar o conceito de
restri�c~ao.

Sejam �1 e �2 distribui�c~oes em 
 e w � 
 um
aberto. Diremos que �1 e �2 s~ao localmente iguais em
w ou, em s��mbolos, que

�1 = �2 em w

se e somente se
�1(�) = �2(�)

para todo � 2 D(
) tal que o suporte de � esteja in-
clu��do em w, isto �e,

�1 = �2 em w

signi�ca

�1(�) = �2(�) para todo � 2 D(w):

De posse do conceito de igualdade local podemos
agora de�nir restri�c~ao de uma distribui�c~ao da seguinte
forma:

De�ni�c~ao 2.

Seja � uma distribui�c~ao em 
 e w � 
 um aberto
n~ao vazio. A restri�c~ao de � a w, denotada por �w, �e o
funcional linear em D(w) tal que

�w = � em w

Resulta que a restri�c~ao de � a w � 
, �w, �e cont��nua
em D(w) e portanto uma distribui�c~ao em w. Al�em
disto, pode-se demonstrar que:

Teorema 2.

Suponha-se que � seja uma cobertura aberta de
um aberto 
 � Rn e que, para cada w 2 � corres-
ponda uma distribui�c~ao �w 2 D0(w) de tal forma que:

�w
0

= �w" em w0\w" sempre que w0\w" 6= �. Ent~ao,
existe uma �unica distribui�c~ao em 
, � 2 D0(
), tal que

�w = �w em w

para todo w 2 �.
Os resultados acima mostram claramente que o con-

ceito de restri�c~ao tal como introduzido pela de�ni�c~ao 2,
satisfaz �as exigências dos axiomas 5 e 6 (excetuando-se,
no axioma 5, por ora, a parte (iv)) da teoria de Silva.

No pr�oximo ��tem trataremos de formular uma de-
�ni�c~ao para derivada de uma distribui�c~ao de tal forma
que incorpore as propriedades exigidas pelo sistema de
axiomas de Silva, completando assim a constru�c~ao do
nosso modelo.

4.3 - Derivada de uma distribui�c~ao

Tudo o que precisamos agora �e de uma conveniente
de�ni�c~ao para derivada de uma distribui�c~ao, conveni-
ente no sentido de satisfazer nossos axiomas. Os resul-
tados que seguem a de�ni�c~ao dada abaixo mostram a
sua conveniência.

De�ni�c~ao 3

Seja � uma distribui�c~ao em 
 e � = (�1; :::; �n) um
multi-��ndice. A �-�esima derivada de �, aqui denotada
por D��, �e, por de�ni�c~ao, o seguinte funcional linear
em D(
) :

D�� : D(
)! C
� 7�! (D��)(�) = (�1)j�j�(D��)

onde, como anteriormente, j�j = �1 + :::+ �n e

D� =

�
@

@x1

��1
:::

�
@

@xn

��n
:

Sendo � uma distribui�c~ao em 
 e K � 
 um com-
pacto, ent~ao, pelo teorema 1, existe c <1 e um inteiro
n~ao negativo N tais que:

j�(�)j � c k � kN para � 2 DK :

Assim,

j(D��)(�)j = j�(D��)j � c k D�� kN� c k � kN+j�j
para todo � 2 DK (onde, na �ultima desigualdade, usa-
mos a de�ni�c~ao de jj jjN dada no teorema 1), o que
nos permite a�rmar, tendo-se em conta, novamente,
o teorema 1, que D�� �e tamb�em uma distribui�c~ao
em 
. Al�em disto, sendo � um outro multi-��ndice, e
observando-se que D� e D� s~ao operadores em C1(
)
que comutam, temos:
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c

(D�(D��))(�) = (�1)j�j(D��)(D��) = (�1)j�j+j�j�(D�(D��)) =

= (�1)j�j+j�j�(D�+��) = (D�+��)(�);

d

para todo � 2 D(
), ou seja,

D�(D��) = D�(D��) = D�+�� :

Vemos, assim, a partir dos resultados acima, que,
a menos da condi�c~ao (i), que trataremos de veri�-
car a seguir, todas as outras exigências do axioma 4,
bem como a condi�c~ao (iv) do axioma 5, s~ao atendidas
interpretando-se o conceito primitivo de derivada pelo
introduzido na de�ni�c~ao 3.

No que se refere ao item (i) do axioma 4, lembremo-
nos que sendo f : 
 ! C localmente integr�avel em 
,
ent~ao

�f : D(
)! C
� 7�! �f (�) =

Z



f(x)�(x)dx

�e uma distribui�c~ao em 
 que, no sentido esclarecido no
��tem 4.1, �e identi�cada com a pr�opria fun�c~ao f . Assim,
como �f � f , �e razo�avel de�nir-se a derivada generali-
zada de uma fun�c~ao f localmente integr�avel em 
 como
a derivada da distribui�c~ao �f a ela associada, isto �e:

De�ni�c~ao 4.
D�
gen:f

=def:D��f :

Suponhamos, agora, que D�f exista no sentido
cl�assico e que seja localmente integr�avel. Neste caso
a identi�camos com a distribui�c~ao �D�f ; isto �e, D

�f �
�D�f : Cumpre indagar se, nesta situa�c~ao, ocorrer�a de
D�f = D�

gen:f , ou tendo em vista a identi�ca�c~ao acima
e a de�ni�c~ao 4, se

�D�f = D��f

ou seja, se

Z



(D�f)(x)�(x)dx = (�1)j�j
Z



f(x)(D��)(x)dx

para todo � 2 D(
). �E f�acil mostrar, integrando-se por
partes, que, se f possuir derivadas parciais cont��nuas de
todas as ordens at�e N e se j�j � N , a express~ao acima
�e verdadeira. Temos, assim, veri�cada a condi�c~ao (i)
do axioma 4.

Pode-se ainda mostrar que:

Teorema 3.

Seja � uma distribui�c~ao em 
 e K � 
 um com-
pacto. Ent~ao, existe uma fun�c~ao cont��nua f : 
 ! C e
um multi-��ndice � tais que:

�(�) = (�1)j�j
Z



f(x)(D��)(x)dx

para todo � 2 DK ou, equivalentemente,

�(�) = (D��f )(�) = (D�
gen:f)(�)

para todo � 2 DK :

Em outras palavras e de maneira informal, o te-
orema 3 nos diz que toda distribui�c~ao �e, pelo menos
localmente, a derivada (generalizada) de uma fun�c~ao
cont��nua. Por este teorema vemos que tamb�em o axi-
oma 7 �e atendido por nossas interpreta�c~oes.

Ao leitor sugerimos a tarefa de completar a demons-
tra�c~ao de que as interpreta�c~oes dadas aqui aos termos
primitivos da teoria de Silva se constituem num modelo
da referida teoria. Mais precisamente, sugerimos ao lei-
tor mostrar que o exigido pelo axioma 8 �e satisfeito
pelas interpreta�c~oes.

V Coment�arios �nais

Ap�os a leitura deste trabalho, mais precisamente das
se�c~oes 3 e 4 onde apresentamos, respectivamente, a
axiom�atica de Silva e aspectos da teoria cl�assica das dis-
tribui�c~oes, estes, su�cientes �a veri�ca�c~ao de que as dis-
tribui�c~oes segundo Schwartz se constituem num modelo
da teoria de Silva, e tendo-se em conta que a axiom�atica
em apre�co �e categ�orica, o leitor atento di�cilmente dei-
xar�a de apreciar a forma simples com que Sebasti~ao e
Silva conseguiu pin�car conceitos t~ao elaborados. Sua
s��ntese axiom�atica, repetimos, pode ser apreendida,
sem di�culdade, por um aluno de gradua�c~ao que tenha
tido um primeiro curso de c�alculo de um ano. A este
mesmo aluno, no entanto, a constru�c~ao de Schwartz,
com seus delicados e sutis elementos de topologia geral
e an�alise funcional, seria inacess��vel.

Ao inv�es das conhecidas formula�c~oes heur��sticas,
pedagogicamente danosas, de se expor e justi�car as
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propriedades importantes associadas �as distribui�co~es
(como ocorre em muitos textos de f��sica e de engenha-
ria em n��vel de gradua�c~ao e, em alguns casos, tamb�em
de p�os-gradua�c~ao), a teoria de Silva fornece uma al-
ternativa razo�avel. Ademais, conscientes de que, tipi-
camente, f��sicos e engenheiros, para exempli�car, n~ao
est~ao dispostos a se embrenharem em elabora�c~oes ma-
tem�aticas so�sticadas, como a teoria cl�assica das dis-
tribui�c~oes, embora muitas vezes delas necessitem ter
algum conhecimento, cremos que, analogamente ao que
ocorre com os n�umeros reais, onde via de regra, n~ao
apenas os usu�arios da matem�atica, como tamb�em mui-
tos matem�aticos, apoiam-se nos axiomas de corpo orde-
nado (arquimediano) completo, esquecendo-se das cons-
tru�c~oes (modelos) feitas por Dedekind, Cauchy e outros,
esta tamb�em possa ser uma atitude aceit�avel, no con-
cernente �as distribui�c~oes, a ser adotada, especialmente
por motivos did�aticos. Mais especi�camente, propo-
mos a seguinte postura axiom�atica: de posse de uma
axiom�atica simples e cientes de que para ela existem
modelos, pode-se olvidar a constru�c~ao destes �ultimos e
apoiar-se apenas nas propriedades listadas nos axiomas
e nos teoremas que delas se puderem derivar.

A id�eia central, que consideramos relevante pelas
raz~oes acima, pode ser expressa, mutatis mutandis, com
o que diz Spivak [9]: �E inteiramente irrelevante que um
n�umero real seja, digamos, uma cole�c~ao de n�umeros ra-
cionais: tal fato nunca deveria entrar na demonstra�c~ao
de qualquer teorema importante sobre n�umeros reais.
Demonstra�c~oes aceit�aveis deveriam usar apenas o fato
de que os n�umeros reais formam um corpo ordenado
completo...

Para �nalizar gostar��amos de destacar que aspectos
hist�oricos, bem como a apresenta�c~ao de outras aborda-
gens ao tema das distribui�c~oes, podem ser encontrados

em J. L�utzen [3]. Uma generaliza�c~ao da teoria usual
de distribui�c~oes �gura em da Costa et al. [2]. Re-
centemente S. Cortizo [1] desenvolveu uma teoria dos
in�nit�esimos (e in�nitos), que provê uma alternativa �a
teoria das distribui�c~oes. Vale tamb�em destacar que a
an�alise n~ao standard [4] pode ser utilizada na funda-
menta�c~ao da teoria em pauta, esclarecendo e simpli�-
cando muitas quest~oes.
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