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Este é um trabalho expositivo no qual apresentamos o tratamento axioméatico da teoria das dis-
tribuigdes, desenvolvido pelo matemadtico portugués José Sebastido e Silva (1914-1972). Nosso
principal objetivo é mostrar que, do ponto de vista pedagégico, a axiomdtica de Silva constitui-se,
talvez, no melhor modo de se introduzir o conceito de distribuicao aos usudrios da Matematica,

especialmente aos fisicos e engenheiros.

This is an expository paper in which we present the axiomatic treatment of the theory of distribu-
tions, developed by the Portuguese mathematician José Sebastiao e Silva (1914-1972). Our main
goal is to show that, from the pedagogical point of view, Silva’s axiomatic constitutes perhaps the
best way to introduce the concept of distribution to the non mathematician, especially to physicits

and engineers.

I Introducao

A versdo classica, 4 la Schwartz, da teoria das dis-
tribuigtes [5,6], elaborada no seio da andlise funci-
onal, é, em geral, pouco atraente ao fisico tedrico
e ao engenheiro que, no entanto, se utilizam com
freqiiéncia de seus resultados. Contudo, alguns destes
resultados, especialmente aqueles ligados & composicao
da distribuicdo delta de Dirac, §, com uma funcio
f, O[f(x)], sdo de dificil acomodagdo no dominio da
teoria classica das distribuicoes, ao contrario do que su-
gerem as heuristicas comumente apresentadas, em con-
textos aplicados, como justificativas para os referidos
resultados.

Dentre as varias contribuices de José Sebastido e
Silva (1914-1972) [8], um dos mais importantes ma-
temdaticos portugueses, destaca-se o seu trabalho sobre
uma teoria axiomdtica das distribuigdes [7], hoje algo
olvidado. Nele, com axiomas extremamente simples,
Silva constréi uma axiomatica que captura o conceito
de distribuicao em sua versao classica, mais precisa-
mente, a teoria de Schwartz se constitui num modelo
da axiomadtica de Silva que, por sua vez, é categdrica,

isto é, admite, essencialmente, um tnico modelo, no
sentido de que quaisquer dois modelos sao necessaria-
mente isormorfos.

No contexto destas observagoes insere-se o pre-
sente trabalho, expositivo, com objetivos de natureza
didatico-pedagdgica, ao qual pretendemos dar continui-
dade com um outro de indole fisico-matematica. Nesta
primeira parte, expositiva, procuramos reapresentar as
idéias de Silva sobre as distribui¢oes, de tal forma a
realcar sua simplicidade ao mesmo tempo que as rela-
cionamos com a teoria classica de Schwartz. Acredita-
mos que a axiomatica em pauta constitui-se numa via
alternativa para o ensino das distribuicoes que, pela
natureza simples de seus conceitos primitivos, podera
ser apresentada em um estagio muito menos avangado
do que aquele requerido ao entendimento da versdo
classica, apresentando, assim, um maior atrativo aos
usuarios da matemadtica. Na verdade, este trabalho é
uma tentativa de transferir ao leitor esta nossa crenca.

No que diz respeito a parte de indole fisico-
matematica, que pretendemos apresentar em futuro
préximo, iremos nos concentrar naquelas operagoes
para as quais a teoria classica das distribuicoes
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constitui-se num habitat um tanto quanto hostil, como,
por exemplo, a multiplicacao de distribuicoes e a com-
posicao de uma distribui¢do com uma fungdo, em par-
ticular a citada composigdo 6[f(z)], no sentido de res-
ponder as seguintes questoes:

(i) A axiomadtica de Silva, para as distribuigoes, é
forte o suficiente para acomodar de forma sensata estas
operacoes 7

(ii) Na hipdtese de uma resposta negativa a questao
(i), ndo seria entdo possivel modificar-se a referida
axiomatica de forma a, mantendo seus aspectos posi-
tivos de simplicidade e categoricidade, dar respaldo as
citadas operagdes 7

O presente trabalho, além desta introducdo, esta or-
ganizado da seguinte forma: na préxima secdo, forne-
cemos alguns dados biograficos sobre Sebastiao e Silva,
nas terceira e quarta segoes, o cerne do trabalho, apre-
sentamos, respectivamente, a axiomatica e a construcao
de Schwartz como um de seus modelos, alids, o Unico a
menos de isomorfismos. A quinta e ultima sec¢do, além
de alguns comentdrios acerca das (a nosso ver) vanta-
gens didatico-pedagdgicas da versdo a la Silva da teo-
ria das distribui¢bes, comenta, fornecendo alguma in-
dicacdo bibliografica, maneiras alternativas de abordar
as distribuicdes.

I Nota biografica

José Sebastido e Silva, nascido em Portugal, na vila
de Mértola, em 1914, doutorou-se em matematica em
1949 na Faculdade de Ciéncias de Lisboa onde, poste-
riormente, foi professor catedratico.

Durante mais de vinte anos foi diretor do Centro de
Estudos Matematicos de Lisboa no qual, entao dirigido
por Antonio Ancieto Monteiro, realizou suas primeiras
pesquisas em equacoes algébricas e topologia geral.

Ap6s uma incursao em temas de légica (sob a tutela
de F. Enriques) durante sua estadia na Italia (1942-46),
inicia, neste palis, a sua atividade em andlise funcional,
tendo trabalhado com F. Severi e L. Fantappié. Fo-
ram muitos os seus trabalhos neste dominio e ao leitor
interessado sugerimos consultar a referéncia [8].

Sebastidao e Silva, em virtude de uma vasta cultura
cientifica e humanistica e de grandes qualidades de pe-
dagogo, atuou de forma eficaz no ambito do ensino
da Matematica em Portugal. Neste sentido, além da
renovagao do ensino da andlise no setor universitario,
atuou com decisao no sentido de promover uma modi-
ficacdo profunda nos programas e nos métodos de en-
sino do segundo grau. As referéncias acerca de seus
trabalhos na area de ensino podem ser encontradas em
8]

Faleceu em 25 de maio de 1972.

I11 A axiomatica de Sebastiao
e Silva

Como sabemos, na elaboracdo de uma teoria pelo
método axiomético devemos, antes de tudo, enumerar
de forma exaustiva o ponto de partida, isto é, aque-
les conceitos que serao considerados como primitivos,
nao definidos, bem como as propriedades que, com re-
feréncia a estes conceitos, queiramos admitir, os axi-
omas. Em seguida comprometemo-nos a lancar mao
apenas e tao somente dos conceitos primitivos e daque-
les que, ndo sendo primitivos, tenham tido seus signifi-
cados inteiramente esclarecidos pelos termos primitivos
ou por outros ja elucidados pelos primitivos, tais termos
serdo denominados definidos e o processo de introduzi-
los na teoria, isto é, de explica-los a partir dos primi-
tivos ou de outros termos definidos, recebe o nome de
definicdo. Finalmente, proibe-se recorrer a quaisquer
suposicoes que nao sejam as regras da ldogica, os axio-
mas e suas conseqiiéncias.

A atitude que se toma em uma teoria axiomaética é a
de considerar os conceitos primitivos como objetos des-
pidos de qualquer interpretacao e sobre os quais nada
sabemos a ndo ser o que estd expressamente dito nos
axiomas. Desprezam-se os significados dos termos pri-
mitivos concentrando-se a atencdo exclusivamente na
forma dos axiomas. Desta feita, a obtencao de teore-
mas, as demonstracoes, na medida em que s6 podem
se ater a forma dos axiomas, independem das inter-
pretagdes dadas aos termos primitivos e, portanto, po-
dem ser consideravelmente generalizadas, ou seja, va-
lerao em qualquer contexto interpretativo compativel
com as exigéncias axiomaticas.

Quando, para uma teoria axiomdtica, encontramos
uma interpretacao possivel, no sentido de que atende as
exigéncias axiomaticas, diremos ter encontrado um mo-
delo para o sistema de axiomas ou, mais simplesmente,
um modelo da teoria. Neste sentido, dadas duas teorias,
A e B, se for possivel substituir os termos primitivos da
teoria A por termos, primitivos ou nao, da teoria B, de
tal forma que os axiomas de A correspondentemente
modificados, isto é, obtidos através da substituicao de
seus termos pelos correspondentes termos escolhidos em
B, transformem-se em teoremas ou axiomas de B, di-
remos ter encontrado um modelo ou uma interpretacao
da teoria A dentro da teoria B. Logo, se em todos os
teoremas de A fizermos as modificacoes pertinentes ob-
teremos, sem duvida, teoremas de B, isto é, proposigoes
demonstraveis a partir dos axiomas de B.

E comum, na estruturacao axiomatica de um deter-
minado assunto, langar mao de teorias que ja se encon-
tram axiomatizadas, as quais denominaremos teorias
precedentes. Assim, por exemplo, o cdlculo de predi-
cados de primeira ordem com igualdade e a teoria de
conjuntos, sao tomadas, em geral inconscientemente,
como teorias precedentes na axiomatizacao da grande
maioria dos temas. E também freqliente, principal-
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mente no trabalho axiomatico em ciéncias empiricas,
como por exemplo a Fisica, considerar como preceden-
tes, ndo apenas a légica e a teoria geral dos conjuntos,
como também outras partes da matemdtica como, por
exemplo, a andlise. Nestes casos, os axiomas da teo-
ria que estiver sendo axiomatizada poderao se referir as
nogoes primitivas da teoria em pauta, bem como aos
conceitos das teorias precedentes, enquanto que os teo-
remas e axiomas destas ultimas podem ser usados, na
obtencdo de conseqiiéncias logicas, como se figurassem
na lista de axiomas da teoria sob andlise.

A construcdo axiomatica de Silva da teoria das
distribuicoes é guiada por um principio heuristico ao
qual denominou principio de conservacdo das regras
de calculo, cuja idéia encontra-se muito claramente ex-
posta em alguns trechos do seu trabalho, referéncia [7],
que a seguir apresentamos reagrupados e traduzidos li-
vremente:

“O principio heuristico que nos guiou nestas pes-
quisas é aquele da conservacdo das regras de célculo:
logo que uma operacao torna-se impossivel em certos
casos, hd uma tendéncia natural de se enfrentar a or-
dem estabelecida, continuando a operar formalmente,
seguindo as regras que sdo validas no dominio cldssico.
Este procedimento pode conduzir a nada mais que er-
ros e contradicoes, mas, algumas vezes, alcanca-se desta
forma uma nova ordem, mais rica e mais harmoniosa.

Sendo f e g func¢oes continuas a valores complexos,
definidas em um aberto 2 de R™, e considerando a de-
finigdo usual de derivada, as expressoes

of o0°f 0%

Ox1’ 0x2’ Ox10xs” 7

em geral, ndo fazem sentido. Mas, encontramos uma
situacdo andloga a propdésito da expressio /a, que ndo
tem sentido, no dominio real, para a < 0, e que, como
sabemos, se operarmos com estas expressoes segundo
as regras usuais nao se obtém contradicoes: esta é a
origem do conceito de nimero complexo. Guiando-nos
pelo nosso principio heuristico, o da conservacao das
regras de célculo, e observando que, tal como no caso
de v/a, é possivel operar com as derivadas formais (por
exemplo, 0f/9,,, sendo f continua porém nao necessa-
riamente derivdvel) segundo certas regras (a derivada
de uma soma € a soma das derivadas, é permitido in-
verter a ordem de derivagdes, etc.), sem jamais obter-se
uma contradi¢do, propomo-nos a dar uma defini¢ao do
conceito de distribuigdo, por meio de um sistema de axi-
omas, que venha conceber uma distribuicao, do ponto
de vista local, precisamente como uma derivada formal
de uma funcdo continua”.

Os conceitos primitivos da axiomatica de Silva sdo:
distribuicao, dominio de existéncia, restricao, adicao e
derivagdo. Como teorias precedentes temos: a ldgica
cldssica, a teoria geral de conjuntos e a andlise (em
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R™). Os axiomas, apresentados a seguir, sdo simples
o bastante para nos permitir afirmar que um primeiro
curso de calculo, de primeiro ano de graduacdo, fornece
material suficiente & sua compreensdo. Neste sentido,
pedimos especial atengao do leitor, particularmente do
professor, com a finalidade de, através de uma leitura
atenta dos axiomas, convencer-se da correcao de nossa
afirmativa anterior acerca da possibilidade de um estu-
dante, sem grande bagagem em matemadtica, ser capaz
de captar a referida axiomdtica.

Os axiomas da teoria das distribuigdes de Silva sdo
0s seguintes:
Azioma 1.

Cada funcao complexa f(z), definida e continua em
um aberto de R", é uma distribuicao.

Azioma 2.

A toda distribuicdo A corresponde um aberto de
R", denominado o dominio de existéncia (ou somente
o dominio) de A, de forma que, se A é uma funcao
continua, o dominio de A é o dominio de existéncia
(aberto) desta funcao no sentido usual.

Azioma 3.

Existe uma operacdo, denominada adigdo, que a
cada par de distribuigbes Ay, Ay com dominio € co-
mum, faz corresponder uma distribuicdo de dominio
 denominada a soma de A; com A, e denotada por
A1+ Ay de forma que, se Ay e A sdo fungdes continuas,
A1 + Ao é a soma destas fungbes no sentido usual.

Azioma 4.

A qualquer distribuicao A de dominio Q e a todo
indice ¢ = 1,2,...,n, corresponde uma distribuicao de
dominio €2, denominada a derivada parcial de A em
relagdo a x; e denotada por D, A, de modo que:

(i) Se A é uma funcdo que admite derivada parcial
em relagdo a x; (no sentido usual), continuaem 2, D, A
coincide com esta derivada;

(ii) Se Ay e Ay sao distribui¢bes com dominio co-
mum, temos D,, (A1 + As) = D, Ay + D, A> para
1=1,2,...,n;

(iii) D,; Dy A = D,, D,, A, quaisquer que sejam a
distribuigdo A e os indices i, k.

Azioma 5.

A cada distribuicao A de dominio 2 e a todo aberto
w C 2, corresponde uma distribuicdo A, de dominio
w, denominada a restricdo de A a w, de forma que:

(i) se A é uma funcdo continua, A, é a restricdo
desta funcao a w, no sentido usual;

(i) se w' é uma parte aberta de w, temos (Ay )y =
A para toda distribuicdo A de dominio 2;

(iii) (A1 4+ A2)w = (A1)w + (A2)y para todo par de
distribuicoes Ay, Ay de dominio €;

(iv) (Dz,Aw)w = Dy, A, quaisquer que sejam a dis-
tribuicdo A e o indice i.

Azioma 6. (Principio do recolhimento de pedagos).
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Se, dado um aberto €2 de R"™, fizermos corresponder
a cada = de  uma vizinhanca aberta {2, de x e uma
distribui¢do A, de dominio ,, de maneira que, se as
vizinhancas Q,, 2, de dois pontos de {2 tiverem uma
intersecdo nao vazia, as restrigoes de A, e A, a 2, NQ,
coincidam, entao existe uma distribuicdo A de dominio
Q da qual a restricao a Q, é A, qualquer que seja = de
Q.

Convencgoes:

Se a = (a1, g, ..., @) € um multi-indice, isto é, uma
n-upla de inteiros nao negativos, escreveremos

D* = Dg!..Dg".
Sendo dados dois multi-indices o = (aq,...,ap) €
B = (b1, ..., Bn) escreveremos a < f como abreviacao
de g S ﬂl,...,an S ﬂn
Diremos que uma distribuicdo A é independente de
z;(i =1,2,...,n) se sua derivada D,,A for nula.

Azioma 7.

Para toda distribuicdo A e todo intervalo @ de R™,
aberto e limitado, do qual a aderéncia estd contida no
dominio de A, existe uma funcio f definida e continua
em () e um multi-indice « tais que Ag = D f.

Azxioma 8.

Se A for uma distribuicdo independente de z; (i =
1,2,...,n), tendo por dominio um intervalo @ de R",
e se tivermos A = D*f, f sendo uma funcio definida
e continua em () e a um multi-indice, existe um ou-
tro multi-indice 8 < «a e uma fung¢éo ¢ continua em @,
independente de z; no sentido usual, tais que A = Dfg.

Sem duvida, a questdo da existéncia de algum mo-
delo para esse sistema de axiomas é das mais relevan-
tes. Veremos na préxima secao, ainda que de modo
esquematico, que a teoria das distribuigdes, tal como
concebida por L. Schwartz, constitui-se num modelo
para a teoria axiomadtica de Silva. Mais ainda, tal
modelo é unico a menos de isomorfismos ja que, con-
forme demonstrado por Silva em [7], sua axiomdtica é
categorica. Assim, os axiomas apresentados caracte-
rizam, individualizam, as distribuigoes de L. Schwartz
semn recorrer a nocoes mais avancadas de topologia geral
e andlise funcional requeridas pela versao cldssica.

Po(f) = sup{|f(2)] : & € Ky},

é um espaco vetorial topoldgico, localmente convexo,
cuja topologia é compativel com uma métrica invari-
ante completa, isto é, C'(2) com esta topologia é um
espaco de Fréchet.

IV Um modelo da teoria de
Silva

A idéia aqui é a de se construir, no seio de outras teo-
rias matematicas, objetos especificos que possam assu-
mir o status dos conceitos primitivos da teoria de Silva,
no sentido de que estes objetos satisfacam as exigéncias
axiomadticas da teoria. Mais precisamente, as definigoes,
no contexto destas outras teorias, dos acima referidos
objetos especificos, devem ser elaboradas de maneira
que, para eles, os axiomas que implicitamente definem
os conceitos primitivos sejam conseqiiéncias légicas, te-
oremas, das teorias nas quais foram edificados.

Tendo-se em vista a natureza deste trabalho, nao
e nossa intencao apresentar aqui um desenvolvimento
completo. Pretendemos, no entanto, em largos tracos,
apresentar a definicdo cléssica de distribuigdo, bem
como alguns resultados associados, com o objetivo de
dar ao leitor elementos que lhe indiquem ser muito
razoavel aceitar que as distribuicoes, em sua versao
cldssica, fornecem um modelo para a teoria de Silva.
Aos interessados em completar as lacunas de nossa ex-
posicao sugerimos o excelente texto de W. Rudin, Fun-
ctional Analysis [5], no qual nos apoiamos para o que a
seguir expomos de maneira sumadria. Vale ainda desta-
car que todos os conceitos de topologia geral e andlise
funcional utilizados em nossa apresentacdo, e que nela
nao se encontrem explicitamente definidos, o sdo se-
gundo as defini¢oes formuladas em [5].

4.1 Distribuicoes em 2

Seja ) C R™ um aberto ndo vazio e seja também
(Kn)nef1,2,..3, Kn C Qparan = 1,2,..., uma seqiiéncia
de compactos nao vazios tal que K, esteja incluido no
interior de K1, e ainda Un€{1,2,...} K, = Q. Tomemos
o0 espaco vetorial complexo de todas as fungoes a valores
complexos definidas e continuas em (2, aqui denotado
por C'(2). Este espaco com a topologia induzida pela
familia de seminormas separante

n=12,..., e feC(),
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Definimos agora o conjunto C'*°(£2) como:
C®(Q) ={f:Q = C:D*f € C(Q) para todo

multi-indice a},

onde 5\ 5 \°
D=<%>.«£ﬁ

com a = (ag,...,a,). Claramente, C*>(2) com as
operacoes usuais de adi¢do de fungdes e multiplicagao
de uma funcdo por ndmero complexo é um espaco ve-
torial.

Sendo K C Q um compacto, denotaremos por Dg
o seguinte subespaco vetorial de C*°(Q) :

Dr ={f € C®(Q): suporte de f C K} .
E facil ver que a unido de todos os subespagos Dg, com
K C Q percorrendo os compactos de R™, denotada por
D(2), é também um espaco vetorial. A este espaco,
D(2), denominaremos espago das fungoes teste. Temos
entdo que: ¢ € D() se e somente se ¢ € C°(Q) e o
suporte de ¢ for um compacto de R" incluido em 2.
E possivel mostrar que D(2) pode ser munido de
uma topologia 7 que o torna um espaco vetorial to-
poldgico localmente convexo tal que:

Teorema 1.

Sendo A um funcional linear em D(2), isto é, uma
transformacao linear de D(£2) em C' (ambos vistos como
espacos complexos), entdo as seguintes condi¢Oes sao
equivalentes:

(a) A é continuo (com relacdo a topologia 7);

(b) A todo compacto K C € corresponde um in-
teiro nao negativo N e uma constante ¢ < oo tais que a
desigualdade |A(¢)| < c||¢||n vale para todo ¢ € D,
onde

I¢lly = maz{|D¢(z)[ 2 € Q , |af <N}

com N=0,1,2,..,0 €D e|a|=a1 +az+ ...+ ay
a ordem do multi-indice a = (a1, @z, ..., ay).

Podemos agora apresentar a principal definicdo
desta se¢ao:

Definigao 1.

Uma distribuicdo em 2 é um funcional linear em
D(Q2), continuo em relacdo a 7.

Denotaremos por D'(2) ao conjunto de todas as dis-
tribuicoes em €2, que, com as usuais operacoes de adicao
de funcionais e multiplicagdo de funcional por nimero
complexo é um espacgo vetorial.

Sendo f : Q@ — C localmente integravel em €, isto é
f € Lebesgue-mensuravel e

/ |f(z)|dx < oo (no sentido de Lebesgue)
K

para todo compacto K C (2, entdo
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lLf@W@Mw

existe qualquer que seja ¢ € D(2). Assim, a cada
fungdo f localmente integravel em ) podemos associar
o seguinte funcional linear em D(2):

Af : D(Q) —C
W%MW=Anmwm

Visto que

|AA@|§/;vuwwuﬂ¢cpma(¢epK

e portanto, tendo-se em conta a defini¢do de || ||o dada
no teorema 1,

PW@NS(AJ“@WOH¢HOpMa¢EDm

decorre, pelo teorema 1, que Ay é um funcional linear
(em D()) continuo, ou seja, uma distribuigdo em (2.

Observemos que Ay é, essencialmente, equivalente a
fun¢do f no sentido de que o conhecimento de Ay de-
termina, praticamente, a funcao f. Naturalmente que
se f e g forem funcoes localmente integraveis em  di-
ferindo apenas num conjunto de medida nula, isto é, se
f = g quase em toda a parte (q. t. p.), entao

/f@W@Mw=/g@W@Mvmw¢€DML
Q Q

ouseja, Ay = A,. Todavia esta é toda a extensao da am-
bigiiidade, ja que, se Ay = A4, entdo, pode-se mostrar
que f = g q.t.p.. Assim, tendo-se em conta a relacao
de equivaléncia ~ em Loc(Q?) (espago das funcoes local-
mente integraveis em ), definida por:

f~g seesése f,g€ Loc() e f=gaqt.p.,

podemos dizer que a distribui¢do Ay, associada a funcao
f € Loc(Q), pode ser identificada com a classe de equi-
valéncia de f determinada pela relacdo de equivaléncia
~ em Loc(?). Neste sentido temos que:

Loc(R2) C D'().

Visto que toda funcdo f :  — C continua em ) é
localmente integravel em (2, entao, a relagao de inclusao
acima nos mostra que toda funcdo a valores complexos,
definida e continua em (2, é uma distribuicdo em (2.
Vemos, assim, que a primeira exigéncia axiomadtica da
teoria de Silva é satisfeita se interpretamos o conceito
primitivo de distribuicao pelo conceito de distribuicao
em (), tal como introduzido pela definigao 1.



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 22, no. 1, Marco, 2000 119

No que diz respeito aos termos primitivos dominio
de existéncia (de uma distribuicdo) e adicdo (de distri-
buigdes), que integram a teoria axiomadtica de Silva, é
facil ver que os axiomas 2 e 3 se verificam com as se-
guintes interpretacoes: sendo A uma distribui¢do em €2,
ou seja, um funcional linear em D(Q), continuo, dire-
mos que o aberto Q@ C R™ é o dominio de existéncia
de A; sendo A; e Ay duas distribui¢cbes com dominio
2, entenderemos a adicdo de Ay e As como a usual
operagdo de adicao de funcionais lineares em D(2), isto
6, (A1 + 42)(8) = A1 (6) + As() para todo ¢ € D(Q).

4.2 Igualdade local e restricao de distri-
buigoes

Ap6s havermos materializado, no sentido de termos
interpretado, no item anterior, os conceitos primitivos
de distribuicao, dominio de existéncia e adi¢ao, iremos
agora, com o mesmo intuito, considerar o conceito de
restrigao.

Sejam A; e Ao distribuigoes em Q e w C Q um
aberto. Diremos que A; e Ay sdo localmente iguais em
w ou, em simbolos, que

A=Ay em w

se e somente se
A1(¢) = A2(9)
para todo ¢ € D(2) tal que o suporte de ¢ esteja in-
cluido em w, isto é,
A=Ay em w
significa

A1 (¢) = Ax(¢) para todo ¢ € D(w).

De posse do conceito de igualdade local podemos
agora definir restrigdo de uma distribuicdo da seguinte
forma:

Definicao 2.

Seja A uma distribuicdo em e w C Q um aberto
nao vazio. A restricdo de A a w, denotada por Ay, é o
funcional linear em D(w) tal que

A=A em w

Resulta que a restricio de A aw C Q, Ay, é continua
em D(w) e portanto uma distribuicdo em w. Além
disto, pode-se demonstrar que:

Teorema 2.

Suponha-se que I' seja uma cobertura aberta de
um aberto 2 C R" e que, para cada w € I' corres-
ponda uma distribuicdo A¥ € D'(w) de tal forma que:

AY = A" em w'Nw” sempre que w'Nw” # ¢. Entdo,
existe uma dnica distribuicdo em 2, A € D'(Q), tal que

Ay =AY em w

para todo w € T.

Os resultados acima mostram claramente que o con-
ceito de restrigdo tal como introduzido pela definicao 2,
satisfaz as exigéncias dos axiomas 5 e 6 (excetuando-se,
no axioma 5, por ora, a parte (iv)) da teoria de Silva.

No proximo item trataremos de formular uma de-
fini¢do para derivada de uma distribuicdo de tal forma
que incorpore as propriedades exigidas pelo sistema de
axiomas de Silva, completando assim a construcido do
nosso modelo.

4.3 - Derivada de uma distribuigcao

Tudo o que precisamos agora é de uma conveniente
definicdo para derivada de uma distribuicdo, conveni-
ente no sentido de satisfazer nossos axiomas. Os resul-
tados que seguem a definicdo dada abaixo mostram a
sua conveniéncia.

Definicao 3

Seja A uma distribuico em Q e a = (o, ..., @) um
multi-indice. A «-ésima derivada de A, aqui denotada
por DA, é, por defini¢do, o seguinte funcional linear
em D() :

DA: D) =C
¢ — (D*A)(¢) = (-1)I*IA(D*¢)

onde, como anteriormente, |a| = a; + ... + ap e

o [ 0\ o\
b ()" (L)

Sendo A uma distribuicdo em Q e K C Q) um com-
pacto, entao, pelo teorema 1, existe ¢ < 0o e um inteiro
nao negativo N tais que:

A(@)| <cll¢lln para ¢ € Dk.

Assim,

[(D*A)(9)] = [AD*P)| < c || D*¢ lINS ¢ | ¢ [In4al

para todo ¢ € Dk (onde, na ultima desigualdade, usa-
mos a definicdo de || ||y dada no teorema 1), o que
nos permite afirmar, tendo-se em conta, novamente,
o teorema 1, que D*A é também uma distribuicio
em 2. Além disto, sendo 8 um outro multi-indice, e
observando-se que D® e D siio operadores em C™((2)
que comutam, temos:
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(D*(D"N))(9) = (~=1)I*/(DPA)(D*¢) = (~1)*HVIA(D?(D¢)) =
= (=1)/*HFIA(D P ) = (D*TPA)(9),

para todo ¢ € D(Q), ou seja,

D®(D°A) = DP(D“A) = D*PA .

Vemos, assim, a partir dos resultados acima, que,
a menos da condicdo (i), que trataremos de verifi-
car a seguir, todas as outras exigéncias do axioma 4,
bem como a condi¢do (iv) do axioma 5, sdo atendidas
interpretando-se o conceito primitivo de derivada pelo
introduzido na defini¢ao 3.

No que se refere ao item (i) do axioma 4, lembremo-
nos que sendo f : 2 — C localmente integravel em 2,
entao

Af : D(Q) —C
b As(9) = / f(@)p(e)de

é uma distribuicdo em (2 que, no sentido esclarecido no
item 4.1, é identificada com a prépria funcio f. Assim,
como Ay = f, é razoavel definir-se a derivada generali-
zada de uma funcio f localmente integravel em (2 como
a derivada da distribuicdio A a ela associada, isto é:
Definicao 4. :dg;‘galj\f'

Suponhamos, agora, que D%f exista no sentido
classico e que seja localmente integravel. Neste caso
a identificamos com a distribuigdo Apey, isto é, D f =
Apey. Cumpre indagar se, nesta situacdo, ocorrera de
D f = D2, f,outendo em vista a identificacdo acima

gen
e a definicdo 4, se

ADaf - DaAf

ou seja, se

/ (D ) (@)d(@)de = (1)l / F(@)(D*9) (@) de
Q Q

para todo ¢ € D(Q). E facil mostrar, integrando-se por
partes, que, se f possuir derivadas parciais continuas de
todas as ordens até N e se |a] < N, a expressio acima
é verdadeira. Temos, assim, verificada a condig¢do (i)
do axioma 4.

Pode-se ainda mostrar que:

Teorema 3.

Seja A uma distribui¢do em 2 e K C Q um com-
pacto. Entdo, existe uma fungdo continua f : 2 - C e
um multi-indice « tais que:

M) = (! [ f@)(D*0)(a)da
Q
para todo ¢ € Dk ou, equivalentemente,

A(9) = (D*Af)(¢) = (Dgen. f)(9)

para todo ¢ € Dg.

Em outras palavras e de maneira informal, o te-
orema 3 nos diz que toda distribuicdo é, pelo menos
localmente, a derivada (generalizada) de uma funcgao
continua. Por este teorema vemos que também o axi-
oma 7 é atendido por nossas interpretagoes.

Ao leitor sugerimos a tarefa de completar a demons-
tragao de que as interpretacdes dadas aqui aos termos
primitivos da teoria de Silva se constituem num modelo
da referida teoria. Mais precisamente, sugerimos ao lei-
tor mostrar que o exigido pelo axioma 8 é satisfeito
pelas interpretacoes.

Vv Comentarios finais

Apoés a leitura deste trabalho, mais precisamente das
secoes 3 e 4 onde apresentamos, respectivamente, a
axiomdtica de Silva e aspectos da teoria classica das dis-
tribuicoes, estes, suficientes a verificacao de que as dis-
tribuicoes segundo Schwartz se constituem num modelo
da teoria de Silva, e tendo-se em conta que a axiomatica
em apreco € categorica, o leitor atento dificilmente dei-
xard de apreciar a forma simples com que Sebastido e
Silva conseguiu ping¢ar conceitos tdo elaborados. Sua
sintese axiomadtica, repetimos, pode ser apreendida,
sem dificuldade, por um aluno de graduacao que tenha
tido um primeiro curso de cdlculo de um ano. A este
mesmo aluno, no entanto, a construgdo de Schwartz,
com seus delicados e sutis elementos de topologia geral
e analise funcional, seria inacessivel.

Ao invés das conhecidas formulagdes heuristicas,
pedagogicamente danosas, de se expor e justificar as
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propriedades importantes associadas as distribuigo€s
(como ocorre em muitos textos de fisica e de engenha-
ria em nivel de graduacdo e, em alguns casos, também
de pds-graduagdo), a teoria de Silva fornece uma al-
ternativa razodvel. Ademais, conscientes de que, tipi-
camente, fisicos e engenheiros, para exemplificar, ndo
estao dispostos a se embrenharem em elaboragoes ma-
temdticas sofisticadas, como a teoria classica das dis-
tribuigbes, embora muitas vezes delas necessitem ter
algum conhecimento, cremos que, analogamente ao que
ocorre com os numeros reais, onde via de regra, nao
apenas os usudrios da matematica, como também mui-
tos matematicos, apoiam-se nos axiomas de corpo orde-
nado (arquimediano) completo, esquecendo-se das cons-
trucoes (modelos) feitas por Dedekind, Cauchy e outros,
esta também possa ser uma atitude aceitavel, no con-
cernente as distribuicoes, a ser adotada, especialmente
por motivos didaticos. Mais especificamente, propo-
mos a seguinte postura axiomadtica: de posse de uma
axiomatica simples e cientes de que para ela existem
modelos, pode-se olvidar a construcio destes ultimos e
apoiar-se apenas nas propriedades listadas nos axiomas
e nos teoremas que delas se puderem derivar.

A idéia central, que consideramos relevante pelas
razoes acima, pode ser expressa, mutatis mutandis, com
o que diz Spivak [9]: E inteiramente irrelevante que um
numero real seja, digamos, uma cole¢do de niumeros ra-
cionais: tal fato nunca deveria entrar na demonstracdo
de qualquer teorema importante sobre niumeros reais.
Demonstracgées aceitdveis deveriam usar apenas o fato
de que os mumeros reais formam um corpo ordenado
completo...

Para finalizar gostariamos de destacar que aspectos
histéricos, bem como a apresentacdo de outras aborda-
gens ao tema das distribui¢des, podem ser encontrados

em J. Liitzen [3]. Uma generalizacdo da teoria usual
de distribuicoes figura em da Costa et al. [2]. Re-
centemente S. Cortizo [1] desenvolveu uma teoria dos
infinitésimos (e infinitos), que prové uma alternativa a
teoria das distribui¢cdes. Vale também destacar que a
andlise ndo standard [4] pode ser utilizada na funda-
mentacao da teoria em pauta, esclarecendo e simplifi-
cando muitas questoes.
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