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Discutimos a realizagao pratica do experimento da miquina de Atwood para medir a aceleragao
da gravidade da Terra e estudamos os fatores que determinam o desempenho do instrumento e
a precisdo dos resultados. Mostramos o interesse diddtico deste experimento para ilustrar alguns
aspectos da Mecanica, e sobretudo para enfatizar a importincia do tratamento dos dados e da
analise da propagagdo de erros como ferramenta para estimar a precisao dos resultados e para
otimizar as condigdes de operagao.

We discuss practical realization of the Atwood machine experiment for the measurement of the Earth
gravitational acceleration. We analise the factors that determine its performance and the precision
of its results. We demonstrate its interest for teaching mechanics, and mainly for illustrating the
importance of an adequate and careful treatement of experimental data. We emphasize the interest
of using the error propagation theory both to predict the precison of results and to optimize the
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operation conditions.

I Introducao

Sao poucos os experimentos que podem ser utiliza-
dos com sucesso nos laboratdrios basicos universitarios,
para ilustrar questoes fundamentais de Mecanica e de
processamento de dados. O experimento da maquina de
Atwood pertence a essa categoria e por isso neste artigo
propomos seu estudo e utilizagao para a medida da ace-
leracao da gravidade da Terra, com objetivos didaticos.
Mostramos que esse instrumento deve ser construido
com muito cuidado para dar resultados razoaveis, e que
muitos efeitos que sao normalmente desprezados devem,
pelo contrario, ser considerados.

O experimento envolve o estudo de diversos aspectos
da Mecanica (dinamica de corpos rigidos, da rotacdo e
dos fluidos) e requer conhecimentos sobre tratamento de
dados, principalmente no que se refere a teoria de pro-
pagacao de erros, e alguns conhecimentos sobre calculo
integral.

Este artigo pretende colocar em evidéncia a im-

portancia do estudo da propagacao de erros para o pla-
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nejamento de um experimento e para auxiliar na esco-
lha das condicoes o6timas de operacao. A énfase esta
colocada na predicao do efeito das diferentes incertezas
experimentais sobre o resultado final, e nao no trata-

mento (“a-posteriori” ) estatistico dos dados.

IT Teoria

O instrumento esta ilustrado na Fig. 1 e esta formado
por uma polia cilindrica maci¢a (para facilitar o cdlculo
do seu momento de inércia) de latdo com uma garganta
muito rasa por onde passa o barbante (fio de algodao)
amarrado nos dois extremos a dois cilindros metalicos
(M; e M) também macicos. A polia rota sobre rola-
mentos comerciails. A teoria de operagao encontra-se
em muitos textos de Fisica [1, 2] pelo que nao perde-
remos o tempo com essa parte, indo direto para o con-
junto de equacoes que descrevem o movimento de cada

um dos dois pesos, e a rotacao da polia:

Mla:Tl—Mlg (1)
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(Mz+m)a = (Mz+m)g — Tt (2)
Ta=(Ty—T)R I=MR*/2 a=a/R (3)

Como veremos mais adiante, nao é possivel despre-
zar o peso do barbante que liga as duas massas M; e
M, passando pela garganta da polia, e por isso temos

que considerar também sua dinamica:

mia="T] —Ty —mg mlzp(h‘f—atz/Q) (4)
maa =Ty — Ty 4+ mag  ms ~ p(h§ + at?/2) (5)
onde h{ , sdao os valores iniciais de hy » (vide Fig.1) e
p é a densidade linear de massa do barbante. Na for-
mulacao das Eqs. (4,5) assumimos a aproximagao que a
aceleracao a do sistema é constante, o que vai ser confir-
mado mais adiante. A partir das cinco equacdes acima

podemos obter a expressao da aceleracao do sistema
>
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Figura 1. Esquema da méiquina de Atwood, indicando as
massas M da polia, M; e Mz dos cilindros méveis, m da
carga adicional, e m; € ms dos comprimentos corresponden-
tes (hi e ho) dos barbantes de cada lado da polia. A direita
estd o esquema do corpo livre com as forgas T1'72 eTio.

d?h D
T (6)
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com
My — M +m
p= MeZMEm gy g
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M M M/2 he + h$
B2 _ 1+ My +m 4 M/24 p(h§ + hi) (7)
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onde m é a carga adicionada em Ms, e h é a altura da
queda da massa Ms, partindo do repouso. A solucao
da Eq. 6 é

2 Dt B+t

L — (8)

h=—— (10)

Substituindo B e D pelas suas expressoes na Eq.7 veri-
ficamos que a aceleragao do sistema é de fato constante
como suposto nas Eqgs.(4,5). Rearranjando termos po-

demos escrever a Eq.10 como

_ 2h My + My + mp(h{ + h{) + M/2 (11)
570 T (My — M)+ m o+ (g — h)p

11 permite calcular “g”

A Eq.

parametros e variaveis experimentais.

em funcao dos

IIT Analise do experimento

O experimento envolve diversos parametros, alguns dos
quais podem ser escolhidos dentro de uma margem bas-
tante ampla. Essa escolha deve permitir atingir o obje-
tivo proposto (medida da aceleracao da gravidade) com
a maior precisao possivel. Para isso vamos fazer uma es-
timativa das incertezas com que as diversas quantidades
diretamente medidas podem ser obtidas, e utilizando o
calculo de propagagio de erros [3], estimar a precisao

esperada em “g”.

II1.1 Propagacao de erros

A partir da Eq.11 podemos estimar o limite supe-
rior (n&o esquecer que a propagacao de erros é essenci-
almente “pessimista”) da incerteza no valor final de “g”
em funcao das incertezas estimadas para os parametros
experimentais, utilizando a teoria da propagacao de er-

ros assim
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Ag  |AM|+ [AM,|
g MQ—M1—|—m

A propagacao de erros pode ser calculada de forma
mals precisa onde o varianca no resultado final é cal-
culada a partir das variancas dos diferentes parametros
experimentais medidos [3]. Essa formula¢ao é mais tra-
balhosa que a representada pela Eq. (12) e nao resolve
muito melhor o nosso problema, pela razao que nao
dispomos das variangas das varidveis envolvidas (ex-
ceto para o tempo) mas apenas de uma estimativa “a-
priori” de suas incertezas (vide Tabela 2). Substituindo
os valores correspondentes (veja a Tabela 1) na Eq. 12
e utilizando as incertezas experimentais estimadas na
Tabela 2, podemos calcular os valores para cada termo

na soma:

Ag _ 0.2¢ 1 0.2

20.055\/—1.5g+m
g  —1b5g+m ' 3000 200

v/ 1200s%g
(13)

Para evitar perdas de tempo initeis devemos lembrar

que este é um método aproximado e que as préprias
incertezas individuais dos diferentes parametros envol-
vidos sao fruto de estimativas necessariamente pouco
precisas. Com estas consideragoes fica claro que pode-
mos fazer aproximacoes que facilitem e simplifiquem os
calculos, como por exemplo, aproximar 168cm no deno-
minador do terceiro termo na Eq. 13 pelo valor 200cm,
e assim por diante. Note que a precisao de 0.05s na
medida do tempo foi calculada como o desvio padrao
para um numero relativamente pequeno (10 medidas)
do ponto de vista da Estatistica, mas razoavel do ponto
de vista da pratica experimental. As outras incertezas
listadas na Tabela 2 foram apenas estimadas a partir
do exame do instrumento utilizado para cada medida.
A Eq.13 em funcao da sobre-carga “M> — My +m” esta
graficada na Fig. 2 (curva A) onde se podem ver algu-

mas particularidades interessantes:

e Para valores pequenos de My — M7 4+ m a esti-

mativa de erro em “g” aumenta rapidamente por

causa essencialmente do primeiro dos 4 termos na

|AM| + |AMs| + |AM /2] N %+2 |At] [g
My + My + M/2

(12)

Mi+Mo+M/2
Ms—Mi+m

Eq.13. E possivel melhorar bastante o desempe-
nho do instrumento, aumentando a precisao na

medida de M5, My e m, como ilustrado na curva
C da Fig.2.

e Para valores grandes de “m” o erro também au-
menta, ainda que de forma muito moderada:
o responsavel neste caso é o ultimo termo da
férmula, ou seja o termo que envolve a incerteza
na medida do tempo. Uma melhora nesta incer-
teza pode produzir um aumento importante na

[Ty

precisao final para “g”, para um intervalo amplo

da sobre-carga (vide curva D na Fig.2).

e Existe um intervalo de valores para “Ms; — M +
m” que dda o minimo de erro e é nessa regiao
(abscissas entre 20g e 60g aproximadamente na
curva A) que as medidas devem ser feitas prefe-
rencialmente. O seu valor também nos da uma
indicacao da precisao que pode ser atingida pelo

instrumento: nao deve ser pior que 2,5%.
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Figura 2. Representagdo grifica da Eq.12 para os valo-
res experimentais listados na Tabela 1, com as incerte-
zas listadas na Tabela 2 para a curva A. As outras cur-
vas foram calculadas para B: |AMi| 4+ |[AM2| = 0.2g9 e
|At]=0.1s; C: |[AM1| + |AM2| = 0.02g e |At|=0.05s; D:
|[AMi|+ AM,| = 0.2g e |At|=0.01s—.
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Table 1:

Parametros experimentais
My | oo 1004.4 ¢
Mo | oo 1002.9 ¢
M| e diversos
M | 20805 g

2 43 cm
S 208 cm
Pl 3.406 mg/cm
h | o 168 cm
£ P varios

II1.2 Otimizagao do experimento

A observacao da Fig. 2 permite tirar algumas con-
clusdes sobre a forma de melhorar o desempenho do

instrumento;

e O aumento na precisao da medida das massas
M;, M5 e m pode melhorar muito a precisao final
na medida de “g” (vide curva C). O problema
é que neste caso a regiao otima para realizar as
medidas se desloca para valores menores da sobre-
carga, onde o atrito nos rolamentos da polia (vide
sec.4.1) pode chegar a ser comparativamente im-

portante.

e A precisao na medida da massa da polia nao é
muito critica pois sé aparece no segundo termo

da Eq.12, que é o menor de todos.

e Nas condicoes experimentais ora definidas, nao
interessa aumentar a precisao na medida de “h”
[Ty

pois a precisao em “g” estd limitada por outros

parametros.

e A melhora na precisao da medida do tempo
pode melhorar em muito o desempenho do ins-
trumento, como mostra a curva D na Fig. 2: me-
lhorar a precisao de +0.05s para £0.01 representa
um fator de 3 na precisao final para “g”, num
entorno bastante amplo de sobre-cargas. Eviden-
temente uma precisao tao grande na medida do
tempo requer um sistema automatico e nao ma-

nual.
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Table 2:
Incertezas estimadas
AM, | ... ... +01g
AMs | ..., +01g
Am | ...... +001g
AM | ... ... +08¢g
Ahg | oL + 2 mm
JAN/ ST + 2 mm
Ah | ... + 2 mm
At | L + 0.05 s

IV Medida da aceleracao da
gravidade da Terra

A medida foi feita para varios valores da sobre-carga,
como indicado na Fig.3 onde pode se observar que ini-
cialmente o valor de “g” é menor (até 7% para o valor
médio) que o esperado, aumentando gradativamente até
My — My +m & 30g. A partir dai os resultados decres-
cem levemente mas podem ser considerados constantes
dentro de uma dispersao compativel com as barras de
erro calculadas a partir da curva A na Fig.2. O com-
portamento da parte inicial da curva nao pode ser de-
vido & aproximacao feita na Eq.(10) que envolve erros
muito menores como pode ser observado no grafico da
Fig.4, mas pode ser atribuido a existéncia de atrito nos
rolamentos da polia. Por outro lado podemos demons-
trar que a resisténcia do ar tem um efeito pequeno em
nosso experimento, e sobretudo, que ele nao depende
da sobre-carga. A diminui¢ao dos valores médios de
g em funcao da sobre-carga, na parte final da Fig.3,
mesmo que possam ser considerados constantes dentro
da margem de erro estimada, pode ser devida ao fato
que o erro na medida do tempo (elemento predominante
nesta parte da curva) nao é totalmente aleatério mas
tem uma componente sistematica devido ao tempo de
reacao do experimentador, ja que a medida do tempo é

manual.

IV.1 Atrito nos rolamentos

Esse atrito depende da qualidade dos rolamentos
utilizados e os cuidados na construcao, manutencao e
manuseio da polia. O atrito so pode ser desprezado

para valores suficientemente grandes da sobre-carga, e
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1sso explica os valores crescentes do valor aparente de

“g” medido.
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Figura 3. Resultado obtido para aceleragdo da gravidade da
Terra, medida para diferentes valores de Mz — My +m, com
0s parametros experimentais listados na Tabela 2.
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Figura 4. Erro estimado no célculo de “g” devido a apro-
ximagao na Eq.10, para os parametros listados na Tabela 1.

IV.2 Resisténcia do ar

E importante estimarmos o efeito da resisténcia do
ar, que mostraremos ser independente da sobre-carga
e pequeno comparado com as nossas incertezas experi-
mentais. O calculo do movimento dos cilindros levando
em conta a resisténcia do ar é bastante complicado, mas
estimar o maximo efeito possivel sobre o movimento é
bastante facil e é isso que faremos. Os cilindros utiliza-
dos no experimento sao pouco aerodinamicos e por i8so
seu movimento pode provocar uma resisténcia sensivel
do ar, mesmo em baixas velocidades. Supondo as pi-
ores condigoes possiveis em que se estabeleca um re-
gime turbulento, a forga de resisténcia provocada sobre
a superficie circular (drea Ams 25¢m?) de cada base se
movendo perpendicularmente com velocidade v no ar
(densidade p, = 1.29K g/m?) seria [2]

Fres = ap,Av? /2 a1l (1)

onde « é um coeficiente empirico que depende da forma
da superficie. A velocidade v = dh/d¢ pode ser calcu-
lada da Eq.(10). Comparando a (des)aceleragdo (ares ~
2Fres/ M) resultante sobre um dos cilindros com a ace-

laracdo do sistema (@ &~ D/B?) temos no maximo

dres _ 2poAh

~ 0.01 2
. v, ~ 00 (2)

0 que mostra:

e que esse efeito ndo varia com a sobrecarga (Ms ~
Ms + m) e por isso ele nao pode explicar as pe-

culiaridades da Fig.3

e que mesmo aceitando a presenca de um regime
turbulento, o efeito seria menor que as incertezas
estimadas para o nosso experimento (curva A na

Fig. 2).

V Discussao

A aceleragao da gravidade da Terra é medida utilizando
técnicas especiais que permitem uma grande precisao.
O melhor valor medido com essas técnicas na regiao de
Campinas-SP (onde o experimento descrito neste artigo
foi realizado) é de g=9.78563 m/s? [4]. Na situa¢ao ex-
perimental definida neste trabalho, o valor de “g” pode
ser medido com uma precisdo melhor que 2.5% (para
sobre-cargas entre 30g e 60g), ¢ dentro dessa margem
de erro, estd em perfeito acordo com o valor indicado
acima. E claro que um numero grande de medidas e um
tratamento estatistico dos dados pode melhorar os re-
sultados mas nao vai alterar as pricipais conclusoes que
podem ser extraidas desta andlise preliminar. Para se
melhorar a precisao obtida com a maquina de Atwood

no presente experimento seria necessario:

e Medir as massas M1,M5 e m com maior precisao,
0 que para o caso das duas primeiras s6 poderia
ser feito reduzindo bastante suas massas para po-
derem ser medidas numa balancga de precisao. Se
isso for feito, a massa da polia deveria ser aumen-
tada para nao elevar o valor do segundo e quarto
termos na Eq.12. Lamentavelmente, nesse caso
o intervalo 6timo de medida se deslocaria para
os valores pequenos da sobre-carga, onde o atrito

nos rolamentos da polia poderia interferir. Nao
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interessa pols aumentar a precisao nas Imassas a

menos que se possa melhorar esses rolamentos.

e O uso de uma polia vazada e mais leve (tipo roda
de bicicleta) poderia ser interessante para dimi-
nuir o atrito nos rolamentos (que diminuiria ao
reduzir a carga da polia sobre eles) mas dificul-
taria o calculo do momento de inércia além de
aumentar a velocidade (e consequentemente a re-

sisténcia do ar)

e Melhorar a precisao na medida do tempo é prova-
velmente a condicao mais importante para melho-
rar o desempenho do instrumento. Considerando
o tempo de reacao humano, nao é viavel melhorar
a precisao além de 0.05s, a menos que se utilize

um sistema automatizado.

e Qualquer procedimento que melhore a precisao
da medida além de 1% deve levar em conta que
nesse caso o efeito da resisténcia do ar nao po-
deria ser negligenciado (vide Eq.(15) e seria entéo
necessario fazer as correcoes adequadas ou tomar

providéncias para diminuir o efeito.

e Fica 6bvio que a massa do barbante nao pode,
em geral, ser desprezado pois o seu valor é bas-
tante superior ao da precisao estimada na medida
da sobre-carga e das massas M; e M;. O uso de
um fio de nylon do tipo usado em linhas de pesca
nao é recomendavel pois, apesar de ser bem mais
leve, ele é bastante elastico e por causa disso os

resultados obtidos foram bastante ruins.

e Para as nossas condi¢oes experimentais, o empuxo
do ar sobre a sobre-carga pode ser desprezado pois
envolve forcas da ordem da razdao entre a densi-
dade do ar (1.29Kg/m?®) e a do metal com que
é feita a sobre-carga (7-8x 103 Kg/m?), resul-
tando num erro no valor da sobre-carga da ordem
de 0.02%, quase duas ordens de grandeza menor
que na mais otimista das condi¢oes possiveis de

operacao descrita na Fig.2.

VI Conclusoes

Apesar de ser ébvio, é interessante sublinhar que o pre-

sente instrumento nao é adequado para se medir “g”
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com a precisao necessaria, e que existem outros instru-
mentos especificos para isso. O valor obtido para “g”
neste experimento serve apenas para verificar a ade-
quacao do modelo adotado e para verificar se todos os
fatores relevantes para a operacao do instrumento fo-
ram corretamente considerados. Neste artigo mostra-
mos que a maquina de Atwood é um instrumento relati-
vamente complexo, no sentido que ele é afetado por fa-
tores diversos, cujos efeitos em muitos casos sao dificeis
de equacionar com precisao. Mostramos que alguns dos
fatores que normalmente sdo desprezados (resisténcia
do ar, massa do barbante, atrito) devem ser conside-
rados com cuidado, dependendo do grau de precisao

requerido e das condi¢oes de trabalho. Finalmente e

sobretudo, mostramos o interesse de estudarmos a pro-
pagacao de erros nao somente para estimar a incerteza
esperada para o valor a ser calculado (neste caso “g”)
mas sobretudo para analisar o efeito dos diferentes ele-
mentos sobre a medida que se quer obter. Podemos
assim determinar quais sao as melhores condi¢oes de
operacao e quals mudancas seriam interessantes para

melhorar o desempenho do instrumento.
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