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Neste artigo é proposta uma montagem simples e barata para a realizagdo de um experimento
com um corpo em queda, envolvendo a forca de resisténcia do ar em baixas velocidades. Nesta
montagem utiliza-se um sistema mecanico para a medi¢ao de pequenos intervalos de tempo, com
o qual se obtém os dados para o estudo do comportamento da posicao h do corpo versus o tempo
t de queda. A expressdo tedrica para h(t) é deduzida, supondo que a forga resistiva seja do tipo
Fr=—b7 A funcao h(t) é ajustada aos dados experimentais e o resultado obtido estd em excelente
acordo com a previsdo tedrica para o valor da aceleragdo da gravidade. Isso indica que o modelo
proposto para a forca da resisténcia do ar esta correto, e também que a montagem proposta é uma
alternativa adequada a um laboratério de ensino.

In this paper we propose a simple, non-expensive set up to realize an experiment of a falling body
involving the resistive force of air at low velocities. A mechanical system is used to measure the
little time intervals needed by the body to fall a given distance h. The theoretical expression h(t)
is deduced assuming a resistive force of the type Fr = —b#. The function h(t) is then fitted to the
experimental values and the result shows an excellent agreement with the theoretical prevision of
the value of the gravitational acceleration. This indicates that the proposed model for the resistive

force of the air is correct and that the proposed set up is an adequate alternative for an education
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laboratory.

I Introducao

Quando um corpo estd em movimento na presenca de
atmosfera, observa-se que sobre ele atua uma forca em
sentido contrario ao da velocidade, chamada de forca
de resisténcia do ar. Ha muito tempo se sabe que
em baixas velocidades essa forca é dada pela expressao
Fr = —b7. Entretanto, em muitos laboratérios de en-
sino nao é feita uma experiéncia mostrando a validade
do modelo porque, apesar de simples, o experimento
nao é tao barato. As montagens mais simples utili-
zam um trilho de ar mas, mesmo essas, nao sao tao
acessivels devido ao custo do compressor, e por neces-
sitar de um dispositivo eletronico ou de um faiscador
para a medi¢do de pequenos intervalos de tempo [1].

Neste artigo proporemos uma experiéncia alternativa

para discutir a validade do modelo Fr = —b7. O ar-
ranjo experimental proposto aqui envolve materiais de
facil aquisicao, a um custo total de, no maximo, R$
20,00. Além disso, o arranjo é muito simples, sendo que
o sistema de medi¢ao de pequenos intervalos de tempo
é mecanico, o que facilita a montagem mesmo por es-
tudantes sem conhecimento na area de eletronica. O
material necessario & montagem consta de um relégio
com cronometro, que pode ser comprado de vendedores
ambulantes por cerca de R$ 10,00. Além disso, neces-
sitamos de uma ratoeira, um pregador de roupas, 2,5
m de fio duplo, uma bola de assopro, uma pedra com
uma massa de aproximadamente 20 g, uma escala mi-
limetrada e um pedaco de cordao. Este material faz
parte do KEM - Kit para Experiéncias de Mecanica,

desenvolvido e patenteado pelos dois primeiros autores
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deste artigo.

II Aspectos tedricos relevantes

Considere que estejamos interessados em descrever a
translacao de um corpo em queda. Para tal, suponha-
mos que o corpo seja abandonado a partir do repouso,
de um ponto O, que consideraremos como ponto de re-
feréncia. A medida em que a velocidade aumenta, du-
rante a queda, deve aumentar também a forca de re-
sisténcia do ar, em sentido oposto ao do movimento.
Admitamos que apds um tempo ¢ o moével tenha sido
deslocado para uma posi¢ao h. Um diagrama de corpo

livre para o corpo em queda é mostrado na Fig. 1.
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Figura 1. Queda de um corpo de massa m no ar. Em ¢t = 0,
o corpo é abandonado na posigdo h = 0 e comega a queda.
No corpo atuam a forga de resisténcia Fr e a forca gravita-
cional p.

No diagrama, p' é o peso do corpo e ﬁR é a forca
de resistencia do ar sobre ele. Nesse estudo estamos
supondo que essa forca de resisténcia seja dada por
—b¥, sendo b um parametro que depende da geome-
tria do corpo. Como estamos interessados apenas na
translacao, podemos escrever a Segunda Lei de Newton

para estudar o movimento do corpo do seguinte modo

2], [3], [8]:

mg—bv:ma. (1)

A Eq. (1) pode ser reescrita da seguinte forma:

1 b
dv = ——dt. 2
o == @)

Assim, a expressao da velocidade do corpo apds um

tempo ¢ é dada pela integracao da Eq. (2):

v tp
/0 ——rdv=— [ —dt. (3)

v o m
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Esta é uma integral simples cujo resultado é:

v = vg[l — e /M), (4)

onde vy é a velocidade limiar do copo, dada por v, =
myg/b.
Naturalmente, como v = dh/dt, o resultado (4) nos

leva a uma nova equacgao diferencial dada por

dh = b1 — e~ B/m gt (5)

Integrando o lado esquerdo da Eq. (5) de 0 aheo

lado direito de 0 a ¢, obtemos:

Entao, caso o modelo ﬁR = —b¥ seja valido para
a forca de resisténcia do ar, a equacgao horaria de um
corpo em queda é dada por (6).

Apenas como curiosidade, podemos investigar a
equacao horaria dada em (6), para tempos bem me-
nores que aquele em que o corpo atinge a velocidade
limiar. Com essa restri¢do, quer dizer bt/m << 1, po-
demos expandir a exponencial da Eq. (6), truncando

os termos a partir da quarta ordem. Com isso, teremos

[2], [3]):

e~ (0fm)t o _ ﬂt 4 iﬂ _ it?’ (7)
- m 2m? 6m3
Substituindo o resultado (7) na Eq. (6), teremos a

seguinte equacao horaria:

1 bg
ho~ —gt? — 45, 8
A (8)
A interpretacdo da Eq. (8) é bastante Sbvia: o
termo cubico é o primeiro termo da correcao a queda

livre devido a resisténcia do ar.

Naturalmente, caso admitissemos Fr = —bv?, um

estudo analogo nos levaria ao seguinte resultado:

h = (m/b)Infcosh(\/bg/mt)]. (9)
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IIT Montagem experimental

Inicialmente, proporemos um sistema mecanico para a
medicao de pequenos intervalos de tempos e, em se-

guida, apresentaremos o experimento em si.

II1.1 Dispositivo de medigao do intervalo
de tempo de queda

O sistema para acionar e travar o cronometro é com-
posto de um pregador de roupas (A), de uma ratoeira
(B) com um gancho metdlico (3) preso & sua base, de
um relogio com cronometro, de 2 m de fio duplo interli-
gando o pregador ao cronometro e também & ratoeira.
Esses elementos devem ser conectados conforme mostra
a Fig. 2.

Figura 2. Arranjo experimental para medir o tempo de queda da pedra ao percorrer a distancia h.

No relogio, os dois fios sao conectados nos pontos
que fazem contato ao se pressionar o pino C, que aci-
ona e trava o cronometro. Suponha, agora, que exista
um corpo preso no ponto 1 do pregador A. Para soltar
o corpo, devemos pressionar as ‘pernas’ do pregador o
que, no caso, produz um contato entre os fios presos
nos pontos 2 e 2’. Caso o cronoémetro nao esteja mar-
cando um intervalo de tempo, serd acionado. Quando
o corpo abandonado cair sobre a ratoeira, disparando-
a, um novo contato elétrico sera estabelecido entre as
pecas 3 e 3’ da ratoeira. Assim, se o operador ja tiver
folgado o prendedor, o cronometro travara indicando
o intervalo de tempo de queda do corpo. Em geral,

com 10 min de treinamento, obtém-se cerca de 70%

de ‘medidas boas’, o que requer pressionar e folgar o
mais rapidamente possivel o pregador, e ainda atingir
o alvo (ratoeira) com o corpo em queda, provocando o
desarme da ratoeira. O tempo de resposta do sistema
pode ser conhecido medindo-se o tempo de queda da
pedra de 20 g de uma altura h conhecida. Esse tempo
pode ser comparado com o tempo medido por um sis-
tema eletronico ou com aquele previsto pela equacao de
queda livre, utilizando-se o valor nominal da aceleragao
da gravidade. Assim, os intervalos de tempo medidos

com o sistema proposto podem ser corrigidos.
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II1.2 O arranjo experimental

Para evidenciar o efeito da resisténcia do ar pode-
mos fazer o arranjo descrito a seguir. Primeiro, pode-
mos amarrar um pequeno cordao na parte oposta a da
boca da bola de assopro, objetivando sustenta- la entre
as mandibulas (1) do pregador (A) mostrado na Fig. 2.
Depois, podemos encher a bola de assopro e amarrar
a pedra de aproximadamente 20 g na sua boca, resul-

tando no arranjo da Fig. 3.

cordan

bola de
asSOpPI0

pedra

Figura 3. O corpo em queda consiste de uma pedra amar-
rada a uma bola de assopro que, devido ao grande volume,
garante baixas velocidades limiares.

Prendendo-se o cordao entre as mandibulas (1) do
pregador (A) (veja a Fig. 2) e abandonando o sistema
de alturas conhecidas, podemos obter uma tabela de h

versus t e fazer a andlise dos dados obtidos.

IV Resultados

Neste experimento obtivemos a tabela dada a seguir,
sendo que o tempo obtido em cada ponto foi resultado
da média de 6 leituras na qual foi somado um fator
de correcao de 0,01 s, devido ao tempo de resposta do
sistema de medi¢ao de tempo. Este fator foi obtido

comparando o tempo de queda de uma pequena pedra
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de uma altura conhecida, com aquele determinado pela

equacao horaria da queda livre.

IV.1 Dados coletados

1 2 3 4 5
h(m) | 0,248 | 0425 | 0,675 | 0,925 | 1325
t(s) | 0,240 0,320 | 0,406 | 0480 | 0,593

Tab. 1 - Dados obtidos experimentalmente do deslocamento h
do sistema bola de assopro ¢ pedra versus o tempo t de queda.

IV.2 Resultados esperados para a ace-
leragao da gravidade

Cabe aqui observar que os dados foram coletados na
cidade de Campina Grande, PB (Brasil), localizada na
latitude 7,5° sul. Como a gravidade ao nivel do mar,

Gnm, ¢ dada por [4]

Gnm = 9,7807(1 + 0,00530 sen’¢)", (10)

sendo ¢ a latitude, devemos ter: gnm = 9,782m/s%. A
altitude da cidade é Ah = 640m e, entao, podemos fa-
zer uma correcao no valor determinado para g através
da seguinte expressao, obtida da Lei1 da Gravita¢ao Uni-

versal:

_ GM
9= (Rom + ARYE
onde G é a constante de Gravitagao Universal, M
é a massa da terra e R,,, é o ralo equatorial ao
nivel do mar, valendo R,,, = 6,378 x 105 m. Como
(Ah/Rpm) << 1, podemos expandir a expressdo ante-
rior, desprezar os termos a partir da segunda ordem e

escrever:

R (11)

Substituindo Ah = 640 m e R,,, = 6,378 x 10°
m na Eq. (11), obtemos g = 9,780m/s? que é o va-

Ah
g:gnm[l_Q :|

lor esperado para a aceleracao da gravidade no local da

experiéncia.

IV.3 Resultados obtidos para a ace-
leragao da gravidade

Ajustando os dados coletados & fungao h = (1/2)gt?,
obtemos ¢ = (7,816 4 0,034) m/s? o que indica que o
modelo da queda livre é realmente inadequado. Por ou-

tro lado, ajustando os dados & fun¢ao dada na Eq. (8),

1Devido a um engano na impressao desta férmula na referéncia [4], ela é apresentada erroneamente com um sinal de menos.
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percebemos que o calculo da aceleracao da gravidade
resulta em g = (9,50 £ 0,20) m/s?. Isso deve significar
que a razao b/m para o sistema em queda nao é muito
pequena, ou entao que o modelo FR = —b¥ nao esta
correto para a forga de resisténcia do ar, ou ainda que
a montagem proposta nao é adequada. Para descobrir-
mos qual é a alternativa correta, vamos reescrever a kq.

(6) na forma [3]

h=CCqt+ Cz[eclt - 1]a (12)

com C; = b/m e Cy = m?g/b>.

parametro (7 com o parametro Cs percebemos que

Comparando o

Cy = ¢g/C? o que resulta em
g=CC% . (13)

Entao, fazendo o ajuste dos dados & Eq. (12), pode-
mos obter o valor da aceleracao da gravidade através
de (13). Por tratar-se de uma funcdo nao linear, deve-
mos atribuir valores iniciais aos parametros C7 e Cs, a
serem determinados. Fazendo Cip = 0,5 e Cyg = 1,0,
podemos utilizar o software “AJUSTE” [5], cujo o de-

senvolvimento sera objeto de futuros artigos, e obter:

Cy =1,37525..5s7' e oc,, =0,213351..s7"

Cy =5,15890..m e o¢,,, =1,43334..m.  (14)
COU(Cl, Cz) = —0, 30575777,/5

Aqui, as incertezas foram obtidas impondo-se um
valor igual a 1 ao qui-quadrado reduzido do ajuste
(x%4), o que torna tal ajuste verossimil. Substituindo

os resultados (14) na Eq. (13), encontramos:

g=1(9,76£0,32)m/s%

O desvio padrao do valor médio de g foi obtido
através da féormula geral de propagacao de erros, ob-

tida com aproximacao de primeira ordem. Para uma

fungao f(z1, 22, ..., 2n), a férmula para o desvio é dada
por [6]
Ot = 6—fa—fcov(zj,zk) . (15)
j=1 k=1 V%3 Uk

O calculo do erro propagado em uma funcao de-

vido as covariancias entre as variaveis independentes

esta disponivel no software ‘AJUSTE’, que também foi
utilizado neste artigo para este fim. Como utilizamos
apenas b dados experimentais no ajuste, o nivel de con-
fianca do intervalo obtido para g ¢ de cerca de 63%
[7]. Multiplicando o desvio padrao do valor médio de ¢,
Ogm, por 1,14, elevamos o nivel de confian¢a para cerca

de 68%. Entao:

g =(9,760,36)m/s> (68%).

Naturalmente, poderiamos calcular também o
parametro b, o que iria requerer a medicao da massa
do sistema. Como planejamos um experimento barato,
nao previmos o uso de uma balanca e, por 1sso, nao fare-
mos tal cdlculo, o que seria possivel com a utilizacao do
KEM - Kit para Experiéncias de Mecanica, que inclui
uma balanca entre seus acessérios.

H&a que se ressaltar que o ajuste dos dados a Eq.
(9) resulta em g = (8,92 £ 0,14)m/s?, o que permite
afirmar que o modelo F' = —bv? para a resisténcia do

ar realmente nao é adequado aos dados experimentais.

A\ Conclusoes

A analise do resultado experimental obtido para a ace-
leracao da gravidade, considerado bom, nos leva a duas
conclusoes relevantes.

A primeira é que, para as velocidades envolvidas, o
modelo para a resisténcia do ar é realmente satisfatorio.

Uma segunda conclusao é que o sistema mecanico
proposto para a medicao de pequenos intervalos de
tempo satisfaz o rigor experimental desejado para um
laboratorio de ensino: a precisao nos resultados foi de
3,7%, enquanto que a acurécia foi de 0,2%.

Uma observagao sobre as dificuldades de reprodug¢ao
das condi¢oes experimentais se faz necessaria. Isso se
deve ao fato de que uma bola de assopro poder ser
enchida de infinitas formas diferentes, resultando em
parametros b/m diferentes. Entretanto isso nao chega
a ser tao importante porque o estudo da queda do sis-
tema massa/bola de assopro em diferentes situag¢oes
leva, invariavelmente, as mesmas conclusoes que obti-
vemos aqui: um bom acordo entre o valor experimental
de g e o valor da previsao tedrica. Entao, independen-
temente das dificuldades de reproducao das condigoes

experimentais, podemos admitir a validade do modelo
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F = —bv em baixas velocidades e, conseqiilentemente,

a eficacia da montagem proposta.
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