
Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 21, no. 1, Mar�co, 1999 63

Notas sobre a Intera�c~ao entre a Mecânica

Estat��stica e os Processos Estoc�asticos

J. Ricardo G. de Mendon�ca�

Departamento de F��sica, C.C.E.T., Universidade Federal de S~ao Carlos

Rodovia Washington Lu��s km 235, CP 676, CEP 13565-905, S~ao Carlos, SP, Brasil

Recebido em 30 de Julho, 1998

Neste trabalho fazemos algumas observa�c~oes sobre o desenvolvimento da Mecânica Estat��stica fora
do equil��brio e de sua inter-rela�c~ao de quase um s�eculo com a teoria dos Processos Estoc�asticos.
Damos ênfase �as aplica�c~oes da equa�c~ao mestra e de sua importância em um contexto espec���co da
Mecânica Estat��stica fora do equil��brio, o da Cin�etica Qu��mica, comentando do ponto de vista da
F��sica te�orica o estado atual desta �area e apontando os poss��veis desenvolvimentos que se podem
esperar para os pr�oximos anos.

In this work we draw some observations on the development of nonequilibrium Statistical Mechanics
and on its interplay of almost a century long with the theory of Stochastic Processes. We give
emphasis on the applications of the master equation and its relevance in an speci�c context of
nonequilibrium Statistical Mechanics, that of Chemical Kinetics, and comment from the point of
view of theoretical Physics on the recent status of the area and also on the advances one can expect
for the years to come.

I Introdu�c~ao e Fundamentos

O objetivo da Mecânica Estat��stica �e explicar e

predizer as propriedades da mat�eria macrosc�opica, em

qualquer de seus estados, a partir das propriedades de

seus constituintes microsc�opicos e de suas intera�c~oes, e

fornecer portanto a fundamenta�c~ao atom��stica para as

leis fenomenol�ogicas da Termodinâmica, da Mecânica

dos Fluidos e de �areas correlatas.

Divide-se tradicionalmente a Mecânica Estat��stica

em uma parte que trata dos fenômenos que ocorrem

na mat�eria em estado de equil��brio, no sentido termo-

dinâmico usual, e outra que trata daqueles fenômenos

que ocorrem na mat�eria fora do equil��brio, al�em da

divis~ao entre uma parte cl�assica e outra quântica,

conforme se considere uma ou outra a dinâmica mi-

crosc�opica subjacente ao sistema em estudo. Podemos

dizer que a Mecânica Estat��stica do equil��brio �e uma te-

oria j�a bem estabelecida: as propriedades de equil��brio

de sistemas macrosc�opicos com uma dada fun�c~ao ha-

miltoniana microsc�opica podem ser obtidas como valo-

res esperados sobre \ensembles" de Gibbs (medidas de

probabilidade) bem de�nidos, e mesmo que seu pro-

grama seja realiz�avel na maior parte das vezes ape-

nas em princ��pio, ele fornece um ponto de partida se-

guro tanto para a compreens~ao qualitativa quanto para

aproxima�c~oes quantitativas para o comportamento de

equil��brio, como no caso das teorias para o fenômeno

das transi�c~oes de fase. Al�em disso �e poss��vel investi-

gar exatamente alguns modelos simples que no entanto

apresentam comportamento termodinâmico complexo,

o modelo de Ising bidimensional sendo o exemplo mais

conhecido e vers�atil.

A Mecânica Estat��stica fora do equil��brio, ao

contr�ario, se encontra em um est�agio muito menor de

compreens~ao, uma vez que apresenta uma quantidade

de di�culdades tanto matem�aticas quanto conceituais

bem maiores que as encontradas na sua contraparte

de equil��brio. �E f�acil ver que a determina�c~ao da de-

pendência temporal de propriedades macrosc�opicas as-

sociadas aos processos irrevers��veis que ocorrem nes-

ses sistemas demanda uma an�alise �na e detalhada da

dinâmica microsc�opica, que acaba se traduzindo em

problemas matem�aticos formid�aveis. No n��vel concei-
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tual um dos maiores e mais antigos problemas reside

em tentar conciliar e compreender a coexistência da ir-

reversibilidade macrosc�opica, prevista pela segunda lei

da Termodinâmica, com a completa reversibilidade mi-

crosc�opica das equa�c~oes da dinâmica para as part��culas

do sistema. O fato de a evolu�c~ao temporal de um g�as

em expans~ao livre e sua evolu�c~ao reversa serem ambas

consistentes com as leis da dinâmica mostra claramente

que n~ao �e poss��vel provar o alcance do equil��brio em

sistemas isolados sem fazer hip�oteses adicionais acerca

dessa evolu�c~ao. Essas hip�oteses s~ao de car�ater neces-

sariamente n~ao dinâmico, e segundo Nico van Kam-

pen [1], \one cannot escape from this fact by any

amount of mathematical funambulism". Tipicamente

essas hip�oteses dizem respeito �a taxa de decaimento

das correla�c~oes entre muitas part��culas ou �a improba-

bilidade de realiza�c~ao, em uma situa�c~ao experimental

real, de condi�c~oes iniciais que correspondam a conjun-

tos de medida nula no espa�co de fases do sistema [2],

e sempre estiveram cercadas de di�culdades t�ecnicas e

controv�ersias [3, 4].

Um esquema formal para a Mecânica Estat��stica

fora do equil��brio deve atender a alguns requisitos

b�asicos e, principalmente, dever��amos poder deduzir

sistematicamente equa�c~oes de transporte, compreender

o alcance do equil��brio em sistemas isolados e estudar

seus estados estacion�arios, al�em de poder observar a

dependência espa�co-temporal de grandezas su�cientes

para uma especi�ca�c~ao do estado macrosc�opico do sis-

tema. Na tentativa de se formular uma abordagem al-

ternativa �a descri�c~ao microsc�opica direta dos fenômenos

fora do equil��brio baseada na equa�c~ao de Liouville, mui-

tas outras diferentes foram propostas, mas nenhuma

prescri�c~ao geral v�alida sempre. Essas abordagens têm

o seu escopo e utilidade avaliadas no confronto de suas

predi�c~oes com os resultados experimentais, e veri�ca-

se que conforme o sistema ao qual se as aplique (e

podemos estar tentando descrever de uma rea�c~ao bi-

oqu��mica a uma atmosfera planet�aria) obtemos resul-

tados mais �dedignos ou menos. Podemos classi�c�a-las

basicamente em duas categorias [6]: umas se baseiam

na teoria cin�etica dos gases dilu��dos e em suas extens~oes

para sistemas densos, seguindo a linha inaugurada por

Boltzmann, enquanto outras fazem uma generaliza�c~ao

da teoria do movimento browniano, onde a partir de

equa�c~oes da dinâmica de car�ater mesosc�opico [5] conhe-

cidas como de Newton-Langevin se obt�em, por exemplo,

o formalismo das equa�c~oes mestras [1, 4, 6].

A abordagem original de Boltzmann consiste em

tentar derivar as propriedades fora do equil��brio e o

alcance dele atrav�es de sua equa�c~ao de transporte

para a fun�c~ao f(x;v; t) de distribui�c~ao do n�umero de

mol�eculas num estado (x;v) no instante t no espa�co

de fases � � R
6 (� para mol�ecula), das hip�oteses de

\Sto�zahlansatz" [7] e de caos molecular, e de seu te-

orema H. A generaliza�c~ao da equa�c~ao de Boltzmann

para sistemas densos se faz ao considerar na descri�c~ao

colis~oes que envolvem mais de duas part��culas, isto �e,

colis~oes tern�arias, quatern�arias e, em �ultima instância,

colis~oes N -�arias nas quais todas as N part��culas do

sistema participam. �E claro que a inclus~ao de ter-

mos de colis~ao de todas as ordens corresponde �a des-

cri�c~ao microsc�opica do sistema, e uma descri�c~ao de

car�ater macrosc�opico se obt�em pela elimina�c~ao, de al-

guma forma, de graus de liberdade que correspondam

�as suas \vari�aveis r�apidas", associadas a processos mi-

crosc�opicos com tempos de relaxa�c~ao curtos em rela�c~ao

�aqueles de observa�c~ao. O formalismo d�a origem a uma

hierarquia de equa�c~oes ��ntegro-diferenciais para as dis-

tribui�c~oes marginais de con�gura�c~ao dos estados de

uma, duas, : : : , N part��culas, conhecida pelo nome

de hierarquia BBGKY, para Bogoliubov, Born, Green,

Kirkwood e Yvon. Ali podemos ver que a equa�c~ao de

Boltzmann �e apenas a primeira da hierarquia [8].

A segunda abordagem, a das equa�c~oes mestras,

�e provavelmente a mais importante, e sua raiz me-

sosc�opica e browniana se baseia nas seguintes ob-

serva�c~oes. A posi�c~ao de um ponto (t) representativo

do sistema no espa�co de fases � � R
6N (� para g�as), no

instante t, �e uma fun�c~ao suave de t e da condi�c~ao ini-

cial (0) nas coordenadas microsc�opicas. No entanto,

a varia�c~ao da posi�c~ao de (t) devido �as colis~oes mo-

leculares �e t~ao r�apida em �, que numa escala de ob-

serva�c~ao mais grosseira, mesosc�opica, ele realiza um

movimento em tudo semelhante ao browniano. Na

pr�atica, implementamos essa escala de observa�c~ao me-

sosc�opica �as equa�c~oes de movimento macrosc�opicas de

um observ�avel qualquer acrescentando-lhes um termo

que �e a a�c~ao de todas as muitas coordenadas que

n~ao consideramos explicitamente, e que aja introdu-

zindo utua�c~oes de algum car�ater em torno das leis

macrosc�opicas, transformando portanto o observ�avel

num processo estoc�astico. O exemplo mais conhecido

de uma tal descri�c~ao �e o do comportamento da velo-

cidade de uma part��cula browniana, em um processo

estoc�astico conhecido como de Ornstein-Uhlenbeck [9].

Como n~ao poderia deixar de ser, ao perfazermos

uma elimina�c~ao de graus de liberdade microsc�opicos em
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favor de uma descri�c~ao mais grosseira estamos fazendo

tamb�em hip�oteses n~ao dinâmicas acerca da evolu�c~ao do

sistema no tempo, e que correspondem de alguma forma

�a introdu�c~ao da no�c~ao de observa�c~ao sobre um \ensem-

ble". Essas hip�oteses, umas aproximadamente equiva-

lentes �as outras e conhecidas pelos nomes variados de

\Sto�zahlansatz", aproxima�c~ao de fases aleat�orias e ou-

tros, têm o papel importante no contexto das equa�c~oes

mestras de justamente fazer com que os m�etodos da

teoria do movimento browniano se apliquem ao movi-

mento do ponto (t), e rendam com isso um processo

estoc�astico markoviano para o observ�avel em quest~ao.

Aqui, markoviano quali�ca um processo para o qual a

equa�c~ao de Chapman-Kolmogorov vale para a fun�c~ao

de probabilidade condicional de ocupa�c~ao dos estados

mesosc�opicos, e consiste em supor que a distribui�c~ao

de estados atuais, dada uma distribui�c~ao anterior, tem

um papel exatamente equivalente ao de sua distribui�c~ao

anterior no que tange a distribui�c~ao futura, e que esses

pap�eis ao longo do processo sejam descorrelacionados,

sem mem�oria [1, 9].

Estabelecer uma rela�c~ao entre a abordagem atrav�es

das equa�c~oes mestras, na qual todas as hip�oteses proba-

bil��sticas est~ao contidas na existência de um operador

de evolu�c~ao ou colis~ao mestre, e aquela microsc�opica

atrav�es da equa�c~ao de Liouville �e uma quest~ao impor-

tante que redunda em investigar se podemos construir,

de alguma maneira aproximada ou m�edia, o operador

mestre, isto �e, se podemos calcular termos de colis~ao

su�cientes para uma descri�c~ao mesosc�opica a partir da

dinâmica microsc�opica. Se por um lado a equa�c~ao de

Liouville tem a seu favor o \status" de uma equa�c~ao

fundamental da F��sica, por outro lado as equa�c~oes mes-

tras têm um grande apelo t�ecnico. Elas s~ao lineares na

fun�c~ao de distribui�c~ao P (fng; t) para um conjunto fng

conveniente de vari�aveis mesosc�opicas, contêm o car�ater

irrevers��vel, no sentido de uma evolu�c~ao certa rumo ao

equil��brio, implementado na pr�opria constru�c~ao do ope-

rador mestre e nas hip�oteses n~ao dinâmicas ali contidas,

e uma vez que se as estabele�ca, podemos utiliz�a-las e�ci-

entemente em modelos semi-fenomenol�ogicos. Pode-se

ainda, por exemplo, provar que as solu�c~oes das equa�c~oes

mestras alcan�cam o limite desejado no tempo, isto �e,

que no limite de tempos in�nitos as probabilidades de

ocupa�c~ao dos estados mesosc�opicos no espa�co de fases

� alcan�cam a express~ao correta dada pelo fator micro-

canônico usual. Diante destes e de outros fatos bas-

tante atraentes Max Dresden [10] declara que \it thus

appears that the master equation approach allows an

in principle rigorous formulation of the original Boltz-

mann program".

Estas observa�c~oes acerca do problema de se estabe-

lecer uma abordagem satisfat�oria para a descri�c~ao de

fenômenos fora do equil��brio e os coment�arios mais ex-

tensos sobre a abordagem das equa�c~oes mestras têm a

inten�c~ao de fazer com que esta �ultima pare�ca aceit�avel

dos pontos de vista te�orico, heur��stico e de resultados

(devido ao seu car�ater semi-fenomenol�ogico), e dessa

forma justi�car, pelo lado dos fundamentos, o seu uso

em F��sica te�orica como um poderoso instrumento.

Este trabalho est�a organizado como segue. Na Se�c~ao

II discutimos um dos problemas centrais da Cin�etica

Qu��mica, que �e o de estabelecer equa�c~oes apropriadas

para se estudar as velocidades de rea�c~ao, isto �e, as taxas

de varia�c~ao das concentra�c~oes de esp�ecies interagentes,

as limita�c~oes da abordagem tradicional e algumas pro-

postas recentes na �area, principalmente para processos

que ocorrem em sistemas de baixa dimensionalidade e a

sua rela�c~ao com os avan�cos obtidos na Teoria do Mag-

netismo. Na Se�c~ao III, um pouco mais t�ecnica, damos

alguns exemplos de processos estoc�asticos de rea�c~ao e

difus~ao na rede que vêm recebendo bastante aten�c~ao

ultimamente, uma vez que eles formam o que se po-

deria chamar de \conjunto m��nimo" de modelos a se-

rem estudados por quem trabalha na �area. Finalmente,

na Se�c~ao IV apresentamos, certamente inuenciados

por interesses pessoais, as perspectivas de desenvolvi-

mento na �area, tais como novos modelos que apresen-

tam caracter��sticas interessantes e surpreendentes e no-

vas t�ecnicas matem�aticas que podem vir a repercurtir

em toda a F��sica te�orica. A Se�c~ao de referências, neces-

sariamente incompleta, cont�em um grande n�umero de

artigos citados a �m de permitir ao leitor que prossiga

no estudo dos t�opicos que mais o interessarem.

II Da Cin�etica Qu��mica �a Teoria

do Magnetismo

II.1 Um Problema em Cin�etica Qu��mica

A Cin�etica Qu��mica �e um dos ramos mais tra-

dicionais e importantes da F��sico-Qu��mica e, como seu

pr�oprio nome indica, se ocupa do estudo da cin�etica e

da dinâmica das rea�c~oes qu��micas. A sua importância

�e dif��cil de subestimar, uma vez que toda a ind�ustria

qu��mica n~ao faz sen~ao promover rea�c~oes a �m de obter

seus produtos, e nessa opera�c~ao o estudo das velocida-

des das rea�c~oes, de poss��veis mecanismos de cat�alise e de
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outros detalhes das rea�c~oes adquirem importância co-

mercial �obvia; al�em disso, toda forma de vida depende

crucialmente de rea�c~oes complexas, normalmente cata-

lisadas por enzimas e em cascata, como no processo de

coagula�c~ao do sangue. Pode-se portanto justi�car am-

plamente o estudo da Cin�etica Qu��mica tanto comerci-

almente quanto academicamente.

A abordagem tradicional da Cin�etica Qu��mica ao

estudo das rea�c~oes consiste em estabelecer equa�c~oes di-

ferenciais para expressar a taxa de varia�c~ao temporal

das concentra�c~oes das esp�ecies reagentes, as \rate equa-

tions". Esta abordagem assume explicitamente que

as concentra�c~oes dos reagentes s~ao uniformes espacial-

mente, isto �e, que as concentra�c~oes locais e globais coin-

cidem a todo instante, e que as rea�c~oes n~ao introduzem

correla�c~oes entre as diversas esp�ecies que participam

do processo. Essa uniformidade pode ser alcan�cada em

sistemas nos quais os reagentes têm uma mobilidade

muito grande, tendendo ao in�nito, ou, equivalente-

mente, naqueles onde as probabilidades de haver rea�c~ao

quando do encontro dos reagentes s~ao muito pequenas,

tendendo a zero. Para sistemas sob essas condi�c~oes,

podemos garantir que cada part��cula tem probabilida-

des iguais de reagir com qualquer outra part��cula do

sistema, e valem as \rate equations". No caso de mo-

bilidades pequenas ou probabilidades de rea�c~ao gran-

des, estabelece-se um regime no qual se espera que as

part��culas tenham mais chances de reagir com outras

pr�oximas que com aquelas mais distantes, e nesse caso

dizemos que a rea�c~ao �e limitada ou controlada por di-

fus~ao. Sob esse regime, utua�c~oes espaciais nas concen-

tra�c~oes podem se desenvolver e se tornar importantes,

determinando o comportamento da rea�c~ao.

Podemos dizer que a abordagem atrav�es das

equa�c~oes para as velocidades de rea�c~ao em Cin�etica

Qu��mica �e an�aloga �a aproxima�c~ao de campo m�edio

em Mecânica Estat��stica, pois, como nesta �ultima, ig-

nora a existência de utua�c~oes microsc�opicas nas con-

centra�c~oes locais, e que sabemos s~ao de suma im-

portância, especialmente em sistemas de baixa dimensi-

onalidade [11, 12]. De fato, para o processo A+A! ;,

a abordagem tradicional prevê um comportamento as-

sint�otico para a concentra�c~ao de A dado por �A(t) /

t�1, enquanto em um c�alculo no qual se considera as

utua�c~oes obt�em-se �A(t) / t��, com � = minf1; d
2
g

onde d �e a dimensionalidade espacial do sistema. Ob-

servamos de passagem que para efeitos de uma teoria

de escala a dimensionalidade cr��tica superior para esse

processo �e 2+1 [12]. Dessa forma, �ca evidente que um

modelo para esses tipos de rea�c~oes qu��micas deve se

basear em um formalismo no qual se possa considerar

utua�c~oes, e a�� as equa�c~oes mestras s~ao as candidatas

naturais.

O primeiro a introduzir o conceito de rea�c~oes limi-

tadas por difus~ao em Cin�etica Qu��mica foi Marian von

Smoluchowski [13], num trabalho em que ele considerou

o processo de coagula�c~ao de col�oides, uma extens~ao de

seus interesses acerca da teoria do movimento browni-

ano. As rea�c~oes limitadas por difus~ao surgiram relaci-

onadas ao fato de ele ter estudado o processo de coa-

gula�c~ao numa fase dilu��da, uma solu�c~ao de part��culas

coloidais, onde a etapa determinante da rea�c~ao vem

a ser o passeio browniano executado pelos reagentes

at�e que colidam e reajam, com a rea�c~ao propriamente

dita correspondendo �a etapa r�apida do processo. Pe-

ter Debye tamb�em contribuiu para o estabelecimento

desse conceito, calculando taxas de rea�c~ao entre duas

esp�ecies reagentes consideradas como esferas duras, ou

\esferas de inuência", atrav�es do uso de uma equa�c~ao

que Smoluchowski havia derivado trinta e três anos an-

tes, ao estabelecer uma equa�c~ao para a concentra�c~ao

de part��culas brownianas evoluindo sob a a�c~ao de um

campo de for�cas conservativo, equa�c~ao que hoje �e co-

nhecida como de Smoluchowski-Fokker-Planck. Debye

estava aparentemente disposto a oferecer aos qu��micos

uma alternativa �a teoria das taxas absolutas de Henry

Eyring, que o incomodava com seus ~'s os quais, se-

gundo ele, n~ao deveriam ser importantes em uma rea�c~ao

limitada por difus~ao, um processo legitimamente es-

toc�astico, mesosc�opico [14]. O trabalho no qual Debye

se inspirou �e considerado o primeiro a fazer uso de

m�etodos estoc�asticos em Cin�etica Qu��mica, creditando

portanto a Smoluchowski o papel de pioneiro absoluto

da �area. Infelizmente Smoluchowski morreu logo ap�os a

publica�c~ao de seus trabalhos mais relevantes, em 1917, e

n~ao pode apreciar o impacto que eles tiveram no desen-

volvimento subsequente da nossa compreens~ao da natu-

reza dos processos estoc�asticos, que foi muito grande e

envolveu os nomes de pesquisadores como H. Kramers,

L. D. Landau, S. Chandrasekhar, M. Kac, E. W. Mon-

troll e muitos outros; veja [9, 14].

II.2 Teoria do Magnetismo

Paralelamente ao desenvolvimento da teoria dos

Processos Estoc�asticos, e de forma independente desta,

uma grande �area da F��sica, a da Teoria do Magnetismo,

sofreu muitos avan�cos e esclareceu bastante a natureza

microsc�opica do fenômeno do magnetismo. Aos primei-
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ros modelos baseados em conceitos cl�assicos e em ra-

cioc��nio emp��rico e fenomenol�ogico se sucederam, com

o advento da Mecânica Quântica em sua forma pra-

ticamente de�nitiva na d�ecada de vinte, outros mais

fundamentais, por assim dizer, baseados nas proprieda-

des intr��nsecas da mat�eria, os spins das part��culas, e em

seu comportamento coletivo. O primeiro modelo a im-

plementar caracter��sticas quânticas, embora atrav�es de

uma matem�atica ainda cl�assica (\c-numbers"), foi o de

E. Ising em 1925 [15], que o analisou em uma dimens~ao

e concluiu, erradamente, que ele n~ao se prestava a uma

explica�c~ao do comportamento ferromagn�etico em ne-

nhuma dimens~ao. Ele foi corrigido onze anos depois

por R. Peierls atrav�es de seu argumento de contornos,

cuja vers~ao de�nitiva pertence a R.B. Gri�ths [16]. O

primeiro modelo realmente quântico para o ferromag-

netismo foi proposto em 1928 por W. Heisenberg [17],

que reconheceu nas integrais de troca, que envolvem

a superposi�c~ao de orbitais eletrônicos, e no princ��pio

de exclus~ao de Pauli a verdadeira origem do comporta-

mento ferromagn�etico [18]. Logo ap�os P. Dirac mostrou

como se pode atribuir ao termo de troca um potencial

efetivo que envolve a intera�c~ao entre spins, agora con-

siderados como entidades quânticas (\q-numbers"), e

o modelo assim apresentado �cou conhecido como de

Heisenberg. Este modelo constitui o primeiro exemplo

do que viriam a se chamar depois cadeias quânticas,

modelos de Heisenberg generalizados.

A �m de calcular a magnetiza�c~ao no modelo de

Heisenberg, F. Bloch [19] divisou o m�etodo das on-

das de spin, satisfat�orio a baixas temperaturas e que

se mostrou um instrumento conveniente para a an�alise

perturbativa, quando n~ao exata, de modelos de spins

quânticos em geral. Um desses modelos �e o antiferro-

magneto de Heisenberg, no qual o sinal da integral de

troca vem contr�ario ao do caso ferromagn�etico, desfa-

vorecendo o alinhamento de spins. Em uma dimens~ao

este modelo foi analisado por H. Bethe [20], que des-

cobriu seu estado fundamental numa generaliza�c~ao do

tratamento em termos de ondas de spins, o seu po-

deroso \Ansatz" para as fun�c~oes de onda do modelo,

numa t�ecnica matem�atica que se mostrou muito mais

geral e se tornou das mais importantes no contexto dos

modelos exatamente sol�uveis em Mat�eria Condensada e

Teoria Quântica de Campos, embora restrita a sistemas

em 1+1 dimens~oes.

Devido �a sua origem em F��sica dos s�olidos, maio-

res esfor�cos foram concentrados na tentativa de se pro-

por e resolver modelos magn�eticos de�nidos sobre reti-

culados, onde resolver signi�ca calcular algumas gran-

dezas observ�aveis de tais modelos, eventualmente de

maneira exata. Nesse sentido, a solu�c~ao exata para

a energia livre do modelo de Ising bidimensional por

L. Onsager em 1944 [21] �e certamente um dos resulta-

dos mais celebrados, e pode-se dizer que com ele surgiu

uma nova frente de pesquisa em Mecânica Estat��stica,

a da busca por modelos exatamente sol�uveis. A corrida

foi grande e envolveu muitos pesquisadores, e v�arios

modelos cl�assicos e quânticos se mostraram pass��veis

de an�alise exata, gerando uma grande quantidade de

id�eias f��sicas e t�ecnicas matem�aticas com implica�c~oes

para toda a F��sica te�orica [22].

Quanto aos processos estoc�asticos, no entanto, as

id�eias e t�ecnicas desenvolvidas no contexto magn�etico

aparentemente tiveram pouca penetra�c~ao imediata. �E

claro que muitos problemas em ambas as �areas parti-

lhavam das mesmas solu�c~oes, como no caso das fun�c~oes

de Green de rede para o problema do passeio aleat�orio e

da intera�c~ao entre ondas de spin, mas isso n~ao foi su�ci-

ente para que se iniciasse uma investiga�c~ao sistem�atica

das possibilidades de aplica�c~ao dos m�etodos de uma

teoria na outra. A situa�c~ao mudou quando Roy Glau-

ber, em 1963, usou uma equa�c~ao mestra para descrever

a evolu�c~ao de uma cadeia unidimensional de spins de

Ising rumo ao equil��brio [23], introduzindo a famosa

dinâmica de Glauber e inaugurando o uso de m�etodos

estoc�asticos em magnetismo; al�em do mais, as taxas de

transi�c~ao por ele escolhidas permitiam a an�alise exata

do modelo, tranformando-o num cl�assico. Desde ent~ao

o uso de processos estoc�asticos e de equa�c~oes mestras

em Teoria do Magnetismo se tornou freq�uente, e sur-

giram diversas propostas diferentes de dinâmicas mi-

crosc�opicas, por exemplo de mais de um spin ou mesmo

de blocos inteiros de spins, ou de dinâmicas que preser-

vam determinadas grandezas, como magnetiza�c~ao ou

energia [24, 25].

De uma forma ou de outra todos estes m�etodos se

baseiam em um conhecimento pr�evio de propriedades

de equil��brio de sistemas magn�eticos cl�assicos para estu-

dar uma dinâmica, em geral arti�cial, de um sistema de

spins em torno daquelas propriedades, com a equa�c~ao

mestra como instrumento de investiga�c~ao. A passagem

do cen�ario magn�etico de spins para o de part��culas in-

teragentes ou de g�as de rede �e quase imediata, e assim

muitos dos resultados obtidos no primeiro contexto ser-

viram como ponto de partida para o estudo de sistemas

de part��culas interagentes, \mol�eculas", em processos

de rea�c~ao e difus~ao.
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II.3 Processos Estoc�asticos de Rea�c~ao e
Difus~ao na Rede

A conex~ao entre os problemas das duas gran-

des �areas expostas acima se d�a atrav�es das matrizes

de transferência de modelos cl�assicos d-dimensionais de

equil��brio quando estas s~ao tomadas como operadores

de evolu�c~ao de um sistema [(d � 1) + 1]-dimensional,

isto �e, com uma das dire�c~oes espaciais originais usada

como vari�avel temporal, passada ao cont��nuo ou n~ao. �E

claro que no estudo de processos estoc�asticos interessa

pensar reversamente, isto �e, dada uma dinâmica em um

sistema de d� 1 dimens~oes espaciais atrav�es das taxas

de transi�c~ao na equa�c~ao mestra, reconhecer no opera-

dor de evolu�c~ao um modelo cl�assico d-dimensional de

equil��brio.

Ocorre por�em que houve, nas �ultimas duas d�ecadas,

um desenvolvimento muito grande na teoria de mode-

los cl�assicos bidimensionais de spins e de suas matrizes

de transferência associadas, que deu origem ao estudo

das chamadas cadeias quânticas [22, 26], e que possibi-

litou, com a abertura do horizonte dos modelos exata-

mente sol�uveis, a investiga�c~ao de uma variedade cada

vez maior de processos estoc�asticos na rede. De fato,

recentemente se percebeu que para o processo de ex-

clus~ao simples sim�etrico com dinâmica sincrônica dis-

creta (um autômato celular), o operador de evolu�c~ao

corresponde �a matriz de transferência, em uma dire�c~ao

diagonal, do modelo de seis v�ertices, um dos mais bem

estudados da Teoria do Magnetismo [26, 27]. Assim

foi que tamb�em recentemente muitos outros proces-

sos estoc�asticos importantes foram investigados com

o aux��lio de t�ecnicas magn�eticas: o processo de ex-

clus~ao simples completamente assim�etrico com o aux��lio

do \Ansatz" de Bethe [28], o processo de adsor�c~ao e

dessor�c~ao de k-meros em redes d-dimensionais atrav�es

do uso de t�ecnicas de ondas de spins e argumentos de

simetria [29], e tamb�em certos modelos para proces-

sos de cat�alise e adsor�c~ao sequencial aleat�oria pelo uso

do formalismo de segunda quantiza�c~ao para vari�aveis

fermiônicas [30, 31], entre outros. Para uma referência

geral consulte [32].

O uso do formalismo magn�etico traz a possibilidade

de se responder a quest~oes importantes sobre o sistema

de part��culas associado. Uma dessas quest~oes diz res-

peito ao comportamento da concentra�c~ao de part��culas

no sistema, que pode rumar ao valor de equil��brio

alg�ebricamente como �(t) / t�� ou exponencialmente

como �(t) / e�t=� ; uma an�alise do diagrama de fases

do operador de evolu�c~ao pode vir a predizer o tipo de

comportamento observado. Existe tamb�em a possibi-

lidade de se tentar repetir no caso de fenômenos fora

de equil��brio uma teoria de escala �nita nos moldes da-

quela praticada para fenômenos de equil��brio, e pela

de�ni�c~ao de expoentes cr��ticos apropriados tentar uma

classi�ca�c~ao \universal" para tais fenômenos [34].

III Alguns Modelos Magn�eticos

Relevantes

Vamosmostrar alguns hamiltonianosmagn�eticos as-

sociados a processos estoc�asticos importantes que foram

e vêm sendo estudados recentemente, sem entrar nos

detalhes de sua deriva�c~ao, que podem ser encontrados

por exemplo em [33, 34].

Certamente, o mais simples e paradigm�atico de-

les �e o processo de exclus~ao simples sim�etrico de uma

esp�ecie, no qual part��culas difundem com iguais proba-

bilidades (constante de difus~ao) em todas as dire�c~oes,

A + ; 
 ; + A. Para este processo o operador de

evolu�c~ao �e dado por

H = �
D

2

X

`

(~�` � ~�`+1 � 1);

com D a constante de difus~ao e ~� = (�x; �y; �z) ope-

radores de Pauli. Uma maneira de se ver que este �e

realmente o operador de evolu�c~ao do processo �e reparar

que podemos representar a difus~ao sim�etrica atrav�es do

operador de permuta�c~ao P`;`+1j�`; �`+1i = j�`+1; �`i, e

requerendo a estocasticidade da evolu�c~ao, isto �e, que

a soma dos elementos de cada uma das colunas de H

se anule para que haja conserva�c~ao de probabilidades,

chegamos a

H = �D
X

`

(P`;`+1 � 1):

Uma vez que podemos escrever P`;`+1 =
1

2
(~�` �~�`+1+1),

recobramos a express~ao para H.

O operador H nada mais �e que o hamiltoniano

de Heisenberg ferromagn�etico isotr�opico com a ener-

gia do estado fundamental subtra��da. O espa�co de au-

toestados deste operador se divide em L + 1 setores

indexados pelo valor esperado da magnetiza�c~ao total

Sz =
P

` �
z
` , que �e uma grandeza conservada. No

cen�ario de part��culas este fato est�a associado �a con-

serva�c~ao do n�umero de part��culas ao longo do processo,

j�a que N = 1

2
(L +M ), M = hSzi. Em cada um dos

setores de H, o estado fundamental ou estacion�ario �e
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composto de uma soma de todas as L!=N !(L � N )!

poss��veis combina�c~oes de estados compat��veis com o

valor de M . Como se sabe [35], o ferromagneto de

Heisenberg isotr�opico tem seus estados excitados da-

dos por ondas de spin. Dado o setor de magnetiza�c~ao

M , aplicamos ao seu estado fundamental o operador

S+q = L�1=2
P

` exp(iq`)�
+

` obtendo assim um estado

dito uma onda de spin de momento q, naturalmente no

setor de magnetiza�c~ao M + 1. As ondas de spin apre-

sentam um espectro com as energias de excita�c~ao dadas

por Eq = D(1 � cos q), que no limite termodinâmico

L ! 1 �e um espectro sem \gap", comportando-se

para comprimentos de onda q�1 muito grandes como

Eq ' Dq2=2. Tamb�em se sabe que grandezas con-

servadas, simetrias cont��nuas e decaimento alg�ebrico

das fun�c~oes de correla�c~ao em sistemas de part��culas in-

teragentes est~ao intimamente ligados. Uma simetria

cont��nua implica em uma grandeza conservada, uma vez

que o gerador dessa simetria comuta com o operador

de evolu�c~ao do sistema. Quando um estado fundamen-

tal quebra essa simetria, isto �e, quando a despeito de

a dinâmica preservar a simetria o estado fundamental

n~ao a possuir, surgem no sistema modos normais com

uma rela�c~ao de dispers~ao sem \gap" conhecidos como

b�osons de Goldstone; veja por exemplo a exposi�c~ao ele-

mentar em [36]. Assim, as ondas de spin s~ao b�osons

de Goldstone, m�agnons, oriundos da simetria do ope-

rador H com rela�c~ao �as rota�c~oes de todos os spins do

sistema em torno de um eixo arbitr�ario na dire�c~ao n̂,

produzida pelo operador ~S � n̂, ~S =
P

` ~�`, [H;
~S] = 0,

simetria que n~ao �e compartilhada pelo estado funda-

mental composto de todos os spins paralelos (no setor

de M = L). De fato, para uma dada concentra�c~ao

de part��culas � = N=L, obt�em-se a fun�c~ao de autocor-

rela�c~ao no limite termodinâmico dada por [29]

G(t) = �(1� �) exp(�2Dt)I0(2Dt)
t!1
! t�1=2;

onde I0(z) �e uma fun�c~ao de Bessel modi�cada, mos-

trando comportamento difusivo t��pico.
�E importante reparar que o hamiltoniano de Hei-

senberg ferromagn�etico isotr�opico �e tamb�em, ap�os uma

transforma�c~ao de similaridade envolvendo subredes, o

operador de evolu�c~ao do processo de adsor�c~ao e des-

sor�c~ao de d��meros com taxas iguais, A + A 
 ; + ;,

e portanto as observa�c~oes acima se aplicam igualmente

neste caso [29]. Na verdade, os argumentos de Gol-

dstone relativos a grandezas conservadas e comporta-

mento alg�ebrico das correla�c~oes podem ser aplicados ao

caso mais geral de adsor�c~ao e dessor�c~ao assim�etricas de

k-meros, k � 2, em redes que admitem parti�c~ao em k

subredes tais que os processos de adsor�c~ao e dessor�c~ao

envolvam sempre um s��tio de cada subrede, como por

exemplo ocorre com tr��meros na rede triangular, num

resultado muito importante para a compreens~ao do

comportamento difusivo observado nesses modelos [29].

Um outro processo muito estudado �e a vers~ao as-

sim�etrica da exclus~ao simples. Fisicamente podemos

pensar na assimetria entre os processos de difus~ao �a

esquerda e �a direita como resultado de um gradiente

de potencial, por exemplo el�etrico ou de temperaturas.

Recentemente [28], o espectro do operador deste pro-

cesso,

H(") = �
1

4

X

`

[(~�` � ~�`+1 � 1) + i"(~�` � ~�`+1)�ẑ] ;

com " a assimetria relativa das taxas, foi investigado

com rela�c~ao a um processo de discretiza�c~ao do campo

de velocidades da equa�c~ao de Burgers com ru��do para

a evolu�c~ao de um uido,

@u(x; t)

@t
=

@u(x; t)2

@x
+ �

@2u(x; t)

@x2
+ �(x; t);

onde � �e a viscosidade do uido e �(x; t) um ru��do

branco para introduzir uma certa turbulência ao longo

do mesmo, no espa�co e no tempo. O operador acima

cont�em um termo de Dzialoshinski-Moriya (DM) do

tipo (~�`�~�`+1)�̂z bastante curioso. Os termos de DM fo-

ram primeiramente propostos como um mecanismo de

competi�c~ao entre acoplamentos planares e interplanares

de sinais opostos em antiferromagnetos que apresentam

ferromagnetismo fraco nos planos [37], e como se pode

ver induzem uma orienta�c~ao no espa�co atrav�es do pro-

duto vetorial, quebrando a simetria quiral do sistema.

No cen�ario de part��culas interagentes isto �e exatamente

o que uma difus~ao assim�etrica faz.

Em [28] os autores utilizaram o \Ansatz" de Bethe

na determina�c~ao dos primeiros estados excitados do

operador H(") e mostraram que o \gap" entre os esta-

dos estacion�ario e primeiro excitado escala com o com-

primento da rede como L�3=2, enquanto no outro ex-

tremo do espectro o \gap" entre os dois maiores autova-

lores escala como L�1. Estas rela�c~oes s~ao importantes

porque elas fornecem o expoente cr��tico dinâmico do

modelo, revelando o comportamento assint�otico do sis-

tema no tempo de acordo com o \gap" de energia, uma

vez que ��1 � E � qz � L�z, de forma que � � Lz.

Acredita-se que as fun�c~oes de correla�c~ao de dois pontos

na criticalidade (na fase sem \massa") escalem com os
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comprimentos caracter��sticos do sistema como

G(�r; �zt) = ��2xG(r; t) = t�2x=z�(u);

com x uma dimens~ao de escala e na �ultima igualdade

com u = rz=t a vari�avel de escala. Para o processo

de exclus~ao simples completamente assim�etrico (" = 1)

no setor de M = L=2, os autores em [28] encontraram

z = 3=2, isto �e, que ele pertence �a mesma classe de uni-

versalidade do processo de Kardar-Parisi-Zhang [38].

Os processos estoc�asticos que apresentamos acima

foram investigados com aux��lio de duas t�ecnicas t��picas

da Teoria do Magnetismo, as ondas de spin e o \Ansatz"

de Bethe. A primeira destas t�ecnicas n~ao se restringe

ao caso de sistemas unidimensionais, podendo ser utili-

zada com igual proveito em sistemas de qualquer dimen-

sionalidade, ao contr�ario da segunda, que s�o funciona

em uma dimens~ao. Para sistemas unidimensionais de

dois estados existe ainda uma outra t�ecnica que se mos-

trou bastante poderosa em magnetismo e que pode ser

utilizada no contexto dos sistemas de part��culas, a fer-

mioniza�c~ao ou bosoniza�c~ao das rela�c~oes de comuta�c~ao

dos operadores de Pauli. Para part��culas esferas duras

usa-se a fermioniza�c~ao, e com o operador de evolu�c~ao es-

crito em termos de f�ermions interagentes pode-se lan�car

m~ao de m�etodos bem estabelecidos nestes casos, como

por exemplo teoria de perturba�c~ao. �E poss��vel, no en-

tanto, como nos casos acima, encontrar alguns modelos

que s~ao exatamente sol�uveis em termos de f�ermions, os

chamados modelos de f�ermions livres, para os quais se

pode diagonalizar exatamente o operador de evolu�c~ao,

uma forma quadr�atica. De fato, os modelos de f�ermions

livres s~ao os �unicos dos quais se conhece todos os deta-

lhes da dinâmica, como seus autoespectros e todas as

fun�c~oes de correla�c~ao, estas pelo menos em princ��pio.

IV Perspectivas

As perspectivas de desenvolvimento na �area s~ao

muito amplas. Virtualmente qualquer novo m�etodo ou

resultado em uma das duas grandes �areas, Teoria do

Magnetismo ou de sistemas de part��culas interagentes,

pode ter relevância para a outra. Isto abre a perspec-

tiva de interdisciplinaridade, e com isso uma mistura

saud�avel de m�etodos e conceitos e tamb�em de dados

experimentais das duas �areas, que contam com mui-

tos resultados te�oricos e com uma vasta fenomenolo-

gia indo do estudo de sais magn�eticos a biomembranas,

passando pela formula�c~ao de problemas de trânsito e

outros. Esses processos têm em comum o fato de serem

todos eles pass��veis de abordagem atrav�es de equa�c~oes

mestras e portanto do formalismo de \hamiltonianos

quânticos".

Recentemente houve muitos avan�cos nas t�ecnicas

de diagonaliza�c~ao de operadores hamiltonianos unidi-

mensionais, mais geralmente ditos cadeias quânticas,

de origens magn�eticas. Entre estas t�ecnicas est~ao

o \Ansatz" de Bethe e os grupos quânticos, al�em

de t�ecnicas num�ericas cada vez mais re�nadas em

m�aquinas cada vez mais velozes e dispon��veis. O \An-

satz" de Bethe, por exemplo, foi utilizado com sucesso

no estudo do processo de exclus~ao simples assim�etrico

sob diversas condi�c~oes de contorno [28, 41]. Pelo lado

da teoria de grupos, reconheceu-se recentemente um

grande n�uumero de processos estoc�asticos que em ca-

deias abertas têm por operadores de evolu�c~ao gerado-

res de �algebras invariantes pela a�c~ao de certos grupos

quânticos [34, 42, 43, 44], para as quais se conhecem

v�arios resultados relevantes [45, 46]. Por exemplo, o

processo de difus~ao assim�etrica e aniquila�c~ao de pares

A+A! ; tem o operador de evolu�c~ao invariante pela

a�c~ao do grupo Uq[SU (2)] com q 2 R [34, 42].

O processo de exclus~ao simples completamente as-

sim�etrico com termos de inje�c~ao e retirada de part��culas

em seus extremos numa cadeia aberta �e capaz de so-

frer transi�c~oes de fase no estado estacion�ario. Havendo

inje�c~ao numa extremidade com uma taxa � e retirada

na outra com uma taxa �, o modelo apresenta três fa-

ses distintas no plano ��: uma de altas densidades na

regi~ao � > �, � < 1=2, uma de densidades baixas na

regi~ao � < 1=2, � > �, e uma fase de corrente m�axima

na regi~ao de � > 1=2 e � > 1=2. Entre as fases de

densidades altas e baixas existe a linha � = � � 1=2 de

transi�c~ao de fases de primeira ordem, enquanto entre

estas fases e a fase de corrente m�axima h�a uma linha

de segunda ordem. Estes resultados puderam ser ob-

tidos exatamente utilizando uma t�ecnica de matrizes

que funciona como um \Ansatz" para o estado esta-

cion�ario do operador de evolu�c~ao [39], numa adapta�c~ao

de uma t�ecnica previamente desenvolvida no contexto

magn�etico. A t�ecnica consiste em construir um con-

junto de matrizes n~ao comutativas, em geral de di-

mens~ao in�nita, cujos valores esperados entre um par

de vetores especi�cados pelas condi�c~oes de contorno for-

nece observ�aveis no estado estacion�ario do sistema. Por

exemplo, para o processo de exclus~ao simples completa-

mente assim�etrico descrito acima, obtemos uma �algebra

de�nida por duas matrizes D e E, representando s��tios

ocupados ou n~ao, com as quais se pode escrever o estado
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estacion�ario do sistema como

P (fng) =
1

Z
hW j
Y

`

[n`D + (1� n`)E]jV i;

n` = 0 ou 1, observando as rela�c~oes DE = D + E,

DjV i = ��1jV i e hW jE = ��1hW j [47]. Com este for-

malismo se pôde calcular exatamente os per�s de densi-

dade, as correntes e v�arias outras fun�c~oes de correla�c~ao

no estado estacion�ario, e assim levantar exatamente o

diagrama de fases do processo. Atualmente se discute a

possibilidade de estender esse \Ansatz" para o regime

dinâmico do processo, n~ao o limitando apenas ao re-

gime estacion�ario, bem como a possibilidade de que o

m�etodo forne�ca resultados exatos n~ao obten��veis de ou-

tra forma, por exemplo atrav�es do \Ansatz" de Bethe,

ampliando assim um pouco mais os conceitos atuais de

integrabilidade de um dado modelo [40].

Percebeu-se tamb�em que sistemas de part��culas in-

teragentes podem vir a exibir fenômenos bastante inter-

tessantes em (1+1) dimens~oes, tais como transi�c~oes de

fases induzidas por defeitos ou termos de superf��cie [48,

49, 50]. Mais ainda, percebeu-se que muitas dessas

transi�c~oes de fases s~ao acompanhadas por uma que-

bra espontânea de simetria [48, 51], na qual algum ob-

serv�avel macrosc�opico do sistema se comporta no es-

tado estacion�ario de maneira assim�etrica com rela�c~ao ao

que seria de se esperar a partir das regras microsc�opicas

que regem sua dinâmica. Esses fenômenos s~ao bem

pouco usuais no contexto dos sistemas unidimensionais

de part��culas que interagem apenas atrav�es de for�cas

de curto alcance, e tem havido tentativas s�erias no sen-

tido de se compreender esses fenômenos, em particular

o de quebra espontânea de simetria. Aparentemente,

entre os muitos ingredientes que favorecem o apareci-

mento de uma fase de simetria quebrada, a presen�ca de

ru��do \unbounded", isto �e, ru��do que n~ao pode ser re-

normalizado, �e um componente importante, venha ele

de termos de superf��cie, da presen�ca de defeitos ou de

alguma dinâmica microsc�opica que n~ao apresente ba-

lanceamento detalhado.

Como se pode ver do que foi dito acima, h�a ainda

muito que fazer nesta �area de interface entre a Teo-

ria do Magnetismo e os Processos Estoc�asticos, tanto

do ponto de vista puramente t�ecnico, desenvolvendo

m�etodos e algoritmos e�cientes para determinadas clas-

ses de modelos ou tentando entender as condi�c~oes ma-

tem�aticas que fazem um modelo ser exatamente in-

tegr�avel, quanto do ponto de vista de fundamentos,

tentando por exemplo entender o fenômeno da quebra

espontânea de simetria ou ainda buscando classes de

universalidade para transi�c~oes de fase fora do equil��brio,

todos esses problemas grandemente em aberto.

Esperamos com esta revis~ao ter apresentado uma

grande �area da F��sica contemporânea e ter atra��do para

ela a aten�c~ao de jovens estudantes, para que �quem

atentos ao que certamente ser�a uma das �areas mais ati-

vas da Mecânica Estat��stica dos pr�oximos anos.
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