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Apresentamos uma abordagem do oscilador harmoénico relativistico que, no caso livre, se baseia no
uso de fungoes especiais e, no caso forgado, no uso de expansdes em série de corregoes relativisticas.
E apresentada uma sistemdtica recursiva para obtencao das sucessivas correcoes que leva a solugao
de uma cadeia de problemas de osciladores nao-relativisticos forgados.

We show a study of the relativistic harmonic oscillator that, in the free case, is based upon the
use of special functions and, in the forced case, upon the use of expansions in series of relativistic
corrections. A systematic recursive scheme to obtain the successive corrections by solving a chain
of forced non-relativistic oscillator problems is presented.

I Introducao

As equagoes de movimento de Newton admitem ge-
neralizacoes relativisticas que apenas em um nimero
limitado de casos podem ser resolvidas explicita-
mente. Contudo, vale o principio pelo qual as
solugoes relativisticas devem se reduzir as solugoes nao-
relativisticas, aqui denominadas classicas, no limite ¢ —
oo e por isso faz sentido procurar solugoes na forma de
série de poténcias de ¢~2, onde o termo de ordem zero
corresponde a solucgao classica e os demais sao corregoes
relativisticas de ordem crescente. Neste trabalho desen-
volvemos um estudo das solucoes da equacao de mo-
vimento do oscilador harmonico relativistico em uma
dimensao espacial. Abordaremos o caso livre (sem
forcamento) e o caso for¢ado senoidalmente. Apesar
da nao-linearidade das equacoes diferenciais, ainda é
possivel obter varios resultados interessantes na forma
de séries de poténcias. Para o caso livre destacamos o

periodo da oscilacao e para o caso forcado a trajetéria

z(t) e a energia absorvida pelo sistema. Os métodos
matematicos empregados sao todos acessiveis a alunos
de cursos de graduacao em ciéncias exatas: solucao de
equacoes diferenciais, séries de poténcias, fungoes espe-
ciais e transformadas de Laplace.

A equagao de forca para o oscilador harmonico re-
lativistico unidimensional difere do equivalente cldssico
pela substituicao do momento linear mv pelo momento

relativistico
muv

p= JTW’ (1)
onde m é a massa de repouso da particula. Nos livros-
texto padrao de Mecanica Classica (veja por exemplo
Goldstein [2]) mostra-se que isso é suficiente para ga-
rantir a requerida invariancia sob transformacoes de Lo-

rentz. Portanto, a equacao de forga se torna

d muv
dt \ \/1 —v?/c?

No caso livre a equagao acima pode ser tratada no

= _kx+Fext~ (2)

espaco fase, isto é, considera-se a velocidade v como
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funcao da posicao x. Isso serd feito na Secao 2 deste
artigo e o que se obtém dai é uma expressao para a con-
servacdo da energia relativistica e a solugdo inversa t(z)
(tempo em fun¢io da posicao) na forma de combinacio
de integrais elipticas, que sera usada para identificar o
periodo do movimento na forma de série de poténcias
(valor cldssico, seguido de corre¢des relativisticas). Na
Secao 3 estudamos o oscilador com forcamento senoi-
dal. A dependéncia explicita da forca externa com o
tempo inviabiliza o estudo no espaco fase. Ao invés
disso, aplicamos técnicas de expansao em série dire-
tamente sobre a equacao de movimento, obtendo que
as correcoes relativisticas de ordem crescente sao as
solugoes de uma sequéncia de equacgoes diferenciais do
tipo oscilador harmonico classico com for¢camento que
envolve as corre¢oes de ordem mais baixa. Os métodos
se aplicam tanto para o caso ressonante quanto para
o caso nao-ressonante. Obtemos ainda as primeiras
correcoes relativisticas para a energia absorvida pelo

oscilador. Consideracoes finais virao na Secao 4.

IT O oscilador relativistico livre

Na equagao (2) removemos o termo de forca externa e
passamos ao espaco fase. Para isso, efetuamos a de-
rivagao com respeito ao tempo e usamos a regra da
cadeia para fazer a substituicao

dv  dvdx dv

A 3)

A equacao diferencial de primeira ordem resultante
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é separavel,

2
v

e pode ser integrada explicitamente, fornecendo

—-3/2

vdv:—k/xdx, (4)

NI

A constante de integracao E é a energia total rela-
tivistica do sistema, que se conserva ao longo da tra-
jetéria. Observe que a energia relativistica difere da
energia total classica pela inclusao da energia de re-

pouso mc? e por termos de ordem ¢~ 2.

2 2
E=me?+ ™ B o (6)
2 2

Na Figura 1 tracamos diagramas de fase para os
osciladores harmonicos classico e relativistico. Na ho-
rizontal temos a posicao x e na vertical a velocidade v.
Utilizamos os valores ¢ = 1, k =5 e m = 1. Cada valor
de F fornece uma curva sobre o diagrama de fase. O
valor minimo aceitavel para a energia é mc?, o que cor-
responde somente ao ponto (0,0). As energias usadas
na Figura 1 sao 1.01, 1.05 e de 1.25 a 7.00, com incre-
mentos fixos de 0.25. Como era de se esperar, no caso
cléssico (equagdo 6 sem os termos de ordem ¢~% ou su-
perior) obtemos elipses e no caso relativistico (equagio
5) curvas semelhantes a elipses para energias mais bai-
xas, que vao se achatando na direcao de v a medida que

VUmae S€ aproxima de c.

Oscilador  harménico  classico
| / \
05
4]
-0.5
-1 \ /
-1 -0.5 0 05 1

harménico relativistico

Oscilador

Figura 1. Diagramas de fase: posicao por velocidade.
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Na equagdo (5) isolamos v, voltando assim para as variaveis « e t. A nova equagao
diferencial é de primeira ordem e também separavel.
. da . \/1 3 ( me? )2 (1) Escolhemos a condicao inicial #(0) = 0, obtendo
dt E— %kxz ’

tz) = %/Ox [1 - (Ei”i(;sz)zl _1/2d5. (8)

Por conveniéncia notacional, defina k = k/2mc? e denote por b a amplitude do movimento, ou seja, o médulo

do valor de # correspondente a v = 0 na equagio da energia relativistica (5). Assim podemos escrever

—-1/2
1 /7 1

e apos alguma manipulacao algébrica chegamos & expressao

1+ K?(b —s7)

/ ds. (10)
\/2.% [1+ k(b2 — s2)]
Implementamos a mudanga de variavel s = bsen ¢ e com isso chegamos a
116 A
t(x) = - [XE (arcsen%,/\) - r (arcsen%,/\)] , (11)
onde
kb?
A=\ —— 12
2 + kb2 (12)

e as fungdes F'(.,.) e E(.,.) sdo as integrais elipticas de primeira e segunda espécie (veja, por exemplo, [3]), dadas

respectivamente por:

9
d
F(0,)) = /—30, (13)
0 V1— A%sen?p
9
E0,x) = /\/1—/\2sen2g0dg0. (14)
0

Nosso interesse principal é calcular o periodo de oscilagio e para tanto, a exemplo de Goldstein [2], usamos o

fato que exatamente um quarto do periodo total é gasto para a particula ir da origem até @ = b. Assim

=i G- G (1)

As integrais elipticas completas admitem expansdes em séries de poténcias [3]:

F(5,0) = {1+§:[22n ]w}, (16)

T T > o) 171 on
BN = 5{1_;[22(71(71)!)2] 1" } an)

e dai se obtém a seguinte expansao para 7"

i[ ]2 2n 4+ 1 + xb? ( kb2 )n (18)
22 (n (1 —2n)\/1+ wb2/2 \2+Kb?)
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A série de poténcias acima possul raio de con-
vergencia igual a 1 e assim a expressao acima sera valida
para todo & > 0. Coletando termos de ordem mais

baixa e usando a definicao de x, segue que
T=2m |2 1+ﬁ+0(‘4) (19)
N 16mc? ¢ ’

Como era de se esperar, o termo dominante para ¢
grande coincide com o periodo do oscilador harménico
classico. A primeira correcao relativistica de T corres-
ponde a 3/8 da razao entre a energia potencial mixima
e a energia relativistica de repouso. Vale observar que
o sinal desse termo aparece trocado no resultado forne-

cido em [2].
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IIT O
forcado

oscilador relativistico

Vamos agora adicionar um forcamento externo do tipo
senoidal. Portanto, na equac¢do (2) tomamos Fpy =
Fsen(wt). Efetuando a derivagdo temporal indicada,
obtemos

2

Lo\ —3/2
F
Z (1 — x—) +wole == sen(wt). (20)
m

Expandimos o termo da esquerda em série de

potencias,

F
+ wo?r = — sen(wt),
m

(21)

e procuramos solugoes para a equacao acima na forma

i=1

de série de potencias:

(t) = wo(t) + wr(t)e™ + wa(t)e™  + . =Y wa(t)e™" (22)

Note que z,(t)e=2"

acima e substituimos na equacdo (21). Agrupamos os termos de mesma ordem em ¢~

Z (l‘n + wozxn) Ea—

n=0

onde

é a correcao relativistica de n-ésima ordem na solucao. Derivamos formalmente a expressao

2 e o resultado é:

% sen(wt) + an(t) Y (23)

n=1

> on_ a2 (@ '
D (e = ;—(2”!)2 () : (24)

Da equacio acima pode-se obter f,(t) substituindo
a expansao em série (22) e identificando o termo que

27 no lado direito.

carrega ¢~ Segue imediatamente
que fn(t) é um polinémio nas derivadas primeira e se-
gunda de zg, #1,...,25-1. Na equagao acima devemos
igualar termos de mesma ordem em ¢~ ?, obtendo uma
sequeéncia de equagoes diferenciais do tipo de oscilador
harménico classico forcado. A equacgio para xg(t) car-
rega o forcamento externo senoidal e é exatamente a

mesma equacao diferencial que se aplica ao caso nao-

relativistico:
.. 9 r
2o +worg = — sen(wt), (25)
m

e portanto, como era de se esperar, esse termo coincide
com a solucao classica do problema. Um pouco me-
nos esperado é que cada correcao relativistica posterior
vem a ser solucao de uma equacao do tipo oscilador

harmonico classico forgado:
in Fwolen = fu(t). (n=1,2,..) (26)

Por exemplo
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#1 4+ wolz; = —3 xg %o, (27)
Py 4+ wolzy = —gajgro— 51‘% T1—3TorgTy. (28)

A solugao de (25) pode ser obtida da forma usual (por exemplo, pelo método dos coeficientes indeterminados,
veja [1]). Quando a freqiiéncia w de forcamento é diferente da freqiiéncia normal de oscilagio wg entramos em regime
de batimento, com uma solucao limitada no tempo. Por simplicidade, tomamos condic¢oes iniciais nulas, obtendo

nesse caso
Fuw

l‘gat(t) = 5 sen(wt). (29)

sen(wot) —

mwy(w? — wi)

Se w = wy, entramos no regime de ressonancia, no
qual a solu¢dao adquire uma parcela com aplitude que
cresce linearmente com o tempo.
res F
2o (1) = ——=sen(wt) — ——t cos(wt) (30)

2mw? 2mw

Note que a origem do termo ilimitado na solucao de
ressonancia se deve a acao de um for¢amento oscilatorio
com frequéncia igual & frequéncia natural do sistema, o
qual nao necessariamente deve estar na forma precisa do
lado direito da equagao (25). Em conexao com esse fato,

é interessante observar que as correcoes relativisticas

x1, @9, etc, devem conter termos com amplitude cres-
cente no tempo mesmo quando w # wq, pois no lado
direito de (26) comparecem termos envolvendo deriva-
das de zq, que trazem termos oscilatérios na frequéncia

natural. Veja por exemplo as equagdes (27) e (28).

Pode-se obter recursivamente qualquer numero de
corregoes relativisticas. Uma implementacao sis-
tematica disso faz uso da transformada de Laplace.
Aplicamos a transformada sobre a equagio (26), ob-

tendo

szXn(s) —sxp(0) —2,(0) + wozXn(s) = Fn(s), (31)

onde X, = L{xp} e Fp = L{fn}. Dal segue

Fals) s2n(0) 4+ £,(0)
Xn(s) = T 5 TR (32)
0 $° 4+ wo
Usando a transformada de Laplace inversa e o teorema da convolugao, segue que
2,(0) I
2n(t) = 2,(0) cos(wet) + ——= sen(wpt) + — sen(wot — woT) fn(7) dT. (33)
“o “o Jo

As condigdes iniciais para as correcdes relativisticas 1, 22, ete, podem ser zeradas se tomarmos #¢(0) = #(0) e

#0(0) = i(0).

Como exemplo, calculamos a primeira correcao relativistica na situacao em que ocorreria ressonancia classica,

isto é, w = wy. O calculo pode ser facilmente executado com um programa de manipulacao algébrica. Aqui usamos

o Mathematica e obtemos

res F3 333
=) =

2 1
—|—£t cos(3wt) + 9L t? sen(wt) — ow

4096
3w3

3w
=8 wit =
COS( ) 512

256

—— | —————sen(wt) + oL
m3t | 16384 7Y T 16384

sen(3wt) + 59%15 cos(wt)

2

2
5013 % sen(3wt)
4

3 cos(3wt) + 3L 4 sen(wt) (34)

512
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Em xp temos um termo com amplitude que cresce
comt. Em 21 temos um termo que cresce com ¢* e, tra-
balhando a expressao para o, veremos que nesse caso
temos um termo que cresce com t”. De um modo geral,
x, terd termos com amplitude maxima da ordem de

137+ multiplicado por FZ+iyn—ltm,m=—2n-1

—2n

Incorpo-
rando ainda o fator ¢~=", concluimos que s6 podemos
garantir a convergencia da expansao perturbativa para
tempo inferior a

m2e? 1/3
trar = . 35
sz ( )

De maneira andloga pode-se calcular as primeiras
corre¢des relativisticas no caso nao-ressonante (bati-
mento) w # wg. Segue que z1(¢) conterd um termo da
forma ¢ cos(wgt) e as corre¢des subseqlientes conterdo
termos com poténcias mais altas de t. A Figura 2 mos-
tra a forma da primeira correcao relativistica no caso
de batimento e permite observar o crescimento da am-
plitude com ¢. Essa peculiariedade nao deve ser levada
demasiado a sério, pois as correcoes relativisticas véem
acompanhadas de poténcias de ¢~? e s6 se tornam gran-
des para tempos extremamente grandes. Além disso, no
momento que z; se torna significativo em comparagao
com g, 0 MesmMo ocorre para as correcoes de ordem
mais alta e a préopria expansao perturbativa se torna du-
vidosa, pois é obtida sob uma hipotese de convergencia
que fica arruinada quando cada termo da série se torna

grande.

Primeira corregao relativistica

T T T T

20000 +

10000 1

-10000

-20000

0 50 100 150 200

Figura 2. Batimento no OHRF.

As corregoes relativisticas da energia total absor-
vida pelo oscilador forcado também podem ser obtidas
a partir das corre¢des sobre x(t). Na expressdo

2 2
mc mwg o

E= + x (36)

Ji-e | 2
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inserimos a forma perturbativa (22) para () e coleta-

mos os termos dominantes:

E=mc* + Ey+ Eic™? +0(c™), (37)
onde
2
m . mw
E0:5x3+ 20 i (38)
é a energia classica e
.. 9 3 .
Ey = maod) + mwizoxy + g Mo (39)

é a primeira correcio relativistica. Dos resultados (30)
e (34) vemos que no caso ressonante Fj deve conter

termos que crescem com ¢°.

IV Consideracoes finais

Para o caso livre, a abordagem adotada nao difere signi-
ficativamente da vista em Goldstein [2] e outros textos
padrao de Mecanica Classica. A equacdo (8) é bem
conhecida. Porém, ao contrario de outros textos, aqui
obtemos uma solucao explicita envolvendo funcoes es-
peciais e s6 depois aplicamos expansoes perturbativas.
Com isso, obtemos uma expressao elegante para ¢(x) e
as correcoes de relativisticas de ordem mais alta para o
periodo.

No caso forcado, vimos que as correcoes rela-
tivisticas sucessivas vém da solucao de equacoes dife-
rencias lineares do tipo do oscilador harmonico cldssico
forcado. Em cada termo de forcamento entram as
correcoes de ordem mais baixa e a prépria solucao
classica, que carrega termos oscilatérios na frequéncia
natural do sistema. Assim sao produzidas correcoes
relativisticas com termos polinomiais em ¢ mesmo no
caso nao-ressonante. Esse é um resultado que nao pa-
receria Obvio a principio e leva a perguntar se com
1880 as correcoes relativisticas poderiam se tornar, para
um tempo suficientemente grande, maiores que a parte
classica da solucao. Essa conclusao nao pode ser tirada
porque nessa faixa de valores de £ nao apenas as primei-
ras corregoes relativisticas se tornam grandes, mas to-
das as demais, o que impede a convergéncia da propria
expansao em série. Nessa situacao extrema se torna
necessario usar outro método para calcular a correcao
relativistica da solucao.

Os resultados obtidos neste artigo sao acessiveis a

estudantes de graduacao. O problema do oscilador



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 21, no. 1, Marco, 1999 59

harmonico relativistico se converte em um exercicio in-
teressante, ainda que trabalhoso, para varias técnicas
matematicas que um estudante de Fisica deve dominar
ao fim do ciclo basico. De especial interesse é a possibi-
lidade de se usar programas de manipulagao algébrica,
como por exemplo o Mathematica, para se obter rapida
e sistematicamente resultados que seriam consideravel-

mente trabalhosos de se obter de outra maneira.
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