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Neste artigo apresentamos aspectos fundamentais da Mecânica Estat��stica Quântica. Usando os
propagadores de Feynman, calculamos a matriz densidade, a fun�c~ao de parti�c~ao, a energia livre
e o calor espec���co a volume constante para sistemas dissipativos representados pela Hamiltoni-
ana de Bateman-Caldirola-Kanai. Os c�alculos s~ao efetuados resolvendo diretamente a equa�c~ao de
Schr�odinger, via uma transforma�c~ao espa�co-temporal.

In this paper we present the fundamental features of Quantum Statistical Mechanics. Using the
Feynman propagator formalism we calculate, with this approach, the density matrix, the partition
function, the free energy and the speci�c heat at constant volume to dissipative systems represented
the Bateman-Caldirola-Kanai Hamiltonian. The calculations are performed solving directly the
Schr�odinger's equation by using a spacial-temporal transformation.

I Introdu�c~ao

Os livros textos que estudam os fundamentos da

Mecânica Estat��stica usam o formalismo da Mecânica

Quântica de Schr�odinger e/ou o da Mecânica Quântica

de Feynman.1�4 Neste artigo, vamos usar este �ultimo

formalismo, por�em, ao inv�es de referirmos aos c�alculos

dos propagadores de Feynman realizados por in-

term�edio da t�ecnica das integrais de caminho5, re-

feriremos aos obtidos por interm�edio da interpreta�c~ao

hidrodinâmica da Equa�c~ao de Schr�odinger.6�10

Al�em dessa escolha ser a motiva�c~ao principal deste

artigo, apresentaremos, como motiva�c~ao adicional ao

mesmo, o tratamento quanto-mecânico-estat��stico dos

sistemas dissipativos, representados pelo hamiltoni-

ano de Bateman-Caldirola-Kanai,11�13 assunto que, em

nosso entendimento, �e pouco tratado em cursos de gra-

dua�c~ao de Mecânica Estat��stica.14

II Hist�orico1�4

II.1 Entropia e Probabilidade

A Segunda Lei da Termodinâmica, expressa em ter-
mos da entropia S, �e traduzida pelo famoso teorema
enunciado pelo f��sico alem~ao Rudolf Clausius (1822-
1888), em 1865:

�S � 0; (2:1:1)

onde o sinal (=) indica processos revers��veis e (>), pro-
cessos irrevers��veis. Contudo, enquanto os processos
revers��veis s~ao explicados pela Mecânica (lembrar que
a Equa�c~ao de Newton �e revers��vel no tempo), os pro-
cessos irrevers��veis at�e ent~ao conhecidos n~ao podem ser
explicados mecanicamente. Por exemplo, consideremos
a seguinte experiência idealizada. Tomemos um recipi-
ente fechado e dividido em duas partes iguais por uma
parede. Num determinado instante, �e feito o v�acuo �a
direita da parede enquanto h�a um g�as em equil��brio



t�ermico �a esquerda. Ao ser retirada a parede, o g�as
come�ca a se difundir para a direita e, ap�os um tempo
razo�avel, ser�a atingido novo estado de equil��brio, com
o g�as difundido uniformemente por todo o recipiente.

O processo visto acima �e irrevers��vel, pois, conforme
se sabe experimentalmente, ainda n~ao foi observada a
situa�c~ao em que o g�as, nesse tipo de experiência, volta
espontaneamente �a situa�c~ao inicial. (Se fosse poss��vel
uma revers~ao desse tipo, poder��amos nos sufocar, pois,
de repente e espontaneamente, poderia ocorrer o v�acuo
pr�oximo de n�os.)

Do ponto de vista microsc�opico, a difus~ao gasosa
analisada acima ocorre devido a um processo de colis~oes
entre as mol�eculas do g�as, promovendo uma dada con-
�gura�c~ao de posi�c~oes e velocidades das mol�eculas numa
determinada situa�c~ao, como a posi�c~ao �nal do processo
acima. Ora, como as colis~oes s~ao regidas pela Mecânica,
poderia ent~ao ocorrer a invers~ao das velocidades de to-
das as mol�eculas naquela posi�c~ao e, conseq�uentemente,
o g�as voltaria �a situa�c~ao inicial. Embora mecanica-
mente poss��vel em princ��pio, esta �e uma situa�c~ao al-

tamente improv�avel de acontecer. Desse modo, um
novo tipo de racioc��nio - o probabil��stico - deveria
ser usado para descrever os processos irrevers��veis. (�E
oportuno esclarecer que esse tipo de paradoxo, conhe-
cido como paradoxo da irreversibilidade, foi apre-
sentado pelo f��sico e qu��mico austr��aco Johann Losch-
midt (1821-1895), em 1876.)

Foi o f��sico e matem�atico escocês James Clerk Max-
well (1831-1879) quem apresentou, em 1867, uma pri-
meira id�eia probabil��stica da Segunda Lei da Termo-
dinâmica, atrav�es do seguinte exemplo: seja um recipi-
ente contendo um g�as a uma temperatura �xa; supo-
nhamos que no meio desse recipiente exista uma pa-
rede contendo uma janela que poder�a ser manejada por
um \porteiro muito inteligente e que tem olhos mi-
crosc�opicos e extremamente r�apidos". Este porteiro
(denominado de demônio de Maxwell pelo f��sico
e matem�atico escocês William Thomson, Lord Kel-
vin (1824-1907)) deixava passar, atrav�es dessa janela,
part��culas que tivessem velocidades altas e impediria a
passagem das que tivessem velocidades baixas, j�a que,
segundo a lei de distribui�c~ao de velocidades que
havia apresentado em 1860, num g�as em equil��brio, as
part��culas se distribuem com as mais variadas veloci-
dades. Assim, depois de um certo tempo, um lado do
recipiente estaria mais quente que o outro, mostrando,
assim, que o uxo de calor poderia ser em dois sentidos,
�a escolha do \demônio", e n~ao em apenas um, conforme
indicava a Segunda Lei da Termodinâmica.

O racioc��nio probabil��stico ou estat��stico foi in-
troduzido formalmente na Termodinâmica, em 1877,
por interm�edio do f��sico austr��aco Ludwig Boltzmann
(1844-1906), ao responder ao paradoxo apresentado por
Loschmidt, em 1876, conforme veremos mais adiante.
Contudo, antes de usar esse tipo de racioc��nio, Boltz-
mann havia tentado explicar a entropia por interm�edio

da Mecânica. Por exemplo, em 1866, Boltzmann ha-
via considerado que as part��culas de um g�as se mo-
viam em �orbitas peri�odicas e, com isso, deduziu uma
express~ao anal��tica para a entropia que dependia do
per��odo das part��culas em suas �orbitas, e que aumen-
tava com o tempo.

Um novo tratamento para a entropia (ainda
mecânico) foi apresentado por Boltzmann, em 1868, ao
admitir que em um g�as ideal, composto de um grande
n�umero N de mol�eculas, as intera�c~oes entre elas po-
dem ser negligenciadas. Isso signi�cava considerar que
as colis~oes entre as mol�eculas s~ao bin�arias e supor que
suas velocidades s~ao n~ao-correlacionadas (hip�otese essa
conhecida como caos molecular (Stosszahlansatz) e
que j�a havia sido admitida por Maxwell e Clausius). As-
sim, para Boltzmann, a energia total E das N mol�eculas
�e constante e pode ser distribu��da de diversas manei-
ras. Por outro lado, usando o teorema demonstrado
pelo matem�atico francês Joseph Liouville (1809-1882),
em 1838, segundo o qual, em qualquer regi~ao do espa�co
de fase (p; q) ocupado por um sistema de part��culas,
este n~ao muda seu volume quando se movimenta, Bol-
tzmann assumiu que esse volume poderia ser dividido
em pequenas regi~oes de volume t��pico !r, no qual cada
part��cula poderia ter uma energia �r. Portanto, se nr
representa o n�umero de part��culas ocupando o r-�esimo
volume, ent~ao o sistema como um todo ocupar�a o vo-
lume, no espa�co de fase, dado por

V = !n11 !n22 ::: !nrr : (2:1:2)

Como esse modelo n~ao respondia ao paradoxo de
Loschmidt (1876), Boltzmann passou ent~ao a conside-
rar o racioc��nio probabil��stico, em 1877, da seguinte
maneira. Nesse modelo, conforme vimos, ele havia
considerado que a energia total E das N mol�eculas
que comp~oem um g�as ideal �e constante e que pode ser
distribu��da de diversas maneiras, nos chamados mi-

croestados. A partir da��, introduziu uma hip�otese
nova, qual seja, a de que todos os microestados (aos
quais denominou de `complexions' (con�gura�c~oes)) têm
a mesma probabilidade P. Al�em disso, chamou de ma-

croestado ao estado no qual uma mol�ecula espec���ca
tem energia �r. Desse modo, concluiu que a probabili-
dade Pr de um macroestado �e proporcional ao n�umero
de microestados nos quais a energia remanescente E -
�r �e distribu��da entre as (N - 1) mol�eculas restantes,
isto �e,

Pr / exp(� �r
kT

): (2:1:3)

Para calcular o n�umero de con�gura�c~oes distintas
(
) envolvendo as N part��culas (N = no + n1 + :::);
onde no representa o n�umero de part��culas com energia
0�, n1 representa o n�umero de part��culas com energia



1�, n2 representa o n�umero de part��culas com energia
2� etc, Boltzmann usou um simples racioc��nio combi-
nat�orio, ou seja,


 (no; n1; n2; :::) =
N !

non1!:::
: (2:1:4)

Assim, usando a hip�otese das probabilidades iguais,
Boltzmann escreveu que:

P (no; n1; n2; :::) = C 
 (no; n1; n2; :::); (2:1:5)

onde P (no; n1; n2, ...) representa a probabili-
dade de ocorrência de uma con�gura�c~ao pertencente
ao conjunto de�nido pelos \n�umeros de ocupa�c~ao"
(no; n1; n2, ... ), e C �e uma constante. Com essa
hip�otese, Boltzmann apresentou ent~ao a sua c�elebre in-
terpreta�c~ao probabil��stica da entropia S, qual seja,

S = k `n 
; (2:1:6)

onde k �e uma constante e 
, conforme j�a vimos, �e
o \n�umero de `complexions' de um macroestado (sis-
tema)". (�E oportuno observar que embora a express~ao
acima esteja gravada no t�umulo de Boltzmann, ela foi
escrita dessa maneira e pela primeira vez, em 1900, pelo
f��sico alem~ao Max Karl Planck (1858-1947; PNF, 1918),
ocasi~ao em que denominou k de constante de Boltz-
mann.)
Observa�c~oes

I. A interpreta�c~ao probabil��stica da entropia apre-
sentada por Boltzmann nos mostra que o estado de
um sistema termodinâmico �e de�nido como uma me-

dida de probabilidade de uma certa esp�ecie e que
sua entropia representa o O total de desordem no

estado.
II. A linguagem b�asica da Teoria das Probabilida-

des �e a Teoria da Medida, cujos primeiros conceitos
foram desenvolvidos nos trabalhos dos matem�aticos, os
alem~aes Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Georg Fri-
edrich Riemann (1826-1866), e o franco-holandês Tho-
mas Jan Stieltjes (1856-1894), e sistematizada pelo
francês Henri Lebesgue (1875-1941). Vejamos algumas
de�ni�c~oes importantes da Teoria da Medida, necess�arias
para o desenvolvimento da Mecânica Estat��stica.15

III. De�ni�c~ao 2.1.1 Um espa�co de medida �e um
conjunto M junto com uma cole�c~ao � de subconjuntos
de M e uma medida � que assinala um n�umero n~ao-
negativo �(A) a cada elemento A 2 �: (M, �; �).

Exemplos
a) Se M = R, e � cont�em todos os intervalos [a,

b] = f x j a � x � b g, a medida usual (medida de

Lebesgue-Riemann) �e dada por:

�([a; b]) = b � a:

Se f �e uma fun�c~ao seccionalmente cont��nua que se anula
no in�nito, ent~aoZ

f � =

Z + 1

� 1

f(x) dx:

b) SeM = R, e � cont�em todos os intervalos [a; b];
a medida de Gauss �e dada por

�([a; b]) =
1p
2 �

Z b

a

e� x2=2 dx:

c) Se M = R, e � cont�em todos os intervalos [a, b],
a medida de Stieltjes �e dada por

�([a; b]) =

Z b

a

f(x) d[g(x)]:

Destaque-se que quando g(x) = x, a medida de Sti-

eltjes se reduz �a de Lebesgue-Riemann.
d) Se M �e o espa�co de fase das coordenadas gene-

ralizadas (lagrangeanas) - (q; p) -, a medida de Li-

ouville �e dada por

� = dq dp:

IV. De�ni�c~ao 2.1.2 Para qualquer intervalo [a; b]
2 R, uma medida de probabilidade - P ([a; b]) �e
de�nida por

P ([a; b]) =

Z b

a

�(x)dx; (2:1:7)

com Z +1

�1

�(x)dx = 1; (2:1:8)

onde �(x) �e a densidade de probabilidade.
V. De�ni�c~ao 2.1.3 Seja (M, �; �) um espa�co de

medida. Um estado (estat��stico) desse espa�co �e uma
medida de probabilidade sobre M dada por

�
�
�(A)

�
=

Z
A

��; (2:1:9)

onde A 2 � �M:

2.2 `Ensembles' Estat��sticos

Em 1902, o f��sico norte-americano Josiah Willi-
ard Gibbs (1839-1903) publicou o livro intitulado
Princ��pios Elementares da Mecânica Estat��stica no qual
retomou o trabalho de Boltzmann de 1877, por�em ao
inv�es de tratar um g�as como constitu��do de mol�eculas
em constante colis~ao, como �zera Boltzmann, ele partiu
do espa�co � - espa�co de fase -, ocupado pelo g�as, e
trabalhou com uma fun�c~ao � de distribui�c~ao de pontos
nesse espa�co. Assim, num certo instante de tempo t,
cada ponto no espa�co � corresponde a uma c�opia �el
do sistema estudado, que est�a sujeito a determinadas
condi�c~oes macrosc�opicas. Esta �e a id�eia de ensem-

ble que, de certa forma, j�a havia sido considerada por
Boltzmann: 
. Desse modo, para Gibbs, essa fun�c~ao



� satisfazia ao teorema demonstrado por Liouville, em
1838, ou seja:

d�

dt
=

@�

@t
+ fH; �g; (2:2:1)

onde H �e o hamiltoniano (energia) do sistema, e o
s��mbolo f g indica o parêntese de Poisson. De
posse dessa fun�c~ao �, o valor macrosc�opico observ�avel
de qualquer quantidade Q - < Q > - �e dado por

c

< Q > �
R
� Q d�R
� d�

; d� � dp1 ::: dpNdq1 ::: dqN = Medida de Liouville: (2:2:2)

d

Usando essas equa�c~oes, Gibbs analisou alguns tipos

de ensembles. Por exemplo, no caso estacion�ario em

que � n~ao depende explicitamente do tempo (@�@t = 0) e

H �e mantido �xo, teremos fH; � g = 0 e, portanto, d�dt
= 0, o que signi�ca que � �e constante. A esse ensem-

ble, Gibbs deu o nome de micro-canônico, que �e um

ensemble constitu��do por sistemas isolados. Por outro

lado, no caso em que a energia pode variar, mantendo

no entanto a temperatura T �xa (termostato), Gibbs

denominou de ensemble canônico. Al�em desses dois

ensembles, Gibbs introduziu o ensemble grande-

canônico que corresponde �a situa�c~ao f��sica em que

um sistema de part��culas constitu��do de mol�eculas de

v�arias esp�ecies (�1; �2; :::; �r), e com potencial qu��mico

(�i) constante, est�a em contacto com um reservat�orio

t�ermico de temperatura constante (termostato).

Observa�c~oes

I. O ensemble micro-canônico �e um `ensemble'

constitu��do por sistemas isolados. �E o mais b�asico dos

ensembles pois nele se formula o postulado fundamen-

tal da Mecânica Estat��stica de Equil��brio. Entretanto,

n~ao �e o mais pr�atico, pois requer a investiga�c~ao do es-

pectro de energia do hamiltoniano, que �e, em geral, um

problema muito complicado.

II. O ensemble canônico �e um `ensemble' cons-

titu��do por sistemas em contato com termostato. Ele �e

de grande importância pr�atica pois �e muito mais con-

veniente para c�alculos do que os realizados pelo micro-

canônico.

III. O ensemble grande-canônico �e um `ensem-

ble' constitu��do por sistemas em contato difuso com ter-

mostato que serve como reservat�orio tanto de energia

quanto de part��culas. Mesmo quando estamos interes-

sados num sistema com um n�umero �xo de part��culas,

como el�etrons num metal, esse `ensemble' �e de grande

importância pois torna os c�alculos mais simples que os

do canônico. Por outro lado, esse `ensemble' grande-

canônico tamb�em se aplica a sistemas em que �e im-

poss��vel �xar o n�umero de part��culas, como no caso de

gases formados de quase-part��culas como fônons e mag-

nons, que s~ao continuamente criados e absorvidos pela

mat�eria.

2.3 `Ensembles' Quanto-Estat��sticos

As express~oes envolvendo os `ensembles' estat��sticos

vistas anteriormente mostram que a fun�c~ao densidade

� envolve o hamiltoniano (energia) do sistema ter-

modinâmico considerado. Na Mecânica Estat��stica

Cl�assica, o c�alculo dessa fun�c~ao �e feito usando a

Mecânica Cl�assica. Contudo, com o advento da

Mecânica Quântica (MQ), a partir de 1925, observou-

se que todos os sistemas na Natureza obedecem a esse

tipo de Mecânica. Desse modo, aquele c�alculo passou a

ser feito por interm�edio da MQ, e se constitui no prin-

cipal tema da chamada Mecânica Estat��stica Quântica.

Vejamos alguns resultados importantes da MQ.

Em MQ, um observ�avel de um sistema �e associado

a um operador hermitiano de um espa�co de Hilbert.

Por sua vez, o estado de um sistema �e representado por

um vetor j 	 > nesse mesmo espa�co. Se j x > �e um

autovetor do operador posi�c~ao de todas as part��culas

no sistema, ent~ao < x j 	 > � 	(x) �e a fun�c~ao de

onda do sistema no estado j 	 >, e ela fornece uma

completa descri�c~ao desse estado. Quando um sistema

isolado evolui no tempo, sua fun�c~ao de onda �e dada pela

express~ao

	(x; t) =
X
n

cn(t) �n(x); (2:3:1)

onde �n(x) s~ao autofun�c~oes ortonormadas de um dado

operador dinâmico do sistema, e j cn j2 indica a pro-

babilidade de encontrar o sistema isolado na posi�c~ao

x.

Ainda de acordo com a MQ, se Ô �e um operador

correspondente a um dado observ�avel de um sistema,

ent~ao o valor esperado de um grande n�umero de medi-

das instantâneas desse observ�avel �e dado por



c

Ove =
(	; Ô	)

(	;	)
=

P
n;m(cn; cm) (�n; Ô�m)P

n (cn; cn)
; (2:3:2)

onde ( , ) representa o produto escalar. Em laborat�orio, as v�arias medidas dos observ�aveis n~ao s~ao feitas

instantaneamente, e sim, durante um certo tempo. Ent~ao, o valor �nal de um observ�avel �e obtido pelo valor m�edio

dado por

< O >=
(	; Ô	)

(	; 	)
=

P
n;m

(cn; cm)(�n; Ô �m)P
n
(cn; cn)

; (2:3:3)

d

onde (cn; cm) �e uma m�edia sobre um intervalo de

tempo que �e pequeno comparado com o tempo de reso-

lu�c~ao dos aparelhos de medida, mas longo comparado

com o tempo das colis~oes moleculares.

A Mecânica Estat��stica Quântica sempre trata siste-

mas que interagem com o mundo exterior. Ent~ao, sob o

ponto de vista da MQ, o sistema mais o mundo exterior

s~ao considerados como o verdadeiro sistema isolado.

Assim, a fun�c~ao de onda 	 que representa esse sistema

isolado envolve coordenadas (x) tanto do sistema pro-

priamente dito, como as coordenadas (y) do mundo ex-

terior. Desse modo, se f �(x) g representa um con-

junto completo de fun�c~oes ortonormadas e estacion�arias

do sistema, ent~ao, de acordo com a express~ao (2.3.1),

cn(y; t) representar�a a fun�c~ao de onda do mundo exte-

rior e, portanto, a fun�c~ao de onda 	(x; y; t) do sistema

isolado ser�a dada por:

	(x; y; t) =
X
n

cn(y; t) �n(x): (2:3:4)

Observa�c~oes

I. Os postulados da Mecânica Quântica Estat��stica

(MEQ) s~ao postulados relacionados com os coe�cien-

tes (cn; cm), quando (2.3.3) refere-se a um sistema

macrosc�opico, em equil��brio termodinâmico. Esse sis-

tema, composto de N part��culas e ocupando o volume

V , interage t~ao fracamente com o meio exterior, de

modo que sua energia (En) pode ser considerada apro-

ximadamente constante, isto �e, ela se encontra entre E

e fE +� (� � E). Assim, se H for o hamiltoniano

desse sistema, a energia (En) do sistema ser�a obtida

por interm�edio da seguinte equa�c~ao:

H�n = En�n; (< �n j �m >= �nm) (2:3:5)

onde �n �e a fun�c~ao de onda do sistema considerado.

Desse modo, os postulados da MEQ s~ao os seguintes:

1. Igual Probabilidade a Priori:

(cn; cn) = 1 ou 0(1; para E � En � E + �):

2. Fases Randômicas:

(cn; cm) = 0 (n 6= m)

Com esses postulados, as express~oes (2.3.1) e (2.3.3) s~ao

escritas da seguinte maneira:

	(x; t) =
X
n

bn(t) �n(x); (2:3:6)

< O >=

P
n
jbn j2(�n; Ô �n)P

n
jbn j2

; (2:3:7)

onde

j bnj2 = 1 ou 0 (1; para E�En�E +�): (2:3:8)

II. O postulado das fases randômicas implica que o

estado de um sistema em equil��brio pode ser tomado

como uma superposi�c~ao incoerente de auto-estados do

sistema, caracterizando um `ensemble'. Ora, segundo

a express~ao (2.3.7), o valor m�edio de um observ�avel

depende do termo jbnj2, que est�a ligado a esse postu-

lado. No entanto, podemos descrever um `ensemble'

sem mencionar as fases randômicas de seus estados,

atrav�es do operador densidade �̂, de�nido por:

�̂ =
X
k

j�k > jbkj2 < �kj; (
X
k

j�k >< �kj = 1)

(2:3:9)

cujos elementos de matriz �mn, segundo a MQ s~ao da-

dos por

�mn�(�m; ��n)� < �mj�j�n >=

=
X
k

< 	mj�k > jbkj2 < �kj	n >=



= jbkj2 < �mj�n >!�mn = �mnjbkj2: (2:3:10)

Usando-se as express~oes (2.3.9) e (2.3.10), a express~ao

(2.3.7) ser�a dada por

< O >=

P
n
(�n Ô�̂�n)P
n
(�n; �̂�n)

=
Tr(Ô�̂)

Tr �̂
; (2:3:11)

onde Tr signi�ca o tra�co do operador correspondente.

III. O `Ensemble' Micro-Canônico Quântico �e um

`ensemble' para o qual tem-se:

�mn = �mn j bk j2; (2:3:12)

onde:

j bn j2 = 1 ou 0 (1; para E�En�E +�); (2:3:13)

�̂ =
X

E�En�E+�

j �n >< �n j ; (2:3:14)

Tr�̂ =
X
n

�nn�
(E); S(E; V ) = k`n
(E):

(2:3:15a; b)

IV. O `Ensemble' Canônico Quântico �e um `ensem-

ble' para o qual tem-se:

�mn = �mne
��En ; (2:3:16)

�̂ =
X
n

j �n > e��En < �n j

= e��Ĥ
X
n

j �n >< �n j!

�̂ = e��Ĥ ; (2:3:17)

e

Z = Tr�̂ =
X
n

e� �En = Tre��Ĥ ; (2:3:18)

< O >=
Tr(Ôe��Ĥ)

Z
; (2:3:19)

onde Z �e a fun�c~ao parti�c~ao e, geralmente, a energia

associada �e a energia livre de Helmholtz F . Registre-se

que o Tr �e calculado sobre todos os estados do sistema

que têm N part��culas no volume V .

V. O `Ensemble' Grande-Canônico Quântico �e um

`ensemble' para o qual o operador densidade �̂ atua so-

bre um espa�co de Hilbert com um n�umero inde�nido

de part��culas. Para esse `ensemble', a fun�c~ao grande-

parti�c~ao - � �e dada por:

�(z; V; T ) =

1X
N=0

zN ZN (V; T ); (2:3:20)

onde ZN �e a fun�c~ao parti�c~ao paraN part��culas, z = e��

�e a chamada fugacidade, e � �e o potencial qu��mico.

III C�alculo da Matriz Densi-

dade - �

Segundo vimos anteriormente, para um `ensemble'

quanto-canônico, o operador densidade �e dado pela ex-

press~ao (2.3.17):

�̂ =
X
i

j �i > e� � Ei < �i j

Vamos calcular esse operador na representa�c~ao de

posi�c~ao. Assim, se j x0 > e j x > s~ao autovetores

do operador posi�c~ao de todas as part��culas no sistema,

ent~ao

c

�(x0; x) = < x0 j �̂ j x > =
X
i

< x0 j �i > e� � Ei < �i j x >

tal que

�(x0; x) =
X
i

�i(x
0) ��i (x) e

� � Ei : (3:1)

d

Agora, vejamos a equa�c~ao diferencial satisfeita por esse

elemento de matriz. Tomemos a express~ao (2.3.17) e

derivemos a mesma em rela�c~ao a �:

@�̂

@�
= � Ĥ e� �Ĥ ! Ĥ �̂ = � @�̂

@�
:

Na representa�c~ao das posi�c~oes, a equa�c~ao acima pode

ser escrita na seguinte forma, conhecida como equa�c~ao

de Bloch:16

Ĥx �(x
0; x; �) = � @�(x0; x; �)

@�
; (3:2)

onde Ĥx indica que o operador hamiltoniano atua na

vari�avel x e:

�(x0; x; 0) = �(x0 � x): (3:3)



Examinando-se a express~ao (3.2), veri�ca-se que se �-

zermos a seguinte transforma�c~ao:

� = � t

i ~
; (3:4)

teremos:

Ĥx �(x
0; x; �) = i ~

@�(x0; x; �)

@ t
; (3:5)

que �e uma equa�c~ao an�aloga �a equa�c~ao de

Schr�odinger - ES.

Observa�c~ao

Para o caso do oscilador harmônico amortecido ca-

raterizado pelo hamiltoniano de Bateman-Caldirola-

Kanai,14�16 a Equa�c~ao de Bloch �e dada por17

c
h
� ~

2

2 m
e� � ~ � @2

@x2
+

1

2
m !2 e� ~ � x2

i
�(x; x0; �) = � @�(x0; x; �)

@�
: (3:6)

Examinando-se a express~ao (3.6), veri�ca-se que se �zermos a transforma�c~ao indicada pela express~ao (3.4), associada

com a transforma�c~ao

� ! i �; (3:7)

a express~ao (3.6) �car�a:18;19

h
� ~

2

2 m
e� � t @2

@x2
+

1

2
m !2 e� t x2

i
�(x; x0; �) = i ~

@�(x0; x; �)

@t
; (3:8)

d

que �e uma equa�c~ao an�aloga �a ES para o sistema dissipa-

tivo de Bateman-Caldirola-Kanai. Ali�as, a quantiza�c~ao

desse sistema �e ainda um problema em aberto na F��sica,

principalmente no que se refere em saber qual a a�c~ao S

que representa esse sistema.20�25

Desse modo, o que vimos acima nos mostra que

calcular a matriz densidade para um sistema termodi-

nâmico �e equivalente a resolver a ES. Assim, segundo a

Mecânica Quântica Feynmaniana, teremos

�(x; x0; �) =

Z
�[x(u)] Dx(u); (3:9)

onde Dx(u) �e a medida de Feynman e

�[x(u)] = exp
�
� 1

~

Z �~

o

h m
2
_x2(u) + V [x(u)]

i
du
�
:

(3:10)

IV C�alculo da Fun�c~ao Parti�c~ao

- Z

Segundo vimos anteriormente, para um `ensemble'

quanto-canônico, a fun�c~ao parti�c~ao �e dada pela ex-

press~ao (2.3.18):

Z = e��F = Tr�̂; F = �`n Z

�
; (4:1a; b)

onde F �e a energia livre ou Fun�c~ao de

Helmholtz.1�4

Na representa�c~ao posi�c~ao, a equa�c~ao acima pode ser

escrita na seguinte forma:

Z = e� � F = Tr �̂ =

Z
�(x; x; �) dx : (4:2)

Observa�c~ao

No caso de os observ�aveis de um sistema f��sico va-

riarem discretamente, a fun�c~ao parti�c~ao Z �e dada por:

Z = e��F =
X
n

e� �En ; (4:3)

e o valor m�edio de um observ�avel - < O > - ser�a dado

por

< O > =
1

Z

X
n

On e� � En : (4:4)

V C�alculo do Calor Espec���co

a Volume Constante - CV

Segundo a Termodinâmica,1�4 o calor espec���co a vo-

lume constante - CV - de um dado sistema f��sico �e dado

por

CV =
@U

@T
=
@U

@�

@�

@T
=

@U

@�

@

@T
(
1

k T
) = �k �2 @U

@�
;

(5:1)

onde U �e a energia interna m�edia do sistema consi-

derado, cujo valor, usando-se as express~oes (4.3) e (4.4),

�e dado por

U =
1

Z

X
n

En e� �En : (5:2)



Derivando-se a express~ao (4.3) em rela�c~ao a �, vir�a:

@Z

@�
= �

X
n

En e� � En : (5:3)

Por�em:

@Z

@�
=

@Z

@T

@T

@�
=

@Z

@T

@

@�
(
1

k �
) = �@Z

@T
kT 2: (5:4)

Levando-se (5.3) e (5.4) em (5.2), vir�a:

U =
k T 2

Z

@Z

@T
= k T 2 @ (`n Z)

@T
: (5:5)

De (4.3), tem-se:

`n Z = � � F ! @ (`n Z)

@T
= � @ (� F )

@T
=

�F @ (1=k T )

@T
� �

@ F

@T
=

F

k T 2
� 1

k T

@ F

@T
: (5:6)

Agora, levando-se (5.6) em (5.5), resultar�a em

U = F � T
@ F

@T
: (5:7)

Por outro lado, temos que

@

@�
(� F ) = F + �

@F

@�
= F + �

@F

@T

@T

@�
=

= F + �
@F

@T

@(1=k�)

@�
= F � �

@F

@T

1

k �2
!

@

@�
(� F ) = F � T

@ F

@T
: (5:8)

Comparando-se as express~oes (5.7) e (5.8), teremos

U = F � T
@ F

@T
=

@

@�
(� F ): (5:9)

Levando-se a express~ao (5.9) em (5.1), teremos

CV = � k �2
@2

@�2
(� F ): (5:10)

Agora, vamos escrever CV em termos da fun�c~ao

parti�c~ao Z. Inicialmente, calculemos a seguinte ex-

press~ao:

@Z

@T
=

@Z

@�

@�

@T
=
@Z

@�

@

@T
(
1

k T
) = � 1

T 2 k

@Z

@�
: (5:11)

Levando-se a express~ao (5.11) na express~ao (5.5), obte-

remos

U = � 1

Z

@Z

@�
: (5:12)

Por �m, levando-se a express~ao (5.12) na express~ao

(5.1), resultar�a em

c

CV = � k �2
@

@�
(� 1

Z

@Z

@�
) = k �2 [

1

Z

@2Z

@�2
+

@Z

@�

@

@�
(Z� 1)]

tal que

CV = k �2 [
1

Z

@2Z

@�2
� 1

Z2
(
@Z

@�
)2]: (5:13)

d

VI Aplica�c~ao

Neste item, vamos fazer uma aplica�c~ao dos resultados

obtidos anteriormente, calculando a matriz densidade

(�), a fun�c~ao parti�c~ao (Z), a fun�c~ao de Helmholtz ou

energia livre (F ) e o calor espec���co a volume constante

(CV ) dos sistemas dissipativos representados pelo ha-

miltoniano de Bateman-Caldirola-Kanai, dado pela ex-

press~ao (3.8). Nos parece relevante fazer essa aplica�c~ao,

pois, al�em dos mesmos n~ao serem devidamente trata-

dos em cursos de gradua�c~ao de Mecânica Estat��stica,

obt�em-se, atrav�es deles, os casos particulares do oscila-

dor harmônico e da part��cula livre, tratados nos textos

tradicionais de Mecânica Estat��stica.

a) Matriz Densidade - �

Segundo vimos anteriormente, a matriz densidade

�e obtida do propagador de Feynman do sistema f��sico

considerado, fazendo-se as seguintes substitui�c~oes:

t = � i ~ �; � ! i �: (6:1a; b)

Inicialmente, vamos tomar o propagador de Feyn-

man para o sistema de Bateman-Caldirola-Kanai:17; 18



c

K(x; x0; t) = (
m 
 e� t=2

2 � i ~ sen �
)1=2 exp

h i m 
 e� t

2 ~ sen �
(cos � � � sen �

2 

) x2 +

+
i m 


2 ~ sen �
(cos � +

� sen �

2 

) x02 � i m 
 e� t=2

~ sen �
x x0

i
; (6:2)

onde:

� = 
 t; 
 =

r
(!2 � �2

4
): (6:3a; b)

Usando-se as express~oes (6.1a,b) e (6.2), a matriz densidade ser�a escrita na forma

�(x; x0; �) =
h m 
 e� ~ �=2

2 � i ~ sen (� i ~ � 
)

i1=2
�

� exp f � m 
 e� ~ �

2 ~ i sen (� i ~ � 
)

h
cos (� i ~ � 
) � i � sen (� i ~ � 
)

2 


i
x2 �

� m 


2 ~ i sen (� i ~ � 
)

h
cos (� i ~ � 
) +

i � sen (� i ~ � 
)

2 


i
x02 +

+
m 
 e� ~ �=2

2 ~ i sen (� i ~ � 
)
2 x x0 g: (6:4)

Considerando-se as identidades

i sen(� i z) = senh(z); cos(� i z) = cosh(z); (6:5a; b)

senh z =
ez � e� z

2
; cosh z =

ez + e� z

2
; (6:6a; b)

e fazendo-se x = x0, a express~ao (6.4) ser�a dada por

�(x; x; �) =
h m 
 e� ~ �=2

2 � ~ senh (~ � 
)

i1=2
�

� exp f � m 
 x2 e� ~ �=2

~ senh (~ � 
)

h
cosh (~ � 
) cosh (

� ~ �

2
) �

� �

2 

senh (~ � 
) senh (

� ~ �

2
) � 1

i
g: (6:7)

Casos Particulares

a.1 Oscilador Harmônico Simples

Neste caso, basta fazermos � = 0 nas express~oes (6.3b) e (6.7). Desse modo, obteremos

�OHS(x; x; �) =
h m !

2 � ~ senh (~ � !)

i1=2
�

� exp f � m ! x2

~ senh (~ � !)

h
cosh (~ � !) � 1

i
g: (6:8)

Considerando-se as identidades

cosh z � 1 = 2 senh2 (
z

2
); senh z = 2 senh(

z

2
) cosh

z

2
); (6:9a; b)

a express~ao (6.8) tornar-se-a1�4

�OHS(x; x; �) =
h m !

2 � ~ senh (~ � !)

i1=2
� exp

h
� m ! x2

~
tgh (

~ � !

2
)
i
: (6:10)



a.2 Part��cula Livre

Neste caso, basta fazermos ! = 0 na express~ao (6.10) e usarmos a express~ao:

lim
z ! 0

senh z

z
= 1: (6:11)

Desse modo, obteremos1�4

�PL(x; x; �) =
h m

2 � ~2 �

i1=2
: (6:12)

b) Fun�c~ao Parti�c~ao - Z

Usando-se as express~oes (4.2) e (6.7), teremos que

Z =

Z +1

�1

�(x; x; �) dx =

Z +1

�1

h m 
 e� ~ �=2

2 � ~ senh (~ � 
)

i1=2
�

�
 
exp f � m 
 x2 e� ~ �=2

~ senh (~ � 
)

h
cosh (~ � 
) cosh (

� ~ �

2
) �

� �

2 

senh(~ � 
) senh(

� ~ �

2
) � 1

i
g
!
dx: (6:13)

Usando-se a identidade Z +1

�1

e� a x2 dx =

r
�

a
; (6:14)

a express~ao (6.13) tornar-se-�a17

Z =
1q

2 [cosh (~ � 
) cosh (� ~ �
2 ) � � senh (~ � 
)

2 
 senh (� ~ �
2 ) � 1]

: (6:15)

Casos Particulares

b.1 Oscilador Harmônico Simples

Neste caso, basta fazermos � = 0 nas express~oes (6.3b) e (6.15). Desse modo, teremos que

ZOHS =
1p

2 [cosh (~ � !) � 1]
:

Usando-se a express~ao (6.9a), o resultado �e1�4

ZOHS =
1

2 senh (~ � !
2 )

: (6:16)

b.2 Part��cula Livre

Nesse caso, a express~ao (3.1) nos mostra que para calcular o operador �̂ precisamos da fun�c~ao de onda �(x). Ora,

segundo a MQ, para a part��cula livre a normaliza�c~ao dessa fun�c~ao de onda �e realizada numa caixa de comprimento

L. Portanto, a integral indicada na express~ao (4.2) deve ser realizada no intervalo (0; L). Assim, usando-se esse

fato e a express~ao (6.11), a fun�c~ao parti�c~ao Z para a part��cula livre ser�a:1�4

ZPL =

Z L

o

r
m

2 � ~2 �
dx tal que ZPL = L

r
m

2 � ~2 �
: (6:17)

c) Fun�c~ao de Helmholtz - F

Usando-se as express~oes (4.1b) e (6.15), teremos

F =
1

2 �
ln

 
2 [cosh (~ � 
) cosh (

� ~ �

2
) � �

2 

senh(~ �
) senh (

� ~ �

2
) � 1]

!
: (6:18)



Casos Particulares

c.1 Oscilador Harmônico Simples

Usando-se as express~oes (4.1b) e (6.16), resultar�a:1�4

FOHS =
1

�
ln
h
2 senh (

~ � !

2
)
i
: (6:19)

c.2 Part��cula Livre

Usando-se as express~oes (4.1b) e (6.17), resultar�a:1�4

FPL = � 1

�
ln
�
L

r
m

2 � ~2 �

�
: (6:20)

d) Calor Espec���co a Volume Constante - CV

Usando-se as express~oes (4.1b), (5.10) e (6.18), teremos que

CV = � k �2
@2

@�2
(� F ) = � k �2

2

@2

@�2

�
ln [A(�)]

�
!

CV = � k �2

2

@

@�

h @

@�

�
ln [A(�)]

� i
= � k �2

2

@

@�

� 1

A[�]

@

@�
[A(�)]

�
!

CV = � k �2

2

@

@�
[B(�)]; (6:21)

onde

A(�) = 2 [cosh (~ � 
) cosh (
� ~ �

2
) � �

2 

senh (~ � 
) senh (

� ~ �

2
) � 1]; (6:22)

B(�) =
1

A(�)

@

@�
A(�): (6:23)

Usando-se as express~oes (6.3b), (6.23) e as express~oes de�nidas abaixo

d

dz
senh z = cosh z;

d

dz
cosh z = senh z; (6:24a; b)

a express~ao (6.23) �car�a

B(�) =
2 ~ !2


 A(�)
cosh (

� � ~

2
) senh(~ � 
): (6:25)

Levando-se a express~ao (6.25) na express~ao (6.21), teremos

CV = � k ~ (� !)2




@

@�

h 1

A(�)
cosh (

� � ~

2
) senh (~ � 
)

i
= � k ~ (� !)2



C(�): (6:26)

Usando-se as express~oes (6.22) e (6.24a,b), calculemos C(�) dado pela express~ao (6.26) como

C(�) =
@

@�

h 1

A(�)
cosh(

� � ~

2
) senh(~ � 
)

i
=

=
1

[A(�)]2

�
A(�)

@

@�
[cosh (

��~

2
)senh(~�
)] � [cosh (

��~

2
)senh(~�
)]

@

@�
A(�)

�
!

C(�) =
2 ~

[A(�)]2

�cosh2 (� � ~

2 )



[
2 cosh2 (~ � 
) � !2 senh2 (~ � 
)] �

� (
�2

4 

) senh2 (~ � 
) senh2 (

� � ~

2
) � 
 cosh (

� � ~

2
) cosh (~ � 
) �

� (
�

2
) senh (

� � ~

2
) senh (~ � 
)

�
: (6:27)



Usando-se a express~ao (6.3b) e a identidade:

cosh2 z � senh2 z = 1; (6:28)

a express~ao (6.27) �car�a:

C(�) =
2 ~

[A(�)]2

h

 cosh2 (

� � ~

2
) +

�2

4 

senh2 (~ � 
) �

� 
 cosh (
� � ~

2
) cosh (~ � 
) � (

�

2
) senh (

� � ~

2
) senh (~ � 
)

i
: (6:29)

Levando-se a express~ao (6.29) na express~ao (6.26) e generalizando-se para o caso tridimensional, teremos17

CV = � 3

2 

k (~ � !)2

h

 cosh2 (

� � ~
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�2

4 

senh2 (~ � 
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 cosh (
� � ~

2
) cosh (~ � 
) � (
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2
) senh (

� � ~

2
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)

i
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h
cosh (~ � 
) cosh (

� ~ �

2
) � �

2 

senh (~ � 
) senh (

� ~ �

2
) � 1

i� 2

: (6:30)

Casos Particulares

d.1 Oscilador Harmônico Simples

Neste caso, basta fazermos � = 0 nas express~oes (6.3b) e (6.30). Desse modo, teremos que

CV =
3

2
k

(~ � !)2

cosh (~ � !) � 1
: (6:31)

Usando-se as express~oes (6.7a) e (6.10a), a express~ao (6.31) resultar�a em

CV = 3 k (~ � !)2
e
~ !

k T

(e
~ !

k T � 1)2
; (6:32)

que �e o resultado obtido por Einstein, em 1906.26

d.2 Part��cula Livre

Neste caso, basta fazermos ! = 0 na express~ao (6.32). Desse modo, teremos que

CV = 3 k (
~

k T
)2 lim

! ! 0

!2 e
~ !

k T

(e
~ !

k T � 1)2
=

0

0
: (6:33)

Para levantarmos essa indetermina�c~ao aparente, vamos usar o Teorema de l' Hôpital:
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!2 e
~ !

k T
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~ !
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Levando-se esse resultado na express~ao (6.33), resultar�a que

CV = 3k; (6:34)

que �e o resultado obtido por Boltzmann, em 1871,27 e traduz a famosa Lei de Dulong-Petit, de 1819.28

Observa�c~ao

Usando-se o mesmo formalismo empregado neste artigo, poderemos obter o calor espec���co a volume constante

(CV ) de um sistema amortecido que oscila harmonicamente sob a a�c~ao de um campo magn�etico externo (H). Desse

modo, teremos:29
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Pode-se mostrar29 que as express~oes (2.6.30), (2.6.32) e (2.6.34) s~ao casos particulares da express~ao (2.6.35).
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