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Foram feitas algumas aproxima�c~oes e transforma�c~oes na equa�c~ao de nivelamento de Laplace,
obtendo-se uma equa�c~ao que, neste trabalho, foi nomeada de Equa�c~ao Barom�etrica Modi�cada
de Laplace. Obt�em-se, com essa equa�c~ao, bons resultados para as varia�c~oes da press~ao, com a
altitude e latitude, na camada mais baixa da atmosfera terrestre, a Troposfera, onde o gradiente
t�ermico varia de uma maneira quase constante com a altitude: � = 6; 50 � 10�3 �C/m prop~oe-se,
tamb�em, uma equa�c~ao barom�etrica, cujos resultados s~ao muito pr�oximos �aqueles obtidos com a
Equa�c~ao Modi�cada de Laplace.

We present some approximations and transformations in Laplace's barometric equation, leading to
an equation here called Laplace's Modi�ed Barometric Equation. Employing this new expression,
we obtain good results for the variations of pressure, with altitude and latitude, in the lowest layer
of the terrestrial atmosphere, the Troposphere, where the thermal gradient varies in an almost
constant way with the altitude: � = 6; 50� 10�3 �C/m. We propose, also, a barometric equation,
whose results are very close to those obtained with the Laplace's Modi�ed Barometric Equation.

I Introdu�c~ao

Chama-se nivelamento a um conjunto de opera�c~oes
para se medir a diferen�ca de altura entre dois pontos da
superf��cie terrestre. Quando essa altura relativa �e de-

terminada atrav�es das varia�c~oes da press~ao, entre esses
dois pontos, o nivelamento se diz barom�etrico (Libault,
1975).

Uma das equa�c~oes de nivelamento barom�etrico,
muito usada, �e a de Laplace dada por
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Neste trabalho, deve-se entender por p; t e �, respec-
tivamente, press~ao atmosf�erica, temperatura e press~ao
de vapor, observadas no ponto P e que se encontra �a
altitude z. Essas mesmas grandezas f��sicas com ��ndice
\0", s~ao consideradas ao n��vel do mar em que z0 = 0 (as
press~oes barom�etricas, as press~oes de vapor e as tempe-
raturas devem ser medidas simultaneamente nos pontos
P0 e P ). O coe�ciente de dilata�c~ao dos gases �e repre-
sentado por � = 1=(273; 2) C�1; g�;0 e gp = 9; 8060
m/s2 s~ao, respectivamente, os valores da acelera�c~ao da
gravidade ao n��vel do mar e nas latitudes � e 450; g�;0
�e o valor �a latitude � e �a altitude z (Libault, op. cit.).

Pretende-se, neste trabalho, em primeiro lugar, pro-
ceder a uma aproxima�c~ao na equa�c~ao (1), em rela�c~ao �a
press~ao de vapor, obtendo-se a equa�c~ao que ser�a cha-
mada de Equa�c~ao Barom�etrica Aproximada de Laplace.
Em segundo lugar, modi�car a equa�c~ao obtida, em
rela�c~ao �a acelera�c~ao da gravidade, e obter a equa�c~ao
que ser�a chamada de Equa�c~ao Barom�etrica Modi�cada
de Laplace. E, �nalmente, propor uma equa�c~ao ba-
rom�etrica cujos resultados sejam equivalentes aos obti-
dos com a Equa�c~ao Modi�cada de Laplace.
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II Equa�c~ao barom�etrica aproxi-

mada de Laplace

Considera-se o ponto P0, ao n��vel do mar, como sendo
a proje�c~ao de P que se encontra numa altitude z (ver a
Fig. 1). Esses dois pontos têm as mesmas coordenadas
geogr�a�cas de latitude e longitude. Assim, n~ao se leva
em conta a press~ao de vapor no ponto P0(�0 = 0). Por
outro lado, no ponto P , mesmo se considerando uma
temperatura atmosf�erica relativamente alta, da ordem
de 30 0C, �a press~ao normal de 1013 mb (equivalente �a
altura barom�etrica de 760 mmHg), a press~ao de vapor
�e da ordem de � � 42; 41 mb (equivalente �a altura ba-
rom�etrica de 31,82 mmHg). Observa-se, portanto, que
o termo entre colchetes da equa�c~ao (1) �e muito pr�oximo
de 1, a saber: [1 - 0,00185(42,41/1013)] � 1.

Figura 1. O ponto P0, que se encontra ao n��vel do mar,
�e a proje�c~ao do ponto P que se encontra �a altitude z. A
latitude e longitude de P e P0 s~ao iguais.

Com a aproxima�c~ao considerada acima, a equa�c~ao
(1) se transforma em
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onde

�g = 2gp=(g�;z + g�;0) (3)

representa um coe�ciente dependente da acelera�c~ao da
gravidade (esse coe�ciente, de maneira impl��cita, de-
pende da latitude e altitude).

Resolvendo-se a equa�c~ao (2) para p, obtem-se

p � p0 � 10
�

z

18400(1+� t+t02 )�g : (4)

Assumindo-se, em (4), t = t0��z, onde � = 6; 50�
10�3 �C/m representa o gradiente t�ermico padr~ao da
baixa atmosfera, tem-se que
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�
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que representa a Equa�c~ao Barom�etrica Aproximada de
Laplace.

Dias (1917), apresenta a seguinte equa�c~ao ba-
rom�etrica de Laplace:

p � p0 � 10
z

18400[1+0;00367(t0� z
360 )] ; (6)

para a redu�c~ao das press~oes ao n��vel do mar.
Comparando-se as equa�c~oes (5) e (6), chega-se a

conclus~ao que � = 0; 00367 = 1=272; 5 �C�1, � =
5; 56� 10�3 �C/m e �g = 1:

III Varia�c~ao da acelera�c~ao da

gravidade em fun�c~ao da la-

titude e altitude

A varia�c~ao da acelera�c~ao da gravidade, com a latitude
�, �e dada por (Cook, 1969)1:

g� = ge(1 + ' � sen2�); (7)

onde ge = 9; 7804m=s2 representa a acelera�c~ao da gra-
vidade no equador e ' = 5; 240 � 10�3 �e um fator
num�erico2.

Deve-se incluir, na express~ao (7), um termo que fa�ca
depender a acelera�c~ao da gravidade, tamb�em, da alti-
tude z, a saber

g�;z � ge(1 + ' � sen2�)� 2gez=RT ; (8)

onde RT = 6; 371� 106m representa o raio da Terra3.

IV Equa�c~ao barom�etrica modi-

�cada de Laplace

A equa�c~ao (8) fornece a acelera�c~ao da gravidade, nas
v�arias localidades da superf��cie terrestre, e est�a relacio-
nada com a acelera�c~ao da gravidade no equador. Con-
tudo, pode-se relacion�a-la com a acelera�c~ao da gravi-
dade �a latitude de 450 e ao n��vel do mar, gp = 9; 806
m/s2, que se assume como acelera�c~ao da gravidade
padr~ao:

g�;z =
gp

1 + '=2
�
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�
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onde K = 1 + 'sen2�:

1Quando se trabalha com ângulos de co-latitude, a express~ao (7) apresenta a fun�c~ao co-seno. Para ângulos de latitude, que s~ao
complementares da co-latitude, a express~ao se apresenta com a fun�c~ao seno.

2Se fossem levadas em conta somente as in
uências da acelera�c~ao centr��peta nas varia�c~oes da acelera�c~ao da gravidade, em rela�c~ao �a
latitude, o fator num�erico teria o valor de � � 3; 460� 10�3. O valor do fator usado na express~ao (7), considera a acelera�c~ao centr��peta
e o achatamento da Terra, onde o raio equatorial �e cerca de 21,4 km maior que o polar. A contribui�c~ao do achatamento terrestre �e de,
aproximadamente, 1;78� 10�3.

3Assumiu-se, por hip�otese, uma Terra esf�erica, de raio RT = (R2
eRp)1=3 = 6;371 � 106m, com o mesmo volume do elips�oide de

revolu�c~ao, de raios equatorial e polar, respectivamente, iguais a Re = 6;3781� 106 m e Rp = 6;3567� 106m (Estacey, 1977).
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Conv�em notar que, ao n��vel do mar (z = 0), a
equa�c~ao (9) fornece

g�;0 =
gp

1 + '=2
K: (10)

Substituindo-se as equa�c~oes (9) e (10) em (3),
obtem-se que

�g =
1 + '=2

K � z=RT

: (11)

O valor do coe�ciente �g, calculado atrav�es da
equa�c~ao (11), substitui-se na equa�c~ao (5), obtendo-se
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que representa a Equa�c~ao Barom�etrica Modi�cada de
Laplace.

V Equa�c~ao Proposta

Construimos, a seguir, uma equa�c~ao barom�etrica para
a Troposfera, levando-se em conta as varia�c~oes da ace-
lera�c~ao da gravidade com a latitude e altitude. Antes
de tudo, devemos considerar a atmosfera em equil��brio
hidrost�atico, de tal maneira que o vetor velocidade seja
constante em todas as posi�c~oes ou de valor nulo. Desta
maneira vale a equa�c~ao de Stevim (Halliday e Resnick
1962)

dp=dz = ��g�;z; (13)

onde � representa a densidade do ar atmosf�erico a uma
altitude z e a acelera�c~ao da gravidade que varia com a
latitude e altitude de acordo com a equa�c~ao (9).

Admitindo-se a atmosfera com comportamento de
g�as ideal, a uma altitude z, onde a press~ao e a tempe-
ratura s~ao, respectivamente, p e T , a densidade �e dada
por

� = Mp=(RT ); (14)

onde M = 28; 96� 10�3kg/m3 representa a massa mo-
lecular m�edia do ar na troposfera desconsiderando-se a
umidade (Houghton 1977) e R = 8; 314 J/(mol K) �e
a constante dos gases. A temperatura T , na equa�c~ao
(14), em Kelvin, �e de�nida por T = T0 � �z, que
admite a atmosfera com comportamento padr~ao, onde
� = 6; 50� 10�3 K/m.

Assim, a equa�c~ao (14) se transforma em

� =
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: (15)

Substituindo-se as equa�c~oes (9) e (15) em (13), tem-
se que
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Separando-se as vari�aveis e integrando-se a equa�c~ao
(16), obtem-se
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Explicitando-se p�, na equa�c~ao (17), obtem-se que
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onde p� representa a press~ao ao n��vel do mar.

d

As Tabelas abaixo foram geradas com as equa�c~oes
(12) e (18). Para se testar a coerência entre as
duas equa�c~oes, foram assumidas, arbitrariamente, as

press~oes e temperaturas ao n��vel do mar, para as lati-
tudes: 0, - 45 e - 900 (localidades do hemisf�erio Sul)4.

4As press~oes p e p� s~ao medidas em milibares (mb). A rela�c~ao entre a press~ao medida em atmosfera (atm), o pascal (Pa) e o milibar
(mb), �e dada por: 1,000atm = 1,013�105 Pa = 1013 mb.
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VI Conclus~ao

Usamos, na equa�c~ao (1) a aproxima�c~ao 1+0; 0185(�=p+
�0=p0) � 1, obtendo-se a Equa�c~ao Barom�etrica Apro-
ximada de Laplace: a equa�c~ao (5). Comparando-se
essa equa�c~ao com a equa�c~ao (6), apresentada por Dias
(1917), veri�cou-se que o coe�ciente de dilata�c~ao dos
gases e o gradiente atmosf�erico t�ermico s~ao, respectiva-
mente, � = (1/272,5) �C�1 e � = 5; 56� 10�3 �C/m,
ligeiramente diferentes dos valores padronizados atual-
mente. Ser�a que o coe�ciente de dilata�c~ao dos gases
e o gradiente atmosf�erico t�ermico eram conhecidos por
Laplace com os valores apresentados por Dias? Em
rela�c~ao aos valores atuais, essas grandezas f��sicas apre-
sentam os seguintes desvios: E� � 0; 25% e E� � 14%.
Por outro lado, na equa�c~ao (6), n~ao se leva em conta
as varia�c~oes da press~ao com a latitude, assumindo-se
�g = 1, o que n~ao nos parece correto.

Transformou-se a equa�c~ao (5) na equa�c~ao (12), pelo
motivo de se ter encontrado maior facilidade em se cal-
cular �g em fun�c~ao de ', K, z e RT do que em fun�c~ao
de poss��veis valores tabelados de gp, g�;z e g�;0.

As equa�c~oes (12) e (18) s~ao equivalentes. Chegamos

a essa conclus~ao pela simples observa�c~ao dos resultados
das press~oes p e p�, calculados, respectivamente, com
as equa�c~oes (12) e (18) e registrados na Tabela 1.

Poder-se-ia levar em conta, tamb�em, na equa�c~ao
(18), a umidade atmosf�erica, pelas varia�c~oes que o
vapor d'�agua poderia causar em M que representa a
massa molecular m�edia da baixa atmosfera terrestre.
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