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Foram feitas algumas aproximagoes e transformacoes na equagiao de nivelamento de Laplace,
obtendo-se uma equagdao que, neste trabalho, foi nomeada de Equagao Barométrica Modificada
de Laplace. Obtém-se, com essa equagao, bons resultados para as variagdes da pressdo, com a
altitude e latitude, na camada mais baixa da atmosfera terrestre, a Troposfera, onde o gradiente
térmico varia de uma maneira quase constante com a altitude: o = 6,50 x 107% °C/m propée-se,
também, uma equagdo barométrica, cujos resultados sao muito préximos aqueles obtidos com a
Equagao Modificada de Laplace.

We present some approximations and transformations in Laplace’s barometric equation, leading to
an equation here called Laplace’s Modified Barometric Equation. Employing this new expression,
we obtain good results for the variations of pressure, with altitude and latitude, in the lowest layer
of the terrestrial atmosphere, the Troposphere, where the thermal gradient varies in an almost
constant way with the altitude: o = 6,50 x 107% °C/m. We propose, also, a barometric equation,
whose results are very close to those obtained with the Laplace’s Modified Barometric Equation.

terminada através das variacoes da pressao, entre esses
dois pontos, o nivelamento se diz barométrico (Libault,

I Introducao

Chama-se nivelamento a um conjunto de operacoes
para se medir a diferenca de altura entre dois pontos da
superficie terrestre. Quando essa altura relativa é de-
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Neste trabalho, deve-se entender por p,t e ¢, respec-
tivamente, pressao atmosférica, temperatura e pressao
de vapor, observadas no ponto P e que se encontra a
altitude z. Essas mesmas grandezas fisicas com indice
“0”, sao consideradas ao nivel do mar em que zy = 0 (as
pressoes barométricas, as pressoes de vapor e as tempe-
raturas devem ser medidas simultaneamente nos pontos
Py e P). O coeficiente de dilatagido dos gases é repre-
sentado por 3 = 1/(273,2) C™1; gxro e g, = 9,8060
m/s? sdo, respectivamente, os valores da aceleracao da
gravidade ao nivel do mar e nas latitudes A e 45°%; g, o
é o valor a latitude A e & altitude z (Libault, op. cit.).

Po

1975).

Uma das equagoes de nivelamento barométrico,
muito usada, é a de Laplace dada por

_ 2 [1 40,0185 (5 + 6—0)] . (1)

Ixz+ gxo P Ppo

Pretende-se, neste trabalho, em primeiro lugar, pro-
ceder a uma aproximacao na equacgao (1), em relagao a
pressao de vapor, obtendo-se a equacao que sera cha-
mada de Equacao Barométrica Aproximada de Laplace.
Em segundo lugar, modificar a equagao obtida, em
relacao & aceleracao da gravidade, e obter a equagao
que serd chamada de Equacao Barométrica Modificada
de Laplace. E, finalmente, propor uma equacao ba-
rométrica cujos resultados sejam equivalentes aos obti-
dos com a Equacao Modificada de Laplace.
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II Equacao barométrica aproxi-
mada de Laplace

Considera-se o ponto Py, ao nivel do mar, como sendo
a projecao de P que se encontra numa altitude z (ver a
Fig. 1). Esses dois pontos tém as mesmas coordenadas
geograficas de latitude e longitude. Assim, nao se leva
em conta a pressdo de vapor no ponto Py(eg = 0). Por
outro lado, no ponto P, mesmo se considerando uma
temperatura atmosférica relativamente alta, da ordem
de 30 °C, & pressdo normal de 1013 mb (equivalente &
altura barométrica de 760 mmHg), a pressdo de vapor
é da ordem de € & 42,41 mb (equivalente & altura ba-
rométrica de 31,82 mmHg). Observa-se, portanto, que
o termo entre colchetes da equagdo (1) é muito préximo

de 1, a saber: [1 - 0,00185(42,41/1013)] = 1.

1_1
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F

Figura 1. O ponto P, que se encontra ao nivel do mar,
é a projecao do ponto P que se encontra a altitude z. A
latitude e longitude de P e Py sdo iguais.

Com a aproximacao considerada acima, a equagao
(1) se transforma em

t+1
2 /2 18400 <1+ﬁ z 0) log (12) Mg, (2)
P

onde
Mg = 29p/(9x,2 + 9r0) (3)

representa um coeficiente dependente da aceleracao da
gravidade (esse coeficiente, de maneira implicita, de-
pende da latitude e altitude).

Resolvendo-se a equacgao (2) para p, obtem-se

po o 10 T )

Assumindo-se, em (4),t = tg —az, onde o = 6,50 x
1073 °C/m representa o gradiente térmico padrao da
baixa atmosfera, tem-se que

925

z
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que representa a Equacao Barométrica Aproximada de
Laplace.

Dias (1917), apresenta a seguinte equacdo ba-
rométrica de Laplace:

z

p ~ Po - 10 18400[1+D,00367(t0—3zﬁ)] ’ (6)

para a reducao das pressoes ao nivel do mar.

Comparando-se as equagdes (5) e (6), chega-se a
conclusdao que 3 = 0,00367 = 1/272,5 °C~!, o =
5,56 x 1072 °C/me n, = 1.

III Variacao da aceleracao da
gravidade em funcao da la-
titude e altitude

A variacao da aceleracao da gravidade, com a latitude

A, é dada por (Cook, 1969)!:
gr = ge(1 + ¢ -sen?)), (7)

onde g, = 9,7804m/s” representa a aceleragao da gra-
vidade no equador e ¢ = 5,240 x 1073 é um fator
numérico?.

Deve-se incluir, na expressao (7), um termo que faca
depender a aceleracao da gravidade, também, da alti-

tude z, a saber

gh,: %ge(1+g0~sen2/\)—2gez/RT, (8)

onde Ry = 6,371 x 10°m representa o raio da Terra®.

IV Equacao barométrica modi-
ficada de Laplace

A equacdo (8) fornece a aceleracdo da gravidade, nas
varias localidades da superficie terrestre, e esta relacio-
nada com a aceleracao da gravidade no equador. Con-
tudo, pode-se relaciona-la com a aceleracao da gravi-
dade & latitude de 45° e ao nivel do mar, g, = 9,806
m/s?, que se assume como aceleragio da gravidade
padrao:

9p . 2.z
s = = [X—— s 9
™ L+ /2 ( RT) ®)

onde K =14 psen?)\.

1Quando se trabalha com angulos de co-latitude, a expressio (7) apresenta a funcao co-seno. Para angulos de latitude, que sao
complementares da co-latitude, a expressao se apresenta com a fungao seno.

?Se fossem levadas em conta somente as influéncias da aceleragio centripeta nas variacdes da aceleragao da gravidade, em relacio &
latitude, o fator numeérico teria o valor de 3 & 3,460 x 10~2. O valor do fator usado na expressio (7), considera a aceleracao centripeta
e o achatamento da Terra, onde o raio equatorial é cerca de 21,4 km maior que o polar. A contribuigdo do achatamento terrestre é de,

aproximadamente, 1,78 x 1073,

3 Assumiu-se, por hipétese, uma Terra esférica, de raio Ry = (Rng)l/3 = 6,371 x 10°m, com o mesmo volume do elipséide de
revolugao, de raios equatorial e polar, respectivamente, iguais a R. = 6,3781 x 10 m e R, = 6,3567 x 106m (Estacey, 1977).
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Convém notar que, ao nivel do mar (z = 0), a
equacao (9) fornece

9p .
= —K. 10
gxo 1+ S0/2 ( )

Substituindo-se as equagdes (9) e (10) em (3),
obtem-se que

1+ ¢/2

= 11

T K Ry (11)

O valor do coeficiente 74, calculado através da
equacao (11), substitui-se na equacao (5), obtendo-se

PR po - 10 18400[1+ﬂ(tu—"2—")] Kl_-{-;p/gT ’ (12)

que representa a Equacao Barométrica Modificada de
Laplace.

V Equacao Proposta

Construimos, a seguir, uma equacao barométrica para
a Troposfera, levando-se em conta as variacoes da ace-
leracao da gravidade com a latitude e altitude. Antes
de tudo, devemos considerar a atmosfera em equilibrio
hidrostatico, de tal maneira que o vetor velocidade seja
constante em todas as posi¢oes ou de valor nulo. Desta
maneira vale a equacdo de Stevim (Halliday e Resnick
1962)

dp/dz = —pg»,, (13)

*

P

onde p representa a densidade do ar atmosférico a uma
altitude z e a aceleracao da gravidade que varia com a
latitude e altitude de acordo com a equacao (9).

Admitindo-se a atmosfera com comportamento de
gas ideal, a uma altitude z, onde a pressao e a tempe-
ratura sao, respectivamente, p e T', a densidade é dada
por

p= Mp/(RT), (14)

onde M = 28,96 x 10~ %kg/m?> representa a massa mo-
lecular média do ar na troposfera desconsiderando-se a
umidade (Houghton 1977) e R = 8,314 J/(mol K) é
a constante dos gases. A temperatura 7', na equagao
(14), em Kelvin, é definida por T = Ty — az, que
admite a atmosfera com comportamento padrao, onde
a=6,50x 1073 K/m.

Assim, a equacdo (14) se transforma em

Mp
=——= 15
H R(Ty — az) (15)
Substituindo-se as equagdes (9) e (15) em (13), tem-
se que

M
dp/dz = — P 9p (

) 2z
Ry —as) T4ez \ M7 R_T) - (1)

Separando-se as variaveis e integrando-se a equagao
(16), obtem-se

In(p"/pg) = /p

*
o

dp/p = R

mm ) e

Mg, {( 2Ty
——— 9 [ K-
RTo(1+4 ¢/2) Rra

_ Mgp { 2T0 TO

T TRI(1+¢/2) | Rra

Explicitando-se p*, na equagdo (17), obtem-se que

_ 2Mgpz
p* :pz .e RREpo(lte/2) .

onde p* representa a pressao ao nivel do mar.

As Tabelas abaixo foram geradas com as equacoes
(12) e (18). Para se testar a coeréncia entre as
duas equagoes, foram assumidas, arbitrariamente, as

1 - ==

/Z dz 2To /Z
+ — dz
o l—az/Ty  Rr Jo
2T0 «
K- In{1-— ) 1
(X RTa) n( Toz)} a7

Mgyp ( _ 2To )
az) Ra(lte/2) Rpo

Ty

pressoes e temperaturas ao nivel do mar, para as lati-

tudes: 0, - 45 e - 90° (localidades do hemisfério Sul)?.

4 As pressdes p e p* sdo medidas em milibares (mb). A relagdo entre a pressio medida em atmosfera (atm), o pascal (Pa) e o milibar

(mb), é dada por: 1,000atm = 1,013x10° Pa = 1013 mb.
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T PTOT T =000, Te353,2K, po 1005 b

p* z P p*
(m) (mb) | (mb) | (m) | (mb) (mb)

0 1011 | 1011 0 1005 1005
100 | 999.6 | 1000 100 | 991,5 991,5
200 | 988,3 | 9885 200 | 9782 | 9781
300 |977.2] 9774 300 | 965,1 964,9
400 | 966,1 | 966,4 400 | 9520 9518
500 {9551 | 955,5 500 | 9391 9389
600 | 9443 | 9447 600 {9264 | 9261
700 | 933.5 | 9340 700 | 9138 9134
800 | 922,9 | 9234 800 | 9013 900,9
900 | 912,31 9129 900 | 889,0 888.,6
1000 | 901,8 | 902,5 1000 | 876,8 876.3
1100 | 891,5 [ 892,2 1100 | 864,8 864,2
1200 | 881,2 | 8819 1200 | 852,9 8523
1300 | 871,0 | 871.8 1300 | 841,1 840,5
1400 | 8609 | 861,8 1400 | 8294 828,8
1500 | 850,9 | 851,9 1500 | 817.9 8172
1600 | 841,1 | 842,0 1600 | 806,5 805,8
1700 | 831,3 | 8323 1700 | 7953 794,5
1800 | 821,6 | 822,6 1800 | 784,1 783,3
1900 | 811,9 | 8131 | 1 1900 | 773,1 7723
2000 | 802,4 | 803,6 } | 2000 | 789,6 | 789,8 | | 2000 | 762,3 7614

927

Tabela 1; Valores de p, e p obtidos, respectivamente, com

as equagdes (12) e (18), em fungdo da altitude.

VI Conclusao

Usamos, na equagao (1) a aproximagao 140, 0185(¢/p+
€o/po) & 1, obtendo-se a Equagdo Barométrica Apro-
ximada de Laplace: a equac¢do (5). Comparando-se
essa equagdo com a equacgao (6), apresentada por Dias
(1917), verificou-se que o coeficiente de dilatacao dos
gases e o gradiente atmosférico térmico sao, respectiva-
mente, 8 = (1/272,5) °C~t e & = 5,56 x 1073 °C/m,
ligeiramente diferentes dos valores padronizados atual-
mente. Sera que o coeficiente de dilatacao dos gases
e o gradiente atmosférico térmico eram conhecidos por
Laplace com os valores apresentados por Dias? Em
relacao aos valores atuais, essas grandezas fisicas apre-
sentam os seguintes desvios: Eg ~ 0,25% e E, &~ 14%.
Por outro lado, na equacao (6), ndo se leva em conta
as variacoes da pressao com a latitude, assumindo-se
1y = 1, 0 que nao nos parece correto.

Transformou-se a equagao (5) na equagao (12), pelo
motivo de se ter encontrado maior facilidade em se cal-
cular n, em fungao de ¢, K, z e Ry do que em fungao
de possiveis valores tabelados de gy, gx . € gx 0.

As equagdes (12) e (18) sio equivalentes. Chegamos

a essa conclusao pela simples observacgao dos resultados
das pressoes p e p*, calculados, respectivamente, com
as equagoes (12) e (18) e registrados na Tabela 1.
Poder-se-ia levar em conta, também, na equacao
(18), a umidade atmosférica, pelas variagdes que o
vapor d’agua poderia causar em M que representa a
massa molecular média da baixa atmosfera terrestre.
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