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Neste trabalho, �e descrito um modelo eletrost�atico para o c�alculo do per�l da banda de condu�c~ao em
heteroestruturas semicondutoras. Procedimentos num�ericos simples abordados em cursos de F��sica
Computacional s~ao utilizados para descrever algumas caracter��sticas de estruturas semicondutoras
como a forma da banda de condu�c~ao quando dois materiais diferentes s~ao unidos.

In this work, we describe the use of physical concepts in the development of a electrical model for
explain the behavior of semiconductor junctions. General numerical procedures used in Computa-
tional Physics courses are applied to semiconductor structures in order to describe some aspects of
charge distribution in the conduction band of an heterostructure.

I Introdu�c~ao

Ap�os a inven�c~ao do transistor em 1948 [1], a pesquisa
em semicondutores foi uma das �areas da F��sica que mais
se desenvolveram. Na d�ecada de 70 o conceito de hete-
roestrutura, ou seja, a uni~ao de materiais diferentes deu
outro grande impulso �a F��sica mas de um modo ge-
ral, in
uenciando n~ao somente a �area de semiconduto-
res. O grande desenvolvimento das heteroestruturas se
deve �a facilidade de controle das propriedades el�etricas
e �opticas em conseq�uência da 
exibilidade da estrutura
das bandas [2, 3].

O desenvolvimento dos dispositivos eletrônicos ba-
seados em heteroestruturas alcan�cou seu atual est�agio
de so�stica�c~ao, em grande parte, gra�cas �a uni~ao en-
tre experimentos reais e experimentos computacionais
(simula�c~oes). Simula�c~oes num�ericas dos comportamen-
tos el�etrico e �optico de dispositivos semicondutores
constituem-se em uma ferramenta muito �util para o es-
tudo dos fenômenos f��sicos que se relacionam com as
propriedades destes dispositivos, uma vez que a de-
termina�c~ao da resposta de um sistema semicondutor
�a aplica�c~ao de uma excita�c~ao externa (por exemplo,
campo el�etrico) pode ser comparada com resultados ex-
perimentais. A descri�c~ao de uma situa�c~ao experimental
espec���ca atrav�es de m�etodos num�ericos pode ser algo
complicado, dependendo basicamente da complexidade

do sistema estudado e da exatid~ao do modelo te�orico
usado. Por outro lado, o processo de implementa�c~ao
do modelo te�orico na descri�c~ao de um dado sistema �e
um exerc��cio rico em conceitos f��sicos e principalmente,
permite a aplica�c~ao deles em situa�c~oes pr�aticas.

Para falarmos de jun�c~oes semicondutoras ou de um
modo geral, de semicondutores, necessitamos de um
passo anterior que �e o conhecimento do conceito de
bandas de energia dos materiais: consideremos um sis-
tema de dois �atomos, os quais est~ao separados por uma
distância muito maior que o raio de cada um deles. To-
dos os n��veis eletrônicos deste sistema s~ao duplamente
degenerados com rela�c~ao �a troca de part��culas. Por
exemplo, um el�etron que est�a no n��vel 1s de um destes
�atomos tamb�em pode ocupar o n��vel 1s do outro �atomo:
h�a duas fun�c~oes de ondas distintas com a mesma ener-
gia, ou degenerescência dupla. Em seguida, aproxi-
mando os �atomos progressivamente n~ao �e mais poss��vel
desprezar a intera�c~ao entre eles: a degenerescência �e
quebrada e assim aparecem dois n��veis com autofun�c~oes
e energias distintas.

A extens~ao deste racioc��nio �e imediata: num sistema
de três �atomos todos os n��veis s~ao triplamente degene-
rados, com quatro �atomos os n��veis apresentam degene-
rescência de ordem quatro, e assim por diante. Se con-
siderarmos n �atomos pr�oximos, cada n��vel atômico ser�a
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expandido em n n��veis distintos. Como conseq�uência do
grande n�umero de �atomos presentes em um cristal (n
�1023) e do arranjo peri�odico destes �atomos formando
a rede cristalina, os estados energ�eticos que descrevem
o cristal se organizam de forma peculiar atrav�es do sur-
gimento de faixas cont��nuas destes estados, por�em limi-
tadas e separadas uma das outras por faixas de energias
proibidas. As faixas de energias permitidas s~ao as cha-
madas bandas de energia.

Na �gura 1 temos a representa�c~ao esquem�atica da
discuss~ao acima. Note que entre as faixas de estados
permitidos existe um intervalo sem estados eletrônicos,
chamado de \gap" (intervalo proibido) de energia.
Dessa forma podemos caracterizar, a grosso modo, os
diferentes materiais em condutores (se n~ao h�a gap ou
se �e muito pequeno) e isolantes (se o gap �e grande). Os
semicondutores apresentam gaps com energias da or-
dem de alguns eV, apresentando tanto caracter��sticas de
condutores como de isolantes, em fun�c~ao de parâmetros
externos (temperatura, campo el�etrico, etc).

Figura 1. Conforme os �atomos se aproximam, a degene-
rescência dos n��veis atômicos �e quebrada e as energias s~ao
distribu��das em um n�umero de n��veis igual ao n�umero de
�atomos do sistema. Note que as bandas de energia assim
formadas podem se cruzar, e se estes n��veis estiverem ocu-
pados, teremos um s�olido com comportamento met�alico.

Neste trabalho, usaremos simula�c~oes num�ericas

para a determina�c~ao do per�l da banda de condu�c~ao

caracter��stico de duas estruturas semicondutoras:

a primeira �e formada por um semicondutor uni-

forme (GaAs) e a outra, uma heteroestrutura

(GaAs=AlGaAs). Nas se�c~oes 2 e 3, discutiremos como

resolver o problema do c�alculo do per�l da banda de

condu�c~ao utilizando conceitos fundamentais como a

equa�c~ao de Poisson. Na se�c~ao 4, ser~ao discutidos os

m�etodos num�ericos empregados e a implementa�c~ao dos

c�alculos. Finalmente, ser~ao apresentados os resultados

e discuss~oes juntamente com a conclus~ao.

II Modelo eletrost�atico para a

distribui�c~ao de cargas

Para desenvolver nosso modelo, temos que escolher as

quantidades f��sicas que s~ao importantes para a des-

cri�c~ao do potencial el�etrico numa estrutura semicon-

dutora. Neste trabalho trataremos apenas a banda de

condu�c~ao, uma vez que considera�c~oes e id�eias an�alogas

podem ser igualmente aplicadas �a banda de valência.

Quando falamos em um dispositivo eletrônico, necessa-

riamente temos que considerar a existência de contatos

el�etricos que permitam a liga�c~ao do material semicon-

dutor que constitui o dispositivo com o mundo externo,

como por exemplo um circuito experimental para a de-

termina�c~ao das propriedades eletrônicas do semicondu-

tor. Estes contatos s~ao geralmente constru��dos com

�lmes met�alicos depositados sobre o semicondutor[5].

Dois tipos b�asicos de contatos podem ser utilizados [1]:

os contatos ôhmicos ou lineares e os contatos reti�cado-

res (contatos Schottky). Vamos considerar o caso sim-

ples de um contato metal-semicondutor (MS) do tipo

reti�cador, no qual o semicondutor �e uniforme (�gura

2). Para a descri�c~ao de um sistema no qual existem

cargas, um caminho poss��vel �e a utiliza�c~ao da equa�c~ao

de Poisson:

d2�(x)

dx2
=

�

"s
(1)

onde � �e o potencial eletrost�atico, e � a densidade

de cargas distribu��das no sistema e "s �e a constante

diel�etrica. �E razo�avel tratar apenas uma dire�c~ao por-

que o campo el�etrico sob o metal do contato el�etrico �e

uniforme e perpendicular �a superf��cie [4]. Neste traba-

lho assumiremos que os semicondutores s~ao do tipo n,

ou seja, os portadores de carga s~ao os el�etrons.

Na �gura 2 est�a o diagrama da evolu�c~ao das bandas

de energia no espa�co real (energia � distância) para

uma jun�c~ao MS no caso de um contato reti�cador.

Quando n~ao est~ao em contato (�gura 2a), as bandas

s~ao planas e cada material possui um potencial qu��mico

bem de�nido; colocados em contato, tem in��cio um pro-

cesso de busca de equil��brio (situa�c~ao na qual o n��vel de

Fermi �e cont��nuo atrav�es de toda a estrutura) atrav�es

da troca de part��culas entre os dois materiais. Se as

part��culas trocadas n~ao tivessem cargas, nada ocorreria

com as bandas de condu�c~ao dos dois materiais. Como

os el�etrons possuem carga, a separa�c~ao espacial entre

eles produz um campo el�etrico que curva as bandas (�-

gura 2b) criando uma regi~ao desprovida de el�etrons,

conhecida como regi~ao de deple�c~ao.

Para que a equa�c~ao de Poisson descreva o per�l (em

energia) da banda de condu�c~ao, precisamos estabelecer

uma rela�c~ao entre a energia dos el�etrons na banda de
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condu�c~ao (Ec) e o potencial �(x). Note que o poten-

cial varia com a posi�c~ao, o que implica numa corres-

pondente varia�c~ao da energia eletrônica na banda de

condu�c~ao (�gura 2b):

Ec(x) = EF � q�(x) (2)

com q sendo a carga elementar e EF o n��vel de Fermi.

Continuando, devemos agora determinar qual �e a den-

sidade de carga � (= �(x), por unidade de volume), a

qual �e composta por el�etrons na banda de condu�c~ao e

pela carga dos doadores ionizados. As concentra�c~oes

de portadores s~ao determinadas normalmente atrav�es

da estat��stica de Fermi-Dirac (ou Boltzmann); no nosso

caso por�em, a an�alise �e mais complicada porque a ener-

gia eletrônica depende da posi�c~ao, como mencionado

acima. Assumimos que o semicondutor �e do tipo n

e assim, a distribui�c~ao de el�etrons livres na banda de

condu�c~ao �e dada por [6]:

n(x) =

Z
1

EC

g(E; x)f(E; x)dE (3)

onde g(E; x) �e a densidade de estados e f(E; x) �e a

bem conhecida fun�c~ao de ocupa�c~ao de Fermi-Dirac (na

referência [7] �e dada uma deriva�c~ao completa da dis-

tribui�c~ao de Fermi-Dirac e s~ao analisados v�arios casos

limites interessantes para ambas g(E) e f(E)).

Figura 2. (a) metal e semicondutor como sistemas sepa-
rados; (b) quando estes dois sistemas s~ao unidos, a troca
de cargas entre os dois curva as bandas de energia pr�oximo
�a interface. Somente as bandas do semicondutor se cur-
vam, a princ��pio, porque o campo el�etrico gerado pela troca
de cargas n~ao consegue penetrar no metal, sendo blindado
pela grande n�umero de el�etrons no metal. Note que esta-
mos trabalhando com um diagrama de energia em fun�c~ao da
distância. Neste esquema, �B �e a altura da barreira Schot-
tky, �m �e a fun�c~ao trabalho do metal e � �e a eletroa�nidade
do semicondutor.

Computando a carga l��quida, devemos considerar

tamb�em os �atomos doadores1 que est~ao ionizados apre-

sentando, portanto, carga diferente de zero. Assumire-

mos ainda, que os doadores est~ao distribu��dos unifor-

memente atrav�es de toda a estrutura. Na se�c~ao 3 ser�a

discutida a utiliza�c~ao de dopagem n~ao uniforme em he-

teroestruturas, um procedimento usual na constru�c~ao

de dispositivos semicondutores o qual busca otimizar

algumas das propriedades destes.

Com esta contribui�c~ao, consideramos todas as fon-

tes de carga no nosso sistema [8] e �nalmente podemos

escrever a equa�c~ao de Poisson, completa:

d2�(x)

dx2
=

�(x)

"s
=

q

"s

�
n(x)�N+

d

�
(4)

N+
d representando o n�umero de doadores ionizados.

Esta �e a forma geral para a equa�c~ao de Poisson numa

estrutura semicondutora, seja formada por camadas de

semicondutores diferentes ou n~ao2. Temos ainda um

ponto a considerar: matematicamente, para a solu�c~ao

de uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem necessi-

tamos de duas condi�c~oes iniciais para iniciar os c�alculos,

como o potencial e sua derivada (campo el�etrico num

dado ponto); por outro lado, como a equa�c~ao (4) est�a

acoplada a uma situa�c~ao f��sica real, existem condi�c~oes

de contorno que devem ser satisfeitas. Na interface MS

(x = 0), o potencial �(x) tem um valor bem determi-

nado, dado pela altura da barreira Schottky �B (�gura

2). No interior do semicondutor (x = 1), a neutra-

lidade de carga deve existir e assim o campo el�etrico

deve ser nulo. Portanto, as duas condi�c~oes de contorno

para nosso problema s~ao:

�(x = 0) = �B (5)�
d�(x)

dx

�
x�!1

= 0 (6)

Note que (5) e (6) n~ao coexistem no mesmoponto do

eixo x (veja �gura 2) o que n~ao nos impede de utiliz�a-las

como \condi�c~oes iniciais". Isto �car�a mais claro quando

desenvolvermos o m�etodo num�erico para a solu�c~ao da

equa�c~ao de Poisson.

1Doadores s~ao �atomos de impurezas colocados intencionalmente em um cristal semicondutor com o objetivo de trazer o n��vel de
Fermi pr�oximo �a banda de condu�c~ao, fornecendo el�etrons extras ao semicondutor. Veja por exemplo, as referências [2], [4] ou [6].

2Isto �e v�alido desde que n~ao existam descontinuidades nas bandas de condu�c~ao e valência. Estas descontinuidades causam o apa-
recimento de po�cos de potencial que con�nam portadores e a grosso modo, mudam localmente a dimensionalidade do g�as eletrônico
con�nado.
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III Jun�c~ao metal-semicondutor

com uma heteroestrutura

Inicialmente precisamos de�nir uma heteroestrutura se-

micondutora: �e a uni~ao entre dois semicondutores dife-

rentes, basicamente. Na �gura 3 temos um esquema do

diagrama de bandas de energia para dois semiconduto-

res (de gaps diferentes) isolados (a) e para uma jun�c~ao

em equil��brio (b). Dois efeitos devem ser considerados

quando os semicondutores s~ao colocados em contato:

como têm gaps diferentes, a jun�c~ao originar�a uma des-

continuidade (�Ec) nos per�s das bandas de condu�c~ao

e de valência ao longo da dire�c~ao x; part��culas (por-

tadores) migram de um para outro material at�e que

a condi�c~ao de equil��brio seja alcan�cada com o curva-

mento das bandas na regi~ao da interface (note aqui a

semelhan�ca com a jun�c~ao MS). Assim, na interface, te-

mos:

EC1 = EC2 ��EC; (7)

com EC1 e EC2 representando o per�l da banda de

condu�c~ao para os materiais de cada lado da interface

(x = xinter). Considerando contatos el�etricos nesta es-

trutura, o per�l do potencial desde a interface com o

metal at�e o interior do semicondutor �e semelhante ao

apresentado na �gura 3c. Toda a discuss~ao sobre a

equa�c~ao de Poisson continua v�alida para cada parte

da heteroestrutura: nossa tarefa agora �e acoplar as

solu�c~oes da equa�c~ao de Poisson na interface (x = xinter)

atrav�es das condi�c~oes de contorno para o potencial e

para o campo el�etrico. Os potenciais e suas derivadas,

para cada lado da jun�c~ao, est~ao relacionados de acordo

com:

�+ = �� +�� (8)

"+
d�+

dx
= "�

d��
dx

+ �inter (9)

com

�� =
�Ec

q

Os subscritos +,� indicam os lados esquerdo e di-

reito da interface e �inter �e a densidade de carga su-

per�cial acumulada na interface. A primeira condi�c~ao

(equa�c~ao (8)) diz respeito �a continuidade do potencial,

enquanto que a segunda (equa�c~ao (9)) estabelece que

o campo el�etrico na interface �e descont��nuo se houver

acumula�c~ao de carga na regi~ao da interface. N�os consi-

deraremos o caso em que �inter �e nulo, para simpli�car

a utiliza�c~ao da condi�c~ao de contorno (9). De maneira

geral, �inter n~ao �e nulo (ver se�c~ao 4) e nesta regi~ao

ocorre quantiza�c~ao do movimento eletrônico na dire�c~ao

de crescimento da estrutura (dire�c~ao x, na �gura 3).

Esse assunto, muito rico em conceitos f��sicos, ser�a dis-

cutido futuramente.

Figura 3. (a) dois semicondutores separados, caracterizados
pelo seus respectivos potenciais qu��micos e energia dos gaps;
(b) quando unidos, ocorre troca de cargas e o sistema cami-
nha para a situa�c~ao onde h�a um potencial qu��mico m�edio;
(c) jun�c~ao metal-heteroestrutura.

Como j�a citado, nossos c�alculos consideram que a

dopagem das estruturas �e uniforme. Entretanto, �e in-

teressante notar que em dispositivos como o apresen-

tado esquematicamente na �gura 3c, faz-se uso de do-

pagem n~ao uniforme para incrementar algumas propri-

edades destas estruturas. O movimento de cargas pa-

ralelo �a interface entre os dois semicondutores (�gura

3c) �e quase livre, sendo limitado em parte pelo espa-

lhamento coulombiano (intera�c~ao entre os �atomos doa-

dores ionizados e os el�etrons) e pelo espalhamento por

fônons [6]. Para diminuir o espalhamento coulombiano,

temos que separar as cargas positivas (doadores ioni-

zados) das negativas (el�etrons), colocando os doadores

a uma distância apropriada da interface: para isto, �e

inclu��da no semicondutor de maior gap uma camada

espa�cadora n~ao dopada (regi~ao delimitada por xspacer
na �gura 3c): os el�etrons da regi~ao x < xspacer dopada,

s~ao transferidos para a interface e �cam separados espa-

cialmente dos doadores ionizados por um distância igual

a xinter�xspacer (alternativamente, pode-se incluir uma

camada dopada no semicondutor de gap maior n~ao do-

pado). Com a inclus~ao desta barreira espacial, o es-

palhamento coulombiano pode ser praticamente elimi-

nado e a mobilidade eletrônica aumenta signi�cativa-

mente [10]. A largura da camada espa�cadora deve ser

cuidadosamente determinada, pois se for muito grande

torna-se dif��cil a passagem de el�etrons da regi~ao doa-

dora para a interface. Para os nossos c�alculos a inclus~ao

da camada n~ao dopada pode ser facilmente realizada
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se dividirmos o semicondutor de gap maior em duas

regi~oes que s~ao idênticas, diferindo apenas pela dopa-

gem. Assim para levar em conta a camada n~ao dopada,

a equa�c~ao de Poisson deve considerar a dopagem nula

se xspacer < x < xinter.

IV Solu�c~ao da equa�c~ao de Pois-

son

Constru��do o modelo, temos que implement�a-lo com-

putacionalmente visto que a solu�c~ao anal��tica para a

equa�c~ao de Poisson neste sistema somente pode ser re-

alizada em alguns casos limites (por exemplo, quando

usamos a distribui�c~ao de Boltzmann). Uma pr�atica co-

mum quando da solu�c~ao de equa�c~oes que descrevem

sistemas f��sicos �e tornar adimensionais todas as quan-

tidades envolvidas nos c�alculos evitando assim, erros

num�ericos quando s~ao tratadas constantes in�nitesi-

mais como a constante de Planck [9]. Vamos reescre-

ver a equa�c~ao (4) numa forma mais conveniente (ver

equa�c~ao (2)), de�nindo:

u(x) =
EF � Ec(x)

kT
=

q�(x)

kT
(10)

A substitui�c~ao da equa�c~ao (10) na equa�c~ao de Pois-

son (equa�c~ao 4) fornece:

kT

q

�
d2u

dx2

�
=

q

"s

�
n(x; u)� N+

d (u)
�

(11)

Da mesma forma, as condi�c~oes de contorno nas in-

terfaces (eqs. (5), (6), (8) e (9)) devem ser reescritas

aplicando-se as mesmas transforma�c~oes:

u(x = 0) =
q�B

kT
(12)

u(1) =
q(cte)

kT
;

�
du(x)

dx

�
x�!1

= 0 (13)

u+ = u� +
q��

kT
(14)

du+
dx

=
du�
dx

(15)

considerando, por simplicidade que

"+s � "�s (16)

(a igualdade entre as constantes diel�etricas �e

razo�avel para sistemas GaAs=AlGaAs, como o que ser�a

tratado aqui [10]).

Nosso problema reduziu-se a resolver a equa�c~ao (11)

por um m�etodo num�erico qualquer. Entretanto, para

otimizar os procedimentos num�ericos ao m�aximo pode-

mos escolher mais cuidadosamente aquele a ser usado.

Novamente ser�a tratado o caso de um contato MS no

in��cio e depois a discuss~ao ser�a estendida a uma hete-

roestrutura.

Um m�etodo interessante �e o das diferen�cas �nitas:

vamos discretizar o problema, ou seja, montar uma

grade de valores para a fun�c~ao u(x); desde a interface

MS at�e um ponto no interior do semicondutor, e com

espa�camento dado por �x. N~ao conhecemos os valores

intermedi�arios de u(x) e por isso temos que usar um

procedimento pelo qual, partindo de uma das condi�c~oes

de contorno, o ponto imediatamente seguinte seja cal-

culado, e assim por diante. Usando uma expans~ao em

s�erie de Taylor, a derivada de segunda ordem presente

na equa�c~ao (11) pode ser colocada em termos das dife-

ren�cas entre os valores da fun�c~ao u(x), espa�cados por

�x:

c

d2u

dx2
=

u(x+�x)� 2u(x) + u(x��x)

�x2
(17)

e assim, a equa�c~ao (11) �ca:

u(x+�x)� 2u(x) + u(x��x)

�x2
=

q

"s

�
n(x; u)� N+

d (u)
�

(18)

A discretiza�c~ao da equa�c~ao diferencial (11) deu origem a um sistema de N equa�c~oes acopladas, que podem ser

representadas como uma matriz. Para ilustra�c~ao, vamos considerar N = 5:

u(1) = umetal=semic

u(1)� 2u(2) + u(3) =
�(2)

"s
�x2

u(2)� 2u(3) + u(4) =
�(3)

"s
�x2
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u(3)� 2u(4) + u(5) =
�(4)

"s
�x2

u(5) = u1

ou

2
66664

1 0 0 0 0
1 �2 1 0 0
0 1 �2 1 0
0 0 1 �2 1
0 0 0 0 1

3
77775

2
66664

u(1)
u(2)
u(3)
u(4)
u(5)

3
77775 =

2
666664

umetal=semic
�(2)
"s

�x2

�(3)
"s

�x2

�(4)
"s

�x2

u1

3
777775

(19)

d

onde umetal=semic e u1 representam os potenciais na
interface MS e no in�nito, respectivamente.

Note que a matriz est�a colocada numa forma tri-
diagonal, na qual somente três diagonais n~ao s~ao nu-
las. Matrizes deste tipo podem ser resolvidas e�cien-
temente, usando-se m�etodos compactos como o da eli-
mina�c~ao de Gauss (no caso de equa�c~oes lineares) ou,
por exemplo, o m�etodo Newton para sistemas n~ao line-
ares. Em nosso caso, as equa�c~oes s~ao todas n~ao lineares,
uma vez que a densidade de carga depende do poten-
cial (veja equa�c~ao (11)) e somente um m�etodo iterativo,
que a cada itera�c~ao atualiza todas as quantidades en-
volvidas no problema em fun�c~ao do resultado �nal do
passo anterior, pode fornecer resultados corretos. No
apêndice A est�a resumida a id�eia do m�etodo de Newton
quando aplicado na resolu�c~ao de sistemas de equa�c~oes.

Novamente, todo o desenvolvimento acima perma-
nece v�alido no caso de uma heteroestrutura. A �unica
diferen�ca �e a inclus~ao de uma interface na regi~ao do se-
micondutor. Isto pode ser feito de v�arios modos, como
por exemplo, incluir a descontinuidade das bandas di-
retamente na discretiza�c~ao da equa�c~ao de Poisson, tor-
nando o modelo mais compacto, e ligeiramente mais
dif��cil para a implementa�c~ao. No nosso caso, foi ado-
tada uma formamais direta para resolver o problema da
interface, mas que consome mais tempo: o sistema foi
separado em dois outros, cada um abrangendo um semi-
condutor diferente (veja a �gura 3). Dessa forma, pode-
mos igualmente aplicar o m�etodo de discretiza�c~ao para
as duas camadas e impor que o potencial em x = xinter
para ambas seja coerente com as condi�c~oes (14) e (15).

O procedimento geral para o c�alculo pode ser assim
resumido:

1 �xamos a temperatura do sistema e o valor da
altura da barreira Schottky, a largura das cama-
das e a dopagem da estrutura (N+

D ); em seguida
calculamos atrav�es da equa�c~ao (12), o valor do
potencial reduzido umetal=semic na interface MS;

2 calculamos o valor do potencial reduzido no in-

�nito, considerando o n��vel de Fermi como re-
ferência. Para isso, pode-se supor que os el�etrons
da banda de condu�c~ao no interior do semicondu-
tor estejam sujeitos �a distribui�c~ao de Boltzmann
e assim, u1 = � ln(NC

N+

D

), sendo NC �e o n�umero

de estados na banda de condu�c~ao (isso �e v�alido se
NC > N+

D [5]);

3 escolhemos um valor para o potencial, digamos
u = uteste

�
(um valor apropriado seria ��; por

exemplo) em x = xinter, j�a que a priori, n~ao o
conhecemos;

4 integramos a equa�c~ao de Poisson desde x = 0,
com u = umetal=semic at�e x = xinter com u =
uteste
�

; em seguida, partimos para o outro lado e
integramos desde x = 1 at�e x = xinter onde co-
locamos u+ = uteste

�
� q��

kT ;

5 testamos a condi�c~ao (15) dentro de uma precis~ao
previamente estipulada. Se n~ao for veri�cada (o
que normalmente acontece), escolhemos um novo
valor para uteste

�
, voltamos ao passo 3 e repetimos

o procedimento subseq�uente at�e que a condi�c~ao
acima seja veri�cada.

Este procedimento necessita de v�arias itera�c~oes at�e
que a desejada precis~ao seja alcan�cada. O resultado do
c�alculo �e a forma do potencial reduzido u(x) ao longo
da estrutura, que pode ser transformado no potencial
real (�(x)) mediante o uso da equa�c~ao (10). Usando
agora a equa�c~ao (2) conseguimos, �nalmente, determi-
nar a forma do per�l da banda de condu�c~ao.

Finalmente, vamos aplicar os c�alculos descritos
acima em estruturas reais, como as representadas na
�gura 4a: a primeira �e uma estrutura simples com ape-
nas um tipo semicondutor (GaAs); a outra �e uma hete-
roestrutura formada por duas camadas de semicondu-
tores diferentes (AlGaAs e GaAs). O per�l da banda
de condu�c~ao calculada como fun�c~ao da coordenada x

podem ser vista, para as duas estruturas, na �gura 4b.
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Figura 4. (a) Amostras usadas para os c�alculos; (b) Per�l da banda de condu�c~ao para a amostra de GaAs (linha pontilhada)
e para a heteroestrutura de AlGaAs=GaAs (linha s�olida), ambas de�nidas na �gura 4a. Note a descontinuidade na banda
de condu�c~ao da heteroestrutura, representando a diferen�ca das energias do gap dos dois materiais. A descontinuidade na
banda de condu�c~ao da jun�c~ao AlGaAs=GaAs est�a ampliada no esquema em destaque; (c) Per�s de distribui�c~ao eletrônica
calculada usando o potencial eletrônico para a amostra de AlGaAs=GaAs e experimental, usando medidas de capacitância.

A forma do fundo da banda de condu�c~ao para a

heteroestrutura (linha s�olida na �gura 4b) mostra um

comportamento interessante na regi~ao da interface en-

tre as camadas de GaAs e AlGaAs: nesta posi�c~ao,

as cargas est~ao sujeitas a um potencial aproximada-

mente triangular (veja o esquema em destaque na �-

gura 4b). Quando o tamanho desta regi~ao �e com-

par�avel ao comprimento de de Broglie para os porta-

dores (� 100�A), este potencial triangular se comporta

como um po�co de potencial quântico. Dessa forma,

nossa suposi�c~ao de que a carga acumulada na regi~ao

da interface n~ao necessitava ser levada em conta para o

c�alculo do per�l da banda de condu�c~ao �e v�alida apenas

numa primeira aproxima�c~ao quando efeitos quânticos

podem ser desprezados. Por outro lado, quando n~ao �e

poss��vel desprez�a-los, devemos considerar que as cargas

est~ao localizadas em n��veis de energia discretos, origi-

nados pelo con�namento quântico. Para o correto tra-

tamento deste problema temos que resolver de forma

auto-consistente as equa�c~oes de Schroedinger e Poisson:

a carga da regi~ao do con�namento, que deve ser com-

putada pela equa�c~ao de Poisson, depende da presen�ca

de el�etrons na regi~ao do po�co determinada pela equa�c~ao

de Schroedinger; por sua vez, a equa�c~ao de Schroedin-

ger depende da forma do potencial con�nante, calcu-

lado pela equa�c~ao de Poisson. Este problema �e relati-

vamente complicado fugindo do objetivo deste trabalho;

podemos considerar o modelo usado como semi-cl�assico

por n~ao levar em conta as contribui�c~oes quânticas na

interface entre os dois semicondutores.

Na �gura 4c temos a distribui�c~ao dos el�etrons por

unidade de volume ao longo da coordenada x para a he-

teroestrutura. �E interessante notar que a concentra�c~ao

de cargas na regi~ao da interface entre as camadas de

AlGaAs e GaAs �e pronunciada, fato esperado se olhar-

mos para a forma peculiar do potencial nesta regi~ao.

Note ainda, que na �gura 4c, a distribui�c~ao apresenta

pr�oximo �a interface MS uma regi~ao onde o n�umero

de el�etrons por unidade de volume �e muito pequeno:

esta �e a regi~ao de deple�c~ao citada na se�c~ao 2, fruto da

redistribui�c~ao de cargas nas proximidades desta inter-

face. A t��tulo de compara�c~ao, a distribui�c~ao eletrônica

pode ser determinada experimentalmente atrav�es de al-

gumas t�ecnicas como medidas de capacitância ou suas

derivadas e espectrocopia de massa de ��ons secund�arios

(SIMS) [12, 13, 14]. Na �gura 4c (linha pontilhada), ve-

mos a distribui�c~ao eletrônica para uma heteroestrutura

semelhante �a usada nos c�alculos. Resumidamente, a

distribui�c~ao experimental pode ser assim determinada:

a capacitância diferencial da jun�c~ao MS �e medida para

diferentes voltagens aplicadas ao sistema e ent~ao, pode-

mos encontrar o per�l de distribui�c~ao de el�etrons com

ajuda das seguintes equa�c~oes [15]:

n(w) =
C3

qS"s

�
dC

dV

�
�1

(20)

w =
"s
C
S (21)
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onde n(w) �e a concentra�c~ao eletrônica na posi�c~ao w

medida a partir da interface MS, C �e a capacitância, S

a �area do contato Schottky. Com estas duas equa�c~oes

podemos determinar qual �e a concentra�c~ao de el�etrons

num determinado ponto da estrutura (w) e qual �e a

distância deste ponto em rela�c~ao �a interface MS.
�E interessante notar que todos os c�alculos anteri-

ores foram realizados para um sistema isolado, sem

a in
uência de campos el�etricos externos. Considere

agora que aplicamos um potencial externo na jun�c~ao

metal-heteroestrutura: haver�a uma varia�c~ao adicional

na forma da banda de condu�c~ao, dependendo essen-

cialmente da intensidade e dire�c~ao do campo el�etrico

aplicado, como mostrado na �gura 5a. Na �gura 5b,

aparece a distribui�c~ao eletrônica na heteroestrutura

para três voltagens aplicadas (VB), mostrando clara-

mente uma varia�c~ao sens��vel no n�umero de el�etrons

localizados na interface AlGaAs=GaAs. Portanto,

uma varia�c~ao no potencial aplicado �a jun�c~ao metal-

heteroestrutura pode determinar a acumula�c~ao ou o

esvaziamento do po�co triangular com el�etrons. Esta �e

a base de opera�c~ao de um transistor conhecido como

HEMT (High Electron Mobility Transistor). Para

compreender melhor esta situa�c~ao, vamos considerar a

jun�c~ao metal-heteroestrutura como uma estrutura tri-

dimensional (�gura 5c). Analisando a estrutura deste

ponto de vista, o po�co de potencial �e na realidade um

canal condutor que se estende nas dire�c~oes z,y. Va-

mos inserir, como mostrado na �gura 5c, dois contatos

el�etricos E e C nas bordas deste canal; o contato Schot-

tky ser�a chamado de B. Aplicando um potencial entre

os terminais E e C (VEC), teremos uma corrente circu-

lando pelo canal eletrônico dependente do n�umero de

el�etrons presentes (lembre que j = nev [16]). Por outro

lado, sabemos que a varia�c~ao do potencial aplicado no

contato Schottky (B) controla a quantidade de el�etrons

no canal (�gura 5c), e portanto, poderemos controlar a

corrente entre C e E, pela varia�c~ao do potencial no ter-

minal B: isto �e o efeito transistor [1]. A alta mobilidade

a que se refere a siglaHEMT , vem do fato dos el�etrons

moverem-se quase livremente no canal eletrônico [17].

Figura 5. (a) Per�l do banda de condu�c~ao para a jun�c~ao AlGaAs=GaAs em três polariza�c~oes diferentes. Note que para
VB = �0:5V n~ao temos mais um po�co de potencial; (b) Distribui�c~ao eletrônica correspondente. Como o n�umero de el�etrons
na interface entre AlGaAs e GaAs depende do per�l da banda de condu�c~ao, para VB = 0:5V , aparece um aumento da
quantidade de el�etrons na regi~ao do AlGaAs, pr�oxima �a interface. Para VB = �0:5V como era esperado, a concentra�c~ao
eletrônica no po�co �e muito pequena; (c) esquemas simpli�cados de um transistor HEMT , mostrando a con�gura�c~ao dos
terminais (B,C e E) e o diagrama de energia.

V Conclus~ao

Neste trabalho �zemos um estudo dirigido do processo

de modelamento de uma situa�c~ao f��sica real como a dis-

tribui�c~ao de cargas em um material semicondutor, par-

tindo de conceitos baseados na forma�c~ao das bandas

de energia e usando ferramentas simples (equa�c~ao de

Poisson). Para aplicar o modelo, foi introduzido o con-
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ceito de discretiza�c~ao de um sistema qualquer para que

se possa utilizar m�etodos mais complexos de solu�c~ao

de equa�c~oes diferenciais, como o m�etodo de Newton.

Apesar de um modelo simples, nossos resultados s~ao

consistentes com os obtidos com modelos mais gerais e

complexos.

Apêndice: M�etodo de Newton

A equa�c~ao de Poisson pode ser escrita numa forma

mais geral, como mostrado pela seguinte equa�c~ao:

y" = f(x; y; y0) (22)

de�nida dentro do intervalo a � x � b e com y(a) = �

e y(b) = �. Vamos supor que f(x; y; y0) �e bem compor-

tada e que portanto, possamos de�nir:

fy =
@f

@y
e fy0 =

@f

@y0
(23)

Usando a express~ao (17), podemos reescrever a

equa�c~ao (22) como:

c

y(xi +�x)� 2y(xi) + y(xi ��x)

�x2
= f

�
xi; y(xi);

y(xi +�x)� y(xi ��x)

2�x

�
(24)

d

com i = 1; 2; 3; :::N . Dessa forma, temos um sistema de

N �N equa�c~oes para ser resolvido, idêntico ao tratado

na se�c~ao 4. Para esta tarefa, podemos usar o m�etodo de

Newton, que pode ser \facilmente" derivado. Quando

queremos encontrar a raiz de uma equa�c~ao transcen-

dental, por exemplo, podemos usar o bem conhecido

m�etodo de Newton, no qual as ra��zes s~ao obtidas por

sucessivas itera�c~oes da equa�c~ao abaixo:

xi = x0 �
f(x)

f 0(x)
(25)

Analogamente, para achar as solu�c~oes de um sis-

tema de equa�c~oes podemos genera- lizar (25) escre-

vendo:

G(x) = x��(x)F(x) (26)

escolhendo �(x) = J(x). Aqui, G(x) representa o con-

junto de solu�c~oes de F(x) = 0, assumindo �(x) n~ao

singular. A matriz J(x) �e conhecida como matriz Jaco-

biana, muito usada em transforma�c~oes de coordenadas

e c�alculos de integrais multidimensionais e pode ser es-

crita como:

J(x) =

2
64

@f1(x)
@x1

@f1(x)
@x2

::: @f1(x)
@xn

: : : :
@fn(x)
@x1

@fn(x)
@x2

::: @fn(x)
@x2

3
75 (27)

Evidentemente, a deriva�c~ao feita aqui n~ao �e de ma-

neira alguma formal, mas a analogia direta entre o pro-

cesso de encontrar uma raiz ou um conjunto de ra��zes

permanece v�alida. A implementa�c~ao num�erica �e similar

�aquela usada no caso do m�etodo de Newton \escalar".
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