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Vamos mostrar uma generaliza�c~ao da equa�c~ao vinda do problema de oscilador harmônico simples
(OHS) em potências de x(t). Estas equa�c~oes apresentam solu�c~oes simples, tornam-se �uteis nas
ilustra�c~oes de problemas did�aticos e para aplica�c~oes em testes de aproxima�c~oes, tanto num�ericas
quanto anal��ticas.

We will show a generalization of the equation coming of the problem of simple harmonic oscillator
in powers of x(t) potencies. These equations present simple solutions. Hence they become useful
in the illustrations of pedagogical problems and for applications in tests of approximations, both
numeric and analytic.

I Introdu�c~ao

O desenvolvimento de m�etodos matem�aticos que visam
facilitar o trabalho dos f��sicos �e um dos maiores entraves
para chegar a solu�c~oes de determinados sistemas f��sicos
n~ao-lineares. Sabemos que solu�c~oes para equa�c~oes di-
ferenciais destes sistemas n~ao s~ao f�aceis de se obterem.
Desta forma, este artigo exibe uma classe generalizada
de equa�c~oes diferenciais do OHS concomitante com suas
solu�c~oes.

Uma generaliza�c~ao de equa�c~oes diferenciais �e de
grande valia no refor�co de ensino ilustrativo se suas
solu�c~oes forem simples, pois, torna-se poss��vel expan-
dir outras possibilidades did�aticas e traz tamb�em, uma
ajuda oportuna para aqueles que buscam aperfei�coar
seus programas computacionais, aprimorar os testes de
t�ecnicas em aproxima�c~oes, al�em de muitas outras utili-
dades.

Com essa �loso�a o presente artigo apresenta de
forma intuitiva uma generaliza�c~ao para uma classe de
equa�c~oes com solu�c~ao harmônica, isto �e, fun�c~ao senoi-
dal. Iniciaremos pela equa�c~ao que descreve o OHS e
evoluiremos para equa�c~oes diferenciais n~ao-lineares.

II Um M�etodo Intuitivo

A equa�c~ao do OHS, �e dada por

d2

dt2
x(t) + !2x(t) = 0; (1)

onde ! �e a freq�uência angular. A solu�c~ao geral �e dada
por

x(t) = A cos(!t+ �1); (2)

onde A �e a amplitude do movimento e �1 a constante
de fase que s~ao obtidas pelas condi�c~oes iniciais.

Se, por exemplo, o sistema for um bloco de massam
suspensa por uma mola ideal num campo gravitacional
ent~ao temos

d2

dt2
x(t) + !2x(t) = g; (3)

onde x(t) representa dire�c~ao vertical. A sua solu�c~ao
geral �e dada por

x(t) = B cos(!t+ �1) + g=!2: (4)

Se incidentemente o dobro da amplitude for, 2B =
A = 2g=!2, ent~ao teremos

x(t) = A cos2(!t=2 + �2): (5)

Assim, a solu�c~ao da equa�c~ao (3) apresenta-se na forma
quadr�atica, onde a constante de fase, �1 = 2�2. Pode-
mos escalonar t! !t e x(t)! x(t)=A:

Vamos generalizar o segundo membro da equa�c~ao
(3) com uma simula�c~ao de campo externo vari�avel, ade-
quando em potências de fun�c~ao x(t). Para isso, veremos
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qual �e uma das poss��veis equa�c~oes diferenciais caso um
sistema dinâmico seja descrito pela fun�c~ao

x(t) = A cos3(!t=3 + �3): (6)

Veri�camos que pode vir de uma equa�c~ao diferencial
n~ao-linear dada por

d2

dt2
x(t) + !2x(t)�

2!2

3
A2=3x(t)1=3 = 0; (7)

onde o campo externo �e o �ultimo termo da equa�c~ao (7)
e A �e um parâmetro ajust�avel de modo que ocorra um
estado estacion�ario dado em (6).

Assim tamb�em, para um sistema com movimento
descrito pela fun�c~ao

x(t) = A cos4(!t=4 + �4); (8)

veri�camos que

d2

dt2
x(t) + !2x(t)�

3!2

4
A1=2x(t)1=2 = 0; (9)

e assim sucessivamente. Logo, por indu�c~ao, temos que,

x(t) = A cosq(!t=q + �q); (10)

cuja equa�c~ao generalizada, se escalonada, ser�a dada por

d2

dt2
x(t) + x(t) �

(q � 1)

q
x(t)q�2=q = 0: (11)

Para i = 1 temos a equa�c~ao (1) do OHS. Para q = 2
temos OHS num campo externo constante, e assim por
diante. �E interessante notar que na equa�c~ao (11) q pode
ser qualquer n�umero real diferente de zero. Esta pro-
priedade aparece por estarmos lidando com uma fun�c~ao
peri�odica. O �ultimo termo da equa�c~ao (11) representa
a for�ca de campo externo geral que pode ser produ-
zida, por exemplo, no interior de uma espa�conave cuja
propuls~ao (acelera�c~ao) pode ser ajustada a um q de-
sejado. Assim, para um observador externo, num re-
ferencial inercial, observar-se-�a a lei de movimento (1)
se a espa�conave estiver parada ou em movimento re-
til��neo e uniforme, nesse caso q = 1. Se estiver em
movimento retil��neo e uniformemente variado, teremos
a lei do tipo (3), nesse caso q = 2, vemos que h�a uma
for�ca constante atuando no sistema massa-mola ideal.
Se a espa�conave acelerar de tal modo que forne�ca uma
for�ca proporcional a x1=3 teremos q = 3, e assim por
diante. Se o referencial estiver dentro da espa�conave e
q � 2 ent~ao para este observador as equa�c~oes diferenci-
ais governadoras tornam-se de ordens superiores porque
o referencial �e n~ao-inercial. Para um observador fora da
espa�conave e em referencial inercial a lei que governa �e
de segunda ordem, a lei de Newton [1].

Para q = �1, temos a equa�c~ao de Du�ng [2],

d2

dt2
x(t) + !2x(t) + �x3(t) = 0; (12)

onde � = �2 e ! = 1. Esta equa�c~ao (12) �e encontrada
freq�uentemente em diversos estudos de sistemas hamil-
tonianos, por exemplo, na transforma�c~ao da equa�c~ao do
pêndulo simples, assim como, em m�etodos perturbati-
vos [2]. �E interessante notar que a solu�c~ao da equa�c~ao
(12) para parâmetros arbitr�arios � e ! tem solu�c~oes que
envolvem fun�c~oes el��pticas. Al�em disso, essa equa�c~ao
pode ser obtida por mudan�ca de vari�aveis, como �e feita
na equa�c~ao do pêndulo simples. Portanto, apresenta
três setores de solu�c~oes distintas [4].

Os resultados do presente estudo s~ao de fato bas-
tante simpli�cados. Para comprovar isso, testamos al-
gumas das resolu�c~oes provenientes das equa�c~oes dife-
renciais (11) pelo pacote MATHEMATICAr 3.0 [3] o
que resultaram em solu�c~oes �a primeira vista assustado-
ras e imposs��veis de se interpretar.

Uma continuidade deste trabalho �e expandir essas
formas de equa�c~oes e suas solu�c~oes a outras fun�c~oes tri-
gonom�etricas e hiperb�olicas

III Conclus~ao

Atrav�es do presente m�etodo, baseado na est�etica in-
dutiva, conseguimos encontrar uma equa�c~ao diferen-
cial n~ao linear generalizada (11) que tem como solu�c~ao
potências reais da fun�c~ao harmônica. Abre-se a possibi-
lidade de novas explora�c~oes em aplica�c~oes de m�etodos
alg�ebricos e num�ericos aproximados onde h�a necessi-
dade de solu�c~oes exatas para as suas compara�c~oes, al�em
de uso did�atico. Vamos estender brevemente a presente
abordagem para sistemas matematicamente semelhante
e assim, aqueles cujas solu�c~oes tem dinâmicas descritas
pelas solu�c~oes de fun�c~oes peri�odicas e hiperb�olicas [5].
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