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A descrigao matemdtica completa do movimento de precessio da Terra é bastante complexa mas
os principios fisicos e os seus efeitos podem ser compreendidos com um modelo simples que coloca
em evidéncia as caracteristicas principais do movimento. Isso é feito neste artigo com o uso das
equagoes de Euler para um corpo rigido e com uma linguagem apropriada a um curso de nivel

intermediario de dindmica de corpos rigidos.

I Introducao

O movimento de precessao da Terra é citado em mui-
tos livros de Mecanica e relacionado com o estudo do
piao simétrico. Os modelos usados frequentemente sao
muito simples(!:?) e, embora interessantes, nio mos-
tram claramente a maioria dos efeitos de interacao entre
o Sol, a Lua e a Terra.

A precessao da Terra foi descoberta por Hiparco em
129 a.C., ao comparar suas medidas de posicao da es-
trela Spica (« Virginis) com as de Timocharis, feitas em
273 a.C.. A variacao desta posigao foi interpretada por
Hiparco como uma rotacao da esfera das estrelas fixas
em torno de um eixo perpendicular ao plano da dérbita
da Terra (a ecliptica). Foi Copérnico quem deu a inter-
pretacao correta através de sua teoria heliocéntrica: o
eixo de rotacao da Terra descreve um cone de revolucao
em torno do eixo perpendicular a ecliptica, no sentido
retrogrado em relacao ao movimento da Terra em torno
do Sol. Finalmente, Newton foi o primeiro a descrever a
precessao com argumentos geométricos. De acordo com
ele, pelo fato da Terra nao ter uma forma esférica e seu
eixo de rotagdo estar inclinado em relagao a normal (i)
ao plano da ecliptica, a for¢a de atragao gravitacional
do Sol que atua no lado da Terra mais proximo a ele é
malor que a exercida sobre o lado mais afastado dele.
A Terra fica entao sujeita a um momento de torcao N
situado sobre a ecliptica e de sentido oposto ao seu mo-
vimento de translacao. Este momento tende a alinhar
o momentum angular L da Terra com n, causando o
movimento de precessao de I em torno de f.

O eixo de rotacao da Terra estd inclinado em relagao
ao eixo perpendicular a ecliptica de um angulo ¢ ~
23° 26’ (obliquidade da ecliptica). Além disso, & me-
dida que a Terra descreve sua érbita em torno do Sol,
este eixo mantém sua dire¢ao aproximadamente fixa no
espaco. Em consequéncia, a posicao do Sol em relagao
ao Equador terrestre varia ao longo do ano de modo

que a linha que une os centros do Sol e da Terra faz
um angulo com este plano, que varia entre 0° e 23° 26/,
tanto para o norte quanto para o sul dele. O resultado
disso é que o momento exercido pelo Sol sobre a Terra
é variavel durante o ano.

Do mesmo modo, a Lua exerce um momento sobre a
Terra, que também é variavel, pois a Lua tem seu plano
orbital inclinado em relagao a ecliptica de um angulo
i ~ 5°08. Assim, o momento resultante das forcas
gravitacionais do Sol e da Lua sobre a Terra é variavel
com o tempo. Esta é a principal diferenca entre a pre-
cessao do piao simétrico e a da Terra, que geralmente
nao € citada nos textos de Mecanica.

O método de calculo a ser utilizado constitui-se na
determinacao dos momentos exercidos pelo Sol e pela
Lua sobre a Terra; em seguida, obtém-se os termos
principais da precessao com a integracao das equacoes
de Euler, que determinam as taxas de variacao com
o tempo dos angulos de Euler (escolhidos apropriada-
mente). O modelo adotado compreende as seguintes
hipéteses:

(a) a érbita da Terra em torno do Sol é suposta circular,
com seu plano fixo no espaco;

(b) a 4rbita da Lua em torno da Terra também é
suposta circular. Como sua inclinagao em relacao a
ecliptica é pequena, ela serd suposta coincidente com
este plano;

(c) a Terra serd considerada um elipséide de revolugao,
com a razdo dos eixos principais de inércia dada por(®:
B = (C—A4)/C = 1/305,3 em que C é o momento
principal de inércia em relacao ao eixo de rotacao, A o
momento em relagao a um eixo no plano equatorial da
Terra.

I O momento perturbador

Sejam os seguintes sistemas de referéncia, em relagao
aos quais serao determinados os elementos da rotacao
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da Terra (Figura 1):

Figura 1.

(a) S(OXY7Z), com origem no centro da Terra O e pos-
suindo dire¢oes fixas na ecliptica, com OZ dirigido per-
pendicularmente a ela e orientado no sentido do he-
misfério norte relativo a Terra;

(b) S(Oxyz), fixo na Terra, com dire¢des fixas no Equa-
dor terrestre e com Oz coincidente com o eixo de
rotacao da Terra, orientado com sentido positivo para
o Pdlo Norte terrestre;

(¢) S(O€n¢) com O¢ coincidente com Oz, e Of orien-
tado ao longo da intersecao dos planos da ecliptica e
equador terrestre, com sentido positivo para o Ponto
Vernal.! Este sistema serve de intermediario nas trans-
formacoes dos sistemas anteriores. Devido & simetria
do elipsdide terrestre, seus eixos podem ser considera-
dos como eixos principais de inércia da Terra.

A rotacgao da Terra fica determinada completamente
pela variacao temporal dos angulos de Euler ¢ = XO¢,
¢ = £Ox e § = ZO(, mostrados na Figura 1; os angulos
¢ e 8 sao contados no sentido direto; o angulo ¢ é con-
tado no sentido retrégrado porque a linha dos nodos O¢
se move neste sentido.

Seja um elemento de massa dm da Terra. A forca
que o corpo perturbador C exerce sobre ele (Figura 2)

(dK = G M dm)
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O momento dessa for¢a em relagao ao centro de massa
(O) da Terra é, com ¥ = P — R:

Se (X,Y, 7) sado as componentes de Re (x,y,z) as
de p'em relacdo a O&n¢, vem:

dN¢ - | yZ —2Y
dF

N, | = 5 | 2X -2z

AN o lay —yx

O termo r~3 pode ser expresso de outra maneira:

1 I L ., 1-3/2
= = (P-R)-(P-R)| " =
- 7 -—3/2
_ L (r 2 9p /]
T RS R R

O maior valor que P pode ter é o do raio da Terra:
Ry = 6,378x10% km; o valor de R para o Sol é
R ~ 1,496x10% km e para a Lua, Ry ~ 3,844x10°
km. Portanto, P << R e a expressao acima pode ser
desenvolvida com o teorema binomial, resultando em

3 1 3
e s 1—|—ﬁ(1‘X—|—yY—|—zZ) :

Entao, as componentes do momento perturbador no

sistema S(O&n() sao:

dN¢ JK yz —zY
dN¢ Y —yX

3
B:ﬁ(l‘X—l—yY—l—zZ)

Como O¢, On, O(¢ sao eixos principais de inércia,
estas expressoes podem ser integradas sobre o volume

10 Ponto Vernal é o nodo ascendente da Ecliptica sobre o Equador Celeste. A passagem do Sol por este ponto em seu movimento
anual aparente (que ocorre em 20 ou 21 de marco), determina o inicio da primavera (outono) no hemisfério norte (sul).
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da Terra para determinar as componentes do momento
perturbador sobre toda ela. Esta integracao é simples
de ser feita pois, como O é o centro de massa da Terra,

/xdm:/ ydm:/ zdm =10
v v v

Além disso, as integrais dos produtos de inércia sao
nulas 1.é,

/xydm:/ l‘deI/ zydm =0
v v v

Entao

3GM 5 9
F YZ‘/V(y —z%)dm =

3GM
= JiE Y Z(C - A)
N, = —3GMXZ/(x2—z2)dm:
RS v

3GM
= —TXZ(C—A)
3GM
TXY/(xZ—yZ)dmZO.
v

Ne =

Ne =

Em Astronomia, a posicao do corpo perturbador em
relacao a Terra é medida pelo angulo A - denominado
longitude ecliptica - que o vetor R faz com a direcao
0¢. Se X', Y’ 7' sao as componentes deste vetor no
sistema OXYZ temos que

X' = Rcos(A+7v); Y' =Rsen(A+14); 7' =0.

As componentes do vetor R no sistema 0én( sao
obtidas das acima pela transformacao

X X' Recos A
Y| =Re(—0)Rz(¥) | Y' | = | Reosfsen A
Z z! Rsenf sen A

em que R,(é) representa uma rotagdo de um angulo é
em torno do eixo O.

As componentes nao nulas do momento perturbador
no sistema O&n¢ tornam-se

M
Ne = %(C—A)S(BTLHCOSHSC‘TLzAI
3GM
= S (C = A)sent cos [1 — cos(2 )]
N, = —3(;3]\4(0—14)567195671/\605/\2
3GM
= YR (C — A)senf sen(2 A).

IIT As equacoes de Euler
As equacoes de Euler, dadas por

dL S

— 4+ wxL =N,

dt
escritas em termos das componentes do vetores no sis-
tema Oxyz fixo na Terra. L é o momentum angular
da Terra, & é a velocidade angular de rotacdo do sis-
tema de referéncia a ela ligado, em relacao ao inercial
OXYZ, e N é o momento perturbador que atua sobre a
Terra. Como esta possul um movimento de rotagao em
torno de seu eixo Oz, as componentes de L no sistema
de eixos principais de inércia Oxyz, fixo na Terra, sao

L,=Aw, Ly, =Auw, L,=C(w, +9Q),

onde Q é a velocidade angular de rotagao da Terra em
torno de seu eixo. As equacoes de Euler ficam entao

Awe + (C—A)wyw, + Cwy Q@ = N,
Awy — (C—Awew, —Cw, @ = Ny,
d

Mas Q = 27 radianos/dia = 7,272x107° rad/s; no
caso do Sol, w = wg = 27 rad/ano = 1,991x 107
rad/s; no da Lua, w = wr = 27/27,3217 rad/dia
= 2,662x107° rad/s. Assim, o produto das compo-
nentes de & pode ser desprezado em relacao a €. As
componentes da derivada de & podem também ser de-
prezadas em uma primeira aproximacao e as equagoes
acima se reduzem a

Ny =Cuwy Ny = =Cuw; N, =0.
Para resolver estas equacoes é necessario escrever
Ng, Ny e N, em funcdo de Ng, N, e N¢. Isso é feito

através de

Ne¢ Ny
Ny | = Ra(=9) | Ny
N¢ N,
resulta em
Ne = Nycos¢p — Nyseng =
= CQ(wysen ¢+ wy cos @)
N, = Ngsen¢+ Nycosp =
= —CQ(wycosd—wy sene).
Mas
Wy sen ¢ + wycosp = 1/)5677,9

Wy COSP —wy seng = 0,
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Logo, com as expressoes de N e N,y e com 0 = ¢
(obliquidade da ecliptica), vem

: 3GM [C-A
’l/) m (T) coS ¢ [1 — 605(2 A)]

. 3GM (C-A

€ = —m (T) 567165671(2 A)

IV  Discussao

Nas equacoes acima, M é a massa do corpo perturba-
dor, R seu raio-vetor em relagao ao centro da Terrae A a
sua longitude ecliptica. Para o Sol, Mg = 1,989x 103°
kg , Rs = 1,496 x10% km, e a constante das equacdes
fica é dada por

o = 3G Ms (C—A)

T20R\ C

ou Bg = 8,426 x107° rad/ano = 17,380 /ano.

Supondo que a Lua tem seu plano orbital coin-
cidente com a ecliptica, as equagdes acima também
sao aplicaveis a ela. Assim a constante Bp para a
Lua pode ser obtida diretamente de Bg; lembrando
que Mp = (ML/MS)MS = 3,694X10_8M5 e Ry =
(Rp/Rs) Rs = 2,569x 1073 Rg vem:

B _3GMs My (Rs\” (C—A\ _
YT 9QR: Ms \ Ry c )

M 3
o= 2L Rs =218
Ms \ Rp

Isso mostra que o momento perturbador da Lua é
cerca de 2,2 vezes maior que o do Sol. As taxas de
variacao de ¥ e ¢, devidas ao efeito somado da Lua e
do Sol escrevem-se entaocomo

v = (14 «)Bgcose —
—Bg cose [cos(2Ag) + acos(2Ap)]
¢ = —DBgsene [sen(2As)+ asen(2AL)].

Essas equacgoes descrevem o movimento do sistema
0&n¢ en relacao a OXYZ. Pode-se fazer A\g = wgt,
AL =wrt, € = €(fp) = €y e integra-las, obtendo-se

Ay = (1+a)Bgcosey(t—tp) —
Bg coseg 1 o
- [E sen(2Xg) + Esen(? /\L)]
B 1
Ae = 255G [— cos(2As) + “ cos(2 /\L)]
2 ws wr

em que tg € uma constante de integracao. A primeira
das equagdes acima mostra que ¢(t) decresce linear-
mente com ¢; entdo, o eixo Of (ou o Ponto Vernal)
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se desloca sobre a ecliptica no sentido retrégrado em
relacao ao da rotagao da Terra em torno de seu eixo. Su-
perposto a este movimento, existe uma oscilacao de O¢
em torno de uma posicao média, resultante das acgoes
do Sol e Lua. Este termo nao existe no caso do piao
simétrico porque nele, o momento do péso do piao é
constante.
O termo nao peridédico dado por

AT = (14 ) Bscosep (t —tg)

é denominado precessao em longitude. Em geral (t—%g)
é medido em anos ou séculos em relagao a uma época
to.

A taxa média de precessao lunissolar é:

2w

. 1 .
<t >= — pdA= (14 «a)Bgcose =
27 J,
= 3,18 Bgcose
Inserindo os valores numéricos, Bs = 17”,38/ano

(segundos de arco/ano); coseg = 0,9175 obtém-se

< 1/.)5 > 15”95 /ano;
<4r > = 34”60 /ano;
<> 50", 55 Jano

Este tltimo valor é muito proximo do determinado atu-
almente: < ) >= 50",29/ano(*).

O Ponto Vernal desloca-se sobre a ecliptica de 1 grau
em 3600”/50,55” /ano = 71,22 anos e faz uma volta
completa sobre este plano em 360°x71,22 = 25638
anos (o valor atualmente aceito para o periodo da pre-
cessao é de 25770 anos).

O termo periddico de A¢ (com coeficientes em se-
gundos de arco por ano):

Ay = —1",268 sen(2 Ag) — 0", 550 sen(2 Ar)

é chamado de nuta¢ao em longitude e, combinada com
a integral de ¢

Ae =0",206 cos(2 As) +0",089 cos(2 Ar)

e chamada de nutacao em obliquidade, constitui a
nutacao da Terra. O termo solar nessas expressoes tem
um periodo de 6 meses tropicos; o lunar, de 13,66 dias
(semiperiodo de revoluc¢do trépica da Lua). Como A1/)I
é medido sobre a ecliptica e Ae¢, perpendicularmente
a ela, os termos solar e lunar podem ser combinados
de modo a se ver a nutacao do eixo de rotacao ter-
restre: sob a influéncia do Sol, este eixo descreve uma
elipse de semi-eixos com 1,27 e 0,21 segundos de arco
de dimensao; sob a influéncia da Lua, esta elipse tem
semi-eixos de 0,55 e 0, 09 segundos de arco. Estas cur-
vas sao descritas no mesmo sentido do movimento de
translacao da Terra.
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Os efeitos da precessao e da nutagao solar e lunar
podem ser compostos para dar o movimento do eixo
de rotacao terrestre no epaco. Sob o efeito do Sol, a
trajetéria é uma cicléide com seus pontos de retorno
correspondendo aos equindcios. O eixo descreve dois
arcos por ano. Sob o efeito da Lua, a curva é também
um cicléide; com aproximadamente 27 arcos por ano.

A discussao acima tem como hip6tese fundamental
que a Lua se move sobre a ecliptica e segue, em uma
linguagem mais moderna, a mesma argumentacao de
Newton. Embora a aproximacgao acima seja muito boa
para a precessao, ela nao é suficiente para a descri¢ao
da nutacdo. Devido ao plano da dérbita lunar ser in-
clinado em relagao a ecliptica ha grandes variagoes da
obliquidade desta érbita em relacao ao equador terres-
tre (entre 18° 18" e 28° 361). Além disso, a linha dos
nodos da orbita lunar com a ecliptica possui um mo-

vimento retrégrado sobre este plano, de periodo 18,6
anos. Estes dois fatos dao origem a um termo periédico
mais importante, descoberto por Bradley em 1745, cu-
jas amplitudes sao 17,20” em longitude e 9, 21” em obli-
quidade, e que nao pode ser obtido com as hipoteses
adotadas aqui.
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