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A estrutura do espectro de niveis de energia do oscilador harménico unidimensional ¢-deformado é
discutido com certa énfase pedagdgica. Atengdo especial é dedicada ao caso em que o parametro
de deformagao ¢ corresponde a uma raiz primitiva da unidade. Nesse caso, representagoes ciclicas
sdo geradas, exibindo uma estrutura muito peculiar em que um nimero finito de niveis de energia
possuem degenerescéncia infinita. Outras propriedades do oscilador tais como relagoes de incerteza
e regras de selecdo sao também examinadas, exibindo-se ainda exemplos de solucoes distintas da
hamiltoniana para diferentes raizes primitivas da unidade. Uma breve discussdao introdutéria das
propriedades estatisticas de um sistema de osciladores g-deformados é também apresentada.

The structure of the spectrum of energy levels for the ¢-deformed one-dimensional harmonic os-
cillator is discussed with certain pedagogical emphasis. Special attention is devoted to the case
in which the deformation parameter corresponds to a primitive root of unit. In this case, cyclic
representations are generated exhibiting a very peculiar structure in which a finite number of energy
levels possesses an infinite degeneracy. Other oscillator properties such as uncertainty relations and
selection rules are also examined and examples of distinct solutions of the hamiltonian for different
primitive roots of unit are also exhibited. A brief introductory discussion of the statistical properties

of a system of ¢-deformed oscillators is also presented.

I Introducao

O oscilador harmonico é um sistema fundamental em
fisica. E bem sabido que a quantizacao do oscilador
classico unidimensional representou uma chave para a
solucao de importantes problemas em fisica quantica.
E também bem sabido que a simplicidade do oscilador
harmonico linear esta ligada a uma dnica dependéncia,
no numero quantico n, que atua como um conta-
dor da quantidade Aw, em relacao a qual obtém-se o
espacamento uniforme dos niveis energéticos quanticos.

O conceito de “grupo quantico” alcangou bastante
interesse ultimamente, aparecendo em aplicagoes a
varios ramos da fisica [1]. Um de seus principais ingre-
dientes é um parametro de deformacao ¢, introduzido
nas relacoes de comutacao que definem a algebra de Lie
do sistema, com a condi¢ao de que a algebra de Lie ori-
ginal, nao deformada, seja reproduzida no limite ¢ — 1.
(Mais rigorosamente, um “grupo quantico” é caracte-
rizado tanto por uma algebra de Hopf, contendo uma
operacao de co-multiplicacao, como por uma estrutura

de algebra ¢-deformada. Vide Ref.[1].)

Neste trabalho, estudamos com algum detalhe a
versao quantica deformada do oscilador harmonico
linear (OHL) ou, em outras palavras, o oscilador
g-deformado, obtido por deformacao da algebra de
Heisenberg-Weyl do oscilador, estabelecida pela sua ha-
miltoniana

H= <a+a + %) hw (1.1)

e pelas relacoes de comutacao dos operadores

[aaa-l—] =1,
[a, H] = ahw,
[at, H] = —aT hw. (1.2)

A formulacao algébrica do caso nao deformado é
bem conhecida dos textos elementares de mecanica
quantica [2]. Sua versdo deformada serd objeto da
secao II do presente trabalho. A inclusao de um novo
parametro ¢ no problema do OHL enriquece substanci-

almente a estrutura do espectro dos niveis de energia.
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Examinaremos as diversas possibilidades, dependendo
do parametro ¢ ser real, imaginario ou raiz da unidade.
Atencao especial sera dedicada ao caso em que ¢ corres-
ponde a uma raiz primitiva da unidade [3]. Neste dltimo
caso, o numero de niveis de energia é finito, cada um
deles sendo infinitamente degenerado. Este tipo muito
peculiar de espectro corresponde a uma representacao
ciclica da algebra deformada. Como veremos mais adi-
ante, cada uma delas estd associada a uma distinta raiz
primitiva da unidade.

Este trabalho estda organizado como segue: Na
secao II apresentamos o oscilador harmonico linear ¢-
deformado (¢-OHL) e descrevemos as suas principais
propriedades, tais como os niveis de energia e as relacoes
de incerteza para os varios casos da deformacao. Na
secao III analisaremos com mais detalhe o caso do os-
cilador ¢-deformado quando ¢ é uma raiz primitiva da
unidade e na secao IV introduziremos uma discussao
das propriedades estatisticas dos g-osciladores. A secao
V é reservada as conclusoes e discussoes finais.

11 O Oscilador Harmonico Li-

near g-deformado

Gostariamos de iniciar nossa exposicao mostrando bre-
vemente a construc¢ao do oscilador harmonico linear ¢-
deformado. Comecamos escrevendo a hamiltoniana do
q-OHL [1]

1
H, = ihw(a;aq—i—aqa;’), (2.1)

onde os operadores ag, a;" e N, obedecem a algebra

g-deformada de Heisenberg-Weyl

[Ng, aq] = —aq,
[Ny, af]=a}, (2.2)
aqa;' — q_l/za;'aq = qu/z.

Salientamos que as relagoes acima sao usadas de
acordo com a notac¢ao de Biedenharn [1] para a defini¢cao
dos g-numeros

qx/2 _ q—x/2

e = i (2.3)

Aqui, nés também estaremos usando o operador ¢-
deformado tal qual definido por Biedenharn [4] e Mac
Farlane [5]

[Ny] = a;'aq. (2.4)
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A representacao é fixada pela acao dos operadores
nos estados em espagos de Fock [6]

agln) = [n]'/?|n 1)

af|n) = [n+ 1]"%n + 1) (2.5)

Ngln) = nln) .

Os estados da energia, obtidos a partir da hamilto-
niana do ¢-OHL, Eq. (2.1), sdo dados por

E(n) = %M([n] Fnt 1) = it/

Sy (2.6)

Note que, no limite ¢ — 1, a energia F(n) torna-se
fw (n + %), como no caso do oscilador nao-deformado.
A partir da Eq. (2.6), também pode-se perceber que a
energia do estado fundamental E(n = 0) = Ey = $hw,
é a mesma que no caso nao-deformado. Devemos men-
cionar, contudo, que ha ainda outras construgoes um
pouco mais gerails para as quais esta situacao se mo-
difica. No caso de outras representacoes generaliza-
das, tais como as representagbes nao-equivalentes [6,7]
por exemplo, aparecem termos adicionals na expressao
para a energia que levam ao deslocamento da energia
de ponto-zero do seu valor usual %hw.

Podemos definir g-operadores para a posicao e o mo-
mento através de

1/2
Q, = (L) (at +a,),

2mw

{ mwh 1/2
p=i(Z) e e @D

e dai segue-se uma versao g-deformada das relagoes de
incerteza

i[Py, Qq] = hlay, af] = h(agal —afa,). (2.8)
A acdo da Eq. (2.8) nos estados “ket” |n) da [6]

[1/2][2n + 1]

(2.9)

Combinando as Eqs.(2.9) e (2.6) encontra-se ainda
uma relacao bastante interessante

[2n + 1]
E(n) ’

que indica que para um g¢-oscilador a incerteza decresce

%[Pq,Qq] - %hw (2.10)

com o aumento na energia F(n).
Partindo das Eqs.(2.7) pode-se também chegar as
seguintes regras de selecao:
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wiagn = (o) ||

(0| Py|n) = i (mT“h)l/z{ [

mostrando que somente transi¢oes entre niveis vizinhos sao permitidas.

A separagao entre os niveis de energia é dada por

A(n)=FE(n+1)— E(n) = %hwﬁ ([

Torna-se claro que agora nao temos uma separagao
igual entre todos os niveis de energia, como acontece no
caso nao-deformado do OHL. Desta feita, A(n) depende
de n e do parametro de deformacao ¢, pois a diferenca
entre os g-nimeros na Eq. (2.12) ndo é constante.

No caso em que a deformacao é real, o parametro
q pode ser escrito como ¢ = €%, onde « é um nimero
real. Da definicdo de um g-nimero, Eq. (2.3), obtém-se
diretamente que

senh(za/2)

[t]a = m. (2.13)

Assim, no caso de uma deformacao real, a energia
pode ser reescrita como

1, senh ((n+ 1) oz/2).

E(n)==h 2.14
(n) 9 senh(a/4) (2.14)

e a separacao dos niveis de energia é
A(n) = hwcosh((n + 1) /2). (2.15)

Observe que quando ¢ — 1, o parametro a — 0 e
A(n) — hw (constante), como no caso nao-deformado.
Além disso, a Eq. (2.15) dd A(n) — oo quando n — oo,
mostrando que o espagamento entre os niveis de energia
cresce com a func¢ao cosh.

Para uma deformacao imaginaria, com ¢ na forma
q = ¢!* onde a é novamente um niimero real (neste
caso, correspondendo a uma fase) surge uma situagio
diferente. Neste caso, uma substituicio o« — i nas
equacoes anteriores leva diretamente as expressoes

1, sen ((n—l—%) a/2)
B(n) = §hw sen(a/4)

(2.16)

A(n) = hw cos((n + 1)a/2). (2.17)

Com a troca de fungdes hiperbdlicas por fungoes
trigonométricas, os niveis de energia passam a ficar
“comprimidos” no espectro. Novamente, A(n) — fw

n+1]Y2 paran’ =n+1
[n]l/z, paran’=n—1 '
(2.11)
n+ 12, paran’ =n+1
—[n]*/?, paran’=n—1 "
3 1 1
n+ 2| |7 + 7 ) = §hw([n + 2] — [n]). (2.12)

quando &« — 0, o limite correto, mas agora A(n)
A Eq.(2.17) mostra que
A(n) pode mudar de sinal, indicando que neste caso os

“oscila” quando n cresce.

niveis de energia estarao limitados por valores minimo
e maximo, determinados pelas fungoes trigonométricas
na Eq. (2.16).

Entao, podemos notar que na versao ¢-deformada
do OHL existe uma estrutura muito rica para o espec-
tro, dependendo se ¢ é real ou imaginario. A Fig. 1
mostra o espectro dos estados de energia para diferen-
tes possibilidades do parametro g.

Uma situacao muito especial é encontrada se im-
pusermos que A(n) = hw (constante) na Eq. (2.17),
reproduzindo o resultado do caso do oscilador nao-
deformado. Para satisfazer esta condicao precisariamos
ter

(n+U%:2W;k:QiLiZW (2.18)

dentro da funcao cosseno na Eq.
relagao

(2.17). Entao, a

k
n+1’
que diz que « é um multiplo ou submiltiplo de 47, de-

o =47

(2.19)

veria ser valida Vn de modo a reproduzir o espagamento
de niveis iw. Tsto nao é possivel e entao A(n) varia com
o nimero quantico do oscilador n. Em geral, nés tere-
mos —fiw < A(n) < fw. Quando « é um miltiplo de
4w, tem-se «/2 = 27 na Eq. (2.17) e uma situacio
analoga a de um oscilador nao-deformado acontece.

Quando « é um submiltiplo de 47 ocorrem degene-
rescéncias e o espectro é limitado pelos valores maximo
e minimo da energia. Esta situacao corresponde a um
parametro « da forma

o =k—, (2.20)
com k =0, £1, £2,... e p um inteiro.

Deste modo, com ¢ = ¢'*, temos

¢ =T = cos(km) + isen(km) = £1, (2.21)
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indicando que ¢ corresponde & p-ésima “raiz da uni-
dade” ¢ = pV/1.

Uma situagao bem peculiar acontece quando « nao
é nem miltiplo e nem submuiltiplo de 47. Neste caso,
os niveis de energia estarao posicionados entre os valo-
res minimo e maximo sem que ocorra degenerescéncia,
preenchendo o espaco dentro da banda de energia.

Na préxima secao iremos discutir o caso especial
em que ¢ é uma raiz primitiva da unidade, examinando
as degenerescéncias do problema e a representacao em
forma de matriz para a hamiltoniana do g-oscilador.

IIT ¢-Oscilador nas Raizes da
Unidade

Vamos comecar esta se¢ao estabelecendo alguns concei-
tos. Um nimero complexo w = e!¥ é chamado uma
N-ésima raiz da unidade se w”™ = 1. Além disso, é
uma raiz primitiva da unidade se ele também satisfaz

w® # 1, para 1 < k < N, com k inteiro. Assim, uma
raiz da unidade pode ser escrita na forma [3, 8]

1
E(n, wk) = §hw([n]zﬂk/N + [0+ orp/n) = hw
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w=e%=¢?/N_ N inteiro, (3.1)

que corresponde, na nossa notagao anterior, a
q1/2 — eioz/Z — eizﬂ/p. (32)

Neste caso existe um numero finito de niveis de ener-
gia, com as energias dadas pela Eq. (2.16). Devido
a periodicidade da funcao trigonométrica, cada nivel
torna-se infinitamente degenerado. A Eq. (2.20) mos-
tra a forma geral para o parametro « correspondente a
este caso.

Entao, para uma raiz primitiva, nés podemos colo-
car «/2 = 27k /N, levando-nos a obter nimeros-¢ da
forma

sen(n2wk/N)

-~ = 7/ 3.3
"] sen(27k/N)’ (3:3)
onde k € {1,2,...N — 1} é o indice da raiz primitiva e
N é o numero da raiz da unidade.

A hamiltoniana do g-oscilador, Eq. (2.1), tem neste

caso autoenergias dadas por

1, sen((n+ 3)27k/N)

2 sen (£27k/N) (34)

Perceba que agora as energias E(n) dependem da escolha de uma determinada raiz primitiva w®. A hamiltoniana
H pode ser escrita na forma de uma representacao matricial

onde os colchetes [ ] dos nimeros-¢ devem ser toma-
dos a 27k/N, como mostrado acima, nas Eqs.(3.3) e
(3.4). Em (3.5) simplificamos a notagéo, escrevendo o
27k /N fora da matriz, mas é claro, referindo-se a todos
os colchetes dos g-nimeros dentro dela.

Esta matriz tem a forma diagonal e deveria ser in-
finita & medida que n — oco. Contudo, devido a peri-
odicidade dos nimeros-¢ a matriz assume a forma de
blocos N x N, que aparecem repetidamente com a de-
generescéncia dos estados. Na Eq. (3.5) escrevemos
uma matriz finita N x N, mas que tem entao, implici-
tamente, uma degenerescéncia infinita dos estados as-
sociada aos seus elementos.

Cabe aqui mencionar que Floratos e Tomaras [3],
numa diferente abordagem, constroem matrizes seme-
lhantes a estas, mas finitas, de tamanho N x IV, pois seu

tratamento corresponde justamente a tomar solucgoes
para apenas um ciclo do circulo trigonométrico. FEsta
comparacao é instrutiva sobretudo para a compreensao
do papel desempenhado pelas representacoes ciclicas,
que correspondem no nosso tratamento justamente ao
caso das raizes primitivas da unidade, ocorrendo assim
a situacao da repeticao dos niveis de energia, ou seja, a
degenerescéncia infinita que descrevemos acima.

Podemos observar a propriedade periddica dos
nimeros-¢ em uma raiz da unidade

fa+ N] = [a], (3.6)

onde tomamos «/2 = 27k /N. Como uma conseqiiéncia,
para o elemento da 1ltima coluna da matriz, Eq. (3.5),
temos que
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[N-1]=—-1, [N]=0, VYo" (3.7)

Uma consequéncia interessante das solucdes nas
raizes primitivas da unidade é que a representacao para
a hamiltoniana H nao é dnica. Ou seja, dependendo

¥ uma diferente repre-

da escolha da raiz primitiva w
sentacao espectral pode existir e uma nova matriz para
a hamiltoniana pode ser encontrada, associada a um
diferente conjunto de niveis de energia E(n;w*).

A expressao para a energia para uma determinada
raiz primitiva w* é dada pela Eq. (3.4). A razdo entre
as energias obtidas com diferentes raizes primitivas da

&

unidade w* e w* serdo dadas por

sen ((n + 3) 27k’ /N) sen (327k/N)
sen ((n + 3) 27k/N)sen ($27k'/N)’
(3.8)

Esta relacao sera util se desejarmos encontrar uma

transformacao que opera H(w*) — H(wkl) na forma
matricial. Lembramos que estamos nos referindo a re-
presentacoes matriciais N x N de H, tal como dada
pelas Eqs.(3.4) e (3.5). Desse modo, nés podemos defi-
nir uma transformacao do tipo

H(w") = (Tir) H(w®)(Ti) ™" (3.9)
onde T* é uma matriz diagonal N x N que pode ser
escrita na forma

2n

1 k l
T% = diag. | ———— 2 =—=+ ——
1 (senﬂ'k/N Hsen{ i (2]\7 + 2n + 1)}) ’

= (3.10)

|
1

enquanto que, para w? = ¢47/5 ¢ w3 = ¢%7/5  temos

com n correndo de 0 até N — 1.

Devemos observar que para um dado nimero N,
existem ¢(N) raizes primitivas da unidade associadas a
ele, onde ¢(N) é a funcio totient de Euler [8,9]

(3.11)

¢<m>=mH(l—%),

com p assumindo os valores dos divisores primos de m.

Em particular, temos

o(p*) =p* —p*! (3.12)

¢(p)=p—1 (3.13)

Por exemplo, para N = 5 nds temos ¢(5) = 4 e este
é o nimero de raizes primitivas da unidade neste caso.
Entao

ei2/® (3.14)

w =

é uma raiz primitiva da unidade, assim como w?, w3 ¢

w?, dados por

w? = 62471'/5’ w3 = 62671'/5 4

e wt = 6ZS7T/5.

(3.15)

Cada par de raizes primitivas w? = (w!)=! e w® =
(w?)~! produz uma distinta matriz de autovalores para

H. Encontramos, para w! = ¢/27/5 ¢ y?* = £137/5;

1.618034

—1.618034
-1

(3.16)

1.618034

—1.618034
-1

(3.17)
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E claro, pode-se mudar de uma representacao com

1
w” para a outra com w*  onde k, k' = 1,2,3,4,5,dados
pelas equacgdes expostas acima. Por exemplo, neste caso
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com N =5, tem-se, envolvendo o segundo elemento na
diagonal das matrizes

167 20w

= sen——sen——(1.618034) (%hw)

15 15

representando a transformacao do elemento de matriz
para E(n = 1, w*=1%=%) da Eq. (3.16) para o elemento
de matriz de F(n = 1, w*=2*=3) da Eq. (3.17), que
apresentam diferentes valores para a energia em cada
solucao de H(w*).

Consideremos € = E/%hw Notamos que, para o
primeiro elemento na diagonal da matriz, ep(w*) =
GO(wkl) = 1;Vk, k' em todas as matrizes H, como acon-
tece nas Eqs.(3.21) e (3.22), correspondendo & energia
—%hw, presente em todas as matrizes H. Do mesmo
modo, o tiltimo elemento tera sempre ¢(w*) = G(wkl) =
—1; Vk, k', correspondendo & energia —5/fiw nas matri-
zes H.

IV  Estatistica dos ¢g-Osciladores

Na secao anterior discutimos o g-oscilador harmonico
linear nas raizes primitivas da unidade. Agora, gos-
tariamos de explorar uma das consequéncias daquela
formulagao através do estudo das propriedades es-
tatisticas de um sistema de osciladores ¢-deformados.
Vamos comecar com dois exemplos: os casos de N = 2
e N =3.

Como vimos, o ¢-OHL quando ¢ é uma raiz da uni-
dade tem solugdes com um nimero finito de estados de
energia, cada um deles sendo infinitamente degenerado.
Devido a degenerescéencia dos estados, a fun¢ao particao
de um tunico ¢-oscilador é dada por uma série diver-
gente, que requer regularizacao. Uma maneira simples
para realizar esta regularizacao é através de um pro-
cedimento analitico do tipo exponencial [10], que é o
que escolhemos para utilizar. Dessa forma, expressoes
finitas podem ser obtidas para as funcoes estatisticas.

A situacao peculiar encontrada para ¢ sendo uma
raiz da unidade esta também associada a um novo tipo
de estatistica. Lembramos que comecamos nossa for-
mulacao com um g¢-oscilador do tipo bosonico, definido
pelas Eqs.(2.2)-(2.5). Entretanto, a g-estatistica nao
serd nem bosonica, nem fermionica, mas um tipo de
estatistica intermediaria, que se assemelha aquela de
um tipo da estatistica anionica [11]. Observamos, con-
tudo, que enquanto os sistemas anionicos sdao defini-
dos exclusivamente em 241 dimensoes, o que temos

) sen (%) E(n — 1’ wk:l)

Sen ——8en ——

(3.18)

137 237

= —0.618034 th) ,
15 15 2

aqui é uma estatistica intermediaria definida para ¢-
osciladores unidimensionais, passivel a extensoes a mai-
ores dimensoes.

Gostariamos de iniciar nossa discussao introduzindo
as solucoes do g-oscilador nas raizes primitivas com
N=2. Esta é a solucao mais simples para um g¢-
oscilador linear, a qual apresenta somente dois niveis
de energia, infinitamente degenerados. No que se se-
gue, nds usaremos a notacao com as matrizes finitas
de tamanho N x N, tais como definidas na Eq. (3.5).
As solugoes ¢g-deformadas no caso N=2 nao sao de um
tipo bosonico, mas sao, de fato, muito mais semelhantes
a solugoes fermionicas.

O caso com N = 2 corresponde a w? = 1 on, ignal-
mente, pela Eq. (3.2),

g =" = 1. (4.1)
Entao, na Eq. (2.2) encontra-se que
aat +ata = ¢Ne/2 (4.2)

A acdo dos operadores escritos acima nos estados
ket |n > fornece, respectivamente para n =0, 1

¢°10 >= +1[0 >, ¢/?1 >= —1]1 >, (4.3)
resultando em
(aat + ata)|0 >= +1|0 >,

(aat +ata)|l >= 1|1 > . (4.4)

Note que as duas rela¢des dadas pelas Eqgs.(4.4)
sao do tipo fermionico. Elas correspondem, respecti-
vamente, aos dois niveis de energia com solugoes :I:%hw
na Eq. (2.1).

Na forma matricial, os operadores de criacao e ani-
quilacdo a e at sao

=) (45)
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onde [1] = 1 e /1 = £1. Entdo,

+1 0
+ ta = =41 4.
aa” +ava ( 0 41 ) +1, (4.6)
correspondendo as duas solucdes da Eq. (4.4). Nova-
mente, esta relacao caracteriza anticomutadores.

Ja o operador nimero é definido por

Wi=afa= (g ) ) == @D

Os dois estados possiveis sao

o=y )m=(1) a9

que sdo autoestados de [N,]

o= (o 1) () =0

=g V) (1) = @

Chamamos a atenc¢ao para o fato que Floratos e To-
maras [3] referem-se a seu formalismo como descritivo
de anions. O surpreendente resultado no caso N = 2
pode ser uma indicagao disto. Seria interessante ana-
lisar outros casos partindo do presente ponto de vista.
Como um outro exemplo, vamos mostrar brevemente o
caso N = 3. Neste caso, temos

w = q1/2 — eZ?Ti/p — ei27T/3’ (410)
que também pode ser escrita na forma de um nimero
complexo

/2 _1 _|_i£.
2 2

Este niimero é uma raiz primitiva da unidade para
N =3, pois w® = 1 e w, w? # 1. De fato, as trés raizes
da equacido binomial w? = 1 sdo

1 V3

(4.11)

w=4q

62'271'/3 _

w = ——5‘1‘17’
. IREVE]
2 _ i4n/3 _ - V9 4.12
w € 5 22, ( )
wSIeiZﬂ'Il

bl

a primeira delas sendo a raiz primitiva.

Na notacéo da Ref[3], N, = diag(0,1,2,..N—1)ea
representacao torna-se de dimensao finita. Na aborda-
gem daqueles autores, é considerado somente um ciclo
das func¢oes periddicas. Aqui, nds representamos apenas
um bloco N x N nas matrizes, mas mantemos em vista
a degenerescéncia infinita dos estados. Para N = 3,
temos

0
(4.13)
0 0 0
at = 1 o0 0 :
0 21 o
com [1] = 1 — /[1] = 1; [2] = 2cos27/3 = —1 —

2] =ie[3] =1+ 2cosdn/3 = 0.

Entao, ficamos com

0 1 0 0
a=[0 0 0 0 | . (414)
0 0 i 0

O =0 O

Observamos que a’™* # at. Com as Eqs.(4.14) pode-
mos escrever os autovalores da hamiltoniana. Na forma
matricial

1 1 1 0 0
H= §hw(a+a—|— aat) = §hw 00 0
0 0 -1
(4.15)
Tomando ¢ = E/%hw, temos ¢¢ = 1, ¢ = 0,
€5 = —1, com autovetores
1 0 0
0 1 1 , , (4.16)
0 0 1
respectivamente.

E facil perceber que a estatistica nao é definida. Por
exemplo, a partir da Eq. (4.11), pela substitui¢ao na
Eq. (2.2), encontra-se que

1 3
aat — ¢ ?ata = aa* + §a+a 4 %ia"’a = Nal2.
(4.17)
A Eq. (4.17) no caracteriza um comutador, e nem

um anticomutador. Além disso, ela possui um termo
imagindrio. A acdo dos estados de ket |n) nos da

(aa* — e~ Bata)n) = ¢ |n) = /2y, (4.18)
resultando em 3 diferentes “fases”, correspondendo a
4°10) = €"*7[0),
771 = e P9)1)
¢H2) = ei4ﬂ'/3|2>.

Podemos interpretar os resultados das Eqs. (4.18)
e (4.19) como uma indicac¢do de uma estatistica inter-
mediaria, ou uma paraestatistica, obedecida pelo sis-
tema do oscilador ¢g-deformado.

(4.19)
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Iremos proceder agora a uma breve analise da es-
tatistica dos g-osciladores com base nas suas fun¢oes es-
tatisticas. Esperamos corroborar as conclusoes acima.
Comecamos com a fungao particao

Z)w, T)= 2)(x) = _ e PPald), (4.20)
n=0
onde x = % = fhw e o indice superior ® em Z é para

indicar que incluimos a energia Fy em Zg(x).
Com a expressao para os autovalores da energia, Eq.
(2.6), reescrevemos esta expressdo na forma

i:: {—%x ]—I—[n—l—l])} =

L sen((2n+ 1)7/1?)} . (4.21)

- ,i%“p {‘5 sen(r/p)

Relembramos que estamos no caso imaginario,
com solugoes para raizes da unidade. Assim, no
ultimo passo da Eq. (4.21) colocamos «/2 = 27/p.
Para raizes primitivas poder-se-ia analogamente tomar
2nk/N. Na Eq. (4.21) o fator com os senos assume p
valores distintos, associados as p diferentes classes: {0},
{1}, {2},... {p — 1} de restos médulo p. Entao, a Eq.
(4.21) pode ser reescrita como uma soma nos dlferentes
conjuntos de restos mod p, como segue

Zg(x) =

Zexp{..}—i—ZeXp{..}—l—...—l— Z exp{...} =

{0} {1} {r-1}

p—1
ZI9 1 70 4 Lzl =Y 70 (4.22)

i=0

Na Eq. (4.22) as expressdes dentro das chaves { }
sdo as mesmas que na Eq. (4.21). A Eq. (4.22) ex-
pressa a funcao particdo escrita como uma soma sobre
as particoes associadas as p diferentes classes de res-
tos {i} mod p. Deste modo, podemos reescrever nosso
resultado na forma

p—1 117—1
ZY(x)=>_ 25 = 5 > e (4.23)
1=0 =0
onde os ¢; sao dados por
1 2i 41
=g = DR/ Gy 1),
$hw sen(7/p)
(4.24)

O fator 1/2 na Eq. (4.23) é obtido através de um
procedimento de regularizagao do tipo exponencial. No
limite de o — 0 fizemos a substituigao
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AZ(Oz) =

oo
E e~ an E e—om_/ e—pomdn’
0

{i},passop {i},passop

| (1.25)
com A;j(e) = 7' Ag(a) e entdo usamos a série de
Bernoulli [9]

Ap(e) = WI—ZB

O fator 1/2 é o termo remanescente da substitui¢ao,
vindo de —B; = 1/2.

Observamos que a Eq. (4.23) pode ser reescrita na
forma

= (4.26)

1 S~ 1,
Z0(x) = 5 D e Emen, (4.27)
m=—j
onde jﬁp%l e
) sen(2mn/p)
€j4m = (20 +m) + ozp = " sen(e/p) (4.28)

NocasodeN:Q,temosp:?—q':%eentéo

1 senh z
2 senh

78(a) = 2( 7 4 emv2) = = coshg. (4.29)

Esta expressao é similar aquela de uma estatistica
para dipolos magnéticos sujeitos a um campo magnético
externo (vide Pathria, [12]).

No casode N =3, p=3 — j =1 e oresultado é

ZO( _ Lo —ofzy _ 1 d
qaj)_Q(e +1+e )_2(1+2cosh2).
(4.30)
que é caracteristico da estatistica do paramagnetismo
com J = 1.

Os outros casos com valores maiores de N sao mais
elaborados e a analogia nao é tao evidente. Em am-
bos os casos, N = 2 ou N = 3, a estatistica nao
é bosonica, nem fermionica. O mesmo argumento é
valido para outros valores de NV, com o g-oscilador obe-
decendo um comportamento para estatistico em cada
caso, com p = 25 + 1.

Devemos recordar que historicamente Planck con-
siderou o problema da densidade de energia de um
conjunto de osciladores harménicos com energias (n +
1/2)hw para chegar & expressdo da radiacdo de um
corpo negro, cujo calculo levava a lei de Stefan-
Boltzman

e (kT)* /Oo 3dx 2kt
" /0 u(@)dz 72h3e3 J, e —1  1b5h3e3
(4.31)
A estatistica neste caso é, claro, bosonica, deno-

minacao oriunda apds a descricao de Bose e de Einstein
baseada em um gas de ”quanta”, os fétons de energia
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hw. Permitam-nos entao estabelecer um paralelo com
o caso dos sistemas ¢-deformados.

Na teoria dos sistemas bosonicos toma-se con-
tato com expressoes integrais da forma (Pathria [12],
apéndice D)

[e’e} n—1
Gn(z):/ M,O<z<l
0

z7ler — 17 T =7

(4.32)

onde z é a fugacidade, # = fhw e n é o nimero de
dimensoes (n = 4).

Ja para sistemas fermionicos, as integrais associa-
das a distribuicdo de energia sdo do tipo (Pathria [12],
apéndice E)

Esta expressao nao é nem do tipo bosonica, nem
fermionica, mas parece-se mais com uma combinacao
das anteriores. Realmente, a integral acima, Eq. (4.35),
pode ser manipulada e reescrita na forma

+ oo
1 5 1
U= - T — dx,
2 J_ o e +1
que parece muito mais com uma integral para a es-
tatistica de férmions, estendida para incluir as energias

negativas. Este é um resultado particular que pode
ser obtido para o caso com p = 2 somente. Em geral,

(4.36)

significando que a construcao analoga ¢-deformada de
um “corpo negro” na verdade nao irradia, pelo menos
para o caso especifico de p = 2, o qual focalizamos na
discussao acima. A situagao para outros valores de p
pode ser bem diferente e seria um topico bastante inte-
ressante a ser examinado.

A\ Conclusoes

Neste trabalho, analisamos o problema do g¢-oscilador
linear nas raizes da unidade. Obtivemos as repre-
sentacoes em forma de matriz para a hamiltoniana
H e encontramos que pode existir mais do que uma
solucao. Mostramos que o caso da deformacgao do
tipo imaginario tem um nimero de estados finito, cada

[e’e} -1 _z
gz e’ —1 _
—/0 YT =e-n 0

0<2< 0. (4.33)

< g ldy
R =[S

Para um oscilador g¢-deformado, a densidade de
energia pode ser obtida diretamente da definicao em
termos da funcao particao

, 1 d

W)= = s ). s

Para p = 2, Z,(2) = coshz/2, como mostrado na
Eq. (4.29). Neste caso, encontra-se

(4.35)

expressées similares & Eq. (4.35), envolvendo fungdes
hiperbdlicas mais complicadas, sao obtidas a partir da
defini¢do, Eq. (4.34). Em todo caso, elas parecem re-
presentar a comportamento para-estatistico do sistema
de osciladores g-deformados, assemelhando-se ao tipo
de estatistica intermedidria apresentada por sistemas
com spin fraciondrio ou do tipo aniénico (“any”= qual-
quer).

Vale a pena mencionar, talvez, que através da in-
troducdo da fugacidade z na Eq. (4.35) e tomando-se
a seguir o limite z — 1, é possivel completar o calculo
daquela integral e mostrar que

(4.37)

um deles carregando consigo uma degenerescéncia in-
finita, que segue a periodicidade das fungoes ciclicas
(peridédicas). Como vimos, as diferentes raizes primi-
tivas da unidade podem dar margem a representagoes
distintas para os autovalores da hamiltoniana. As dife-
rentes representacoes espectrais estao associadas a di-
ferentes subespacos vetoriais, que podem ser obtidos a
partir das raizes primitivas da unidade.

Introduzimos o problema da estatistica dos ¢-
osciladores através da apresentacao dos casos com
solugoes para raizes da unidade com N =2 e N = 3.
Mostramos que osciladores g-deformados, mesmo que
bosonicos em sua construgao inicial, tem na verdade
um comportamento paraestatistico. A estatistica in-
termedidria dos g-osciladores nao é nem bosonica, nem
fermionica, mas é, de fato, similar aquela dos sistemas
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anionicos [11].

Ao escrever as solugoes na forma de matriz, pude-
mos contornar o problema das degenerescéncias infini-
tas representando somente um bloco N x N em todas
as matrizes. Esta situacao é diferente daquela de Flora-
tos e Tomaras [3], em que representacoes de dimensoes
finitas sdo construidas desde o inicio. Entretanto, mais
adiante no nosso caso, um processo de regularizagao
dos mais simples (optamos por um do tipo exponen-
cial [10]) nos permitia obter expressdes finitas para
as funcgoes estatisticas. Pudemos mostrar que o com-
portamento estatistico dos sistemas de ¢-osciladores
pode ser obtido na nossa abordagem, pois a funcgao
particdo Z,(x) pode ser determinada exatamente para
cada espaco N-dimensional. Este cédlculo foi levado em
frente reescrevendo-se a funcéo parti¢do Z,(z) como
uma soma sobre p classes distintas: {0}, {1}, {2},...
{p — 1} de restos médulo p e entido efetuando-se o pro-
cesso de regularizacao. Assim, as solugoes assumiram
formas bem compactas e o resultado da regularizacao
resumiu-se a um fator 1/2, com as expressoes finais para
os casos N = 2 e N = 3 coincidindo com aquelas da
estatistica do paramagnetismo, com j = 1/2 e j = 1,
respectivamente.

Obviamente, a partir das fun¢ées de parti¢ao Z,(z)
também poderiamos calcular outras quantidades termo-
dinamicas [13]. O caso de N = 2 corresponde, em direta
analogia, ao problema de dipolos magnéticos em um
campo magnético externo H. A ligacao de osciladores
g-deformados com o problema dos sistemas magnéticos
também foi investigada por Martin-Delgado [14]. Mui-
tas aplicacoes interessantes podem surgir dos resulta-
dos que ora apresentamos. Por exemplo, a funcao ¢-
deformada para a densidade de energia associada a um
gas quantico g-bosonico pode ser usada para calcular
a distribui¢ao de Planck para o caso do sistema defor-
mado [15]. Estamos estudando este problema no mo-
mento, buscando uma solu¢ao para o caso de um valor
genérico de N, 0 que esperamos possa Vir a aparecer
em um trabalho futuro.
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Fig.1- Espectro dos estados de energia para os diferentes casos de q Real ou Imaginario.
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