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A dinâmica do pêndulo simples invertido com o ponto de suspens~ao oscilante e considerada. A

condi�c~ao de equil��brio do pêndulo na posi�c~ao vertical invertida e derivada, utilizando o formalismo

de Lagrange e m�etodos matem�aticos simples. Mostra-se que a posi�c~ao horizontal pode se tornar

est�avel tamb�em, mediante o movimento apropriado do ponto de suspens~ao.

The dynamics of an inverted pendulum with vibrating suspension point is considered. The equili-

brium condition at top position is derived using the Lagrange formalism and simple mathematical

tools. The possibility of stabilization at horizontal position is demonstrated too.

I Introdu�c~ao

A mecânica e frequentemente vista como uma �area es-

tabelecida, onde n~ao se podem esperar descobertas que

possam inuenciar outras �areas. Por�em, no ensino e na

pesquisa, tem que haver uma preocupa�c~ao constante

com o car�ater global que pode estar associado a um

dado fenômeno [1]. Esse car�ater global pode se apre-

sentar como um princ��pio com diversas manifesta�c~oes

em �areas totalmente diferentes.

Neste trabalho, visamos mostrar como se podem

descobrir fenômenos complexos e inesperados at�e nos

sistemas mais simples, cuja descri�c~ao est�a ao alcance

de alunos principiantes.

Com essa �nalidade, escolhemos um exemplo, tal-

vez o mais simples de todos: um pêndulo simples. Para

descobrir uma dinâmica complexa nesse sistema, basta

virar o pêndulo para cima (�gura 1). A posi�c~ao � = 0

neste caso, ser�a a posi�c~ao de equil��brio, pois o torque

M = mgLsen� anula-se. Essa posi�c~ao, por�em, n~ao �e

est�avel, pois nela dM=d� = mgL cos � > 0. Isso signi-

�ca que qualquer desvio do pêndulo da posi�c~ao � = 0

gera o torque positivo, isso �e, voltado para fora desta

posi�c~ao.

Figura 1. Modelo do pêndulo invertido com o ponto de
suspens~ao oscilante.

Existe um m�etodo simples para tornar a posi�c~ao

do pêndulo \para cima" est�avel. Se aplicarmos as vi-

bra�c~oes verticais ao ponto de suspens~ao do pêndulo (�-

gura 2), notaremos que o mesmo vai permanecer vol-

tado para cima se a frequência das vibra�c~oes superar

um certo valor que depende dos parâmetros do pêndulo.

Mais ainda, se tocarmos nele, o pêndulo vai oscilar em

torno da posi�c~ao para cima da mesma maneira que

um pêndulo comum oscilaria voltado para baixo. Esse

fenômeno interessante, que ocorre num sistema t~ao sim-

ples como um pêndulo, foi descoberto s�o neste s�eculo [2]
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e at�e hoje est�a despertando um interesse constante en-

tre pesquisadores [3].

Figura 2. Dispositivo mecânico: pêndulo invertido com o
ponto de suspens~ao vibrante. A frequência das vibra�c~oes
depende da velocidade do motor el�etrico.

II Oscilador for�cado: solu�c~ao

para trajet�orias m�edias

A explica�c~ao te�orica do fenômeno �e bastante simples

Consideremos uma equa�c~ao de movimento de um os-

cilador n~ao linear com uma for�ca restauradora f(x) e

sujeito �a a�c~ao de uma for�ca externa peri�odica com am-

plitude F (x) [4]:

m�x+ f(x) = F (x)cos(
t): (1)

Aqui 
 >> 1=T , onde T = 2�=!0 �e o per��odo carac-

ter��stico do pêndulo n~ao perturbado. A id�eia b�asica

consiste em procurar as solu�c~oes da equa�c~ao (1) na

forma

x(t) = X(t) + ��(t); (2)

onde X(t) e x(t) s~ao as partes \lenta" e \r�apida", isto

�e, as taxas de varia�c~ao temporal dessas fun�c~oes

s~ao T � 2�=!0 e � � 2�=
 respectivamente, e

� = !0=
 << 1:

A justi�cativa f��sica da solu�c~ao (2) se d�a ao fato

de que o sistema, por causa da in�ercia, responde fra-

camente �as pulsa�c~oes r�apidas da for�ca externa. Substi-

tuindo (2) na equa�c~ao (1) e expandindo todas as fun�c~oes

na aproxima�c~ao linear em �:

c

f(X + ��) � f(X) + ��

�
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@x

�
X

;F (X + ��) � f(X) + ��

�
@f

@x
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X

; (3)

obtemos a equa�c~ao

m �X + �m�� = �f(X) � ��

�
@f

@x

�
X

+

�
F (X) + ��

�
@F

@x

�
X

�
cos(
t): (4)

d

Essa equa�c~ao cont�em termos de dois ti-

pos: \lentos "e \r�apidos". Para separar esses ter-

mos, podemos determinar a m�edia temporal sobre o

per��odo r�apido � = 2�=
 (< ::: >�=
1
�

R �
0
(:::)dt): Mais

precisamente, a equa�c~ao (4) tem a forma: Lento +

R�apido = 0. Os termos lentos variam pouco durante o

per��odo � , portanto, < Lento >� � Lento: A equa�c~ao

toma a forma: < Lento >� +R�apido = 0: Por ou-

tro lado, �e claro que < R�apido >�= 0 (por exemplo,R �
0

cos
�
2�
�
t
�
dt = 0): Portanto, aplicando < ::: >� �a

nossa equa�c~ao mais uma vez, conseguimos separar as

equa�c~oes: < Lento >�� 0; R�apido � 0. Ent~ao, o pri-

meiro passo consiste em tomar a m�edia < ::: >� da

equa�c~ao (4). Somente os termos lentos sobrevivem a

essa opera�c~ao. Os demais termos formam a equa�c~ao

r�apida. O resultado �e:

m �X � �f(X) +

�
��

�
@F

@x

�
X

cos(
t)

�
�

; (5)
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�m �X � ���
�
@f

@x

�
X

+ F (X) cos(
t): (6)

Na equa�c~ao r�apida (6), os termos tem ordens diferen-

tes. O termo ��� �e da ordem de �
2� � !0
� (porque

� � cos(
t)). Esse termo n~ao �e pequeno. Ao contr�ario,

o termo ��
�
@f

@x

�
X

�e muito menor e pode ser despre-

zado. Assim, a equa�c~ao pode ser integrada e resulta:

� � � F (X)

�m
2
cos(
t): (7)

Essa �e a resposta r�apida do sistema �a a�c~ao da

for�ca externa. O ponto central dessa teoria �e que isso

n~ao �e uma �unica resposta do sistema. As trajet�orias

m�edias X(t) s~ao afetadas tamb�em. Substituindo (7)

na equa�c~ao (5), calculando a m�edia e observando que
1
�

R �
0
cos2

�
2�
�
t
�
dt = 1=2; obtemos

m �X + f(X) +
1

2

F (X)

m
2

�
@F

@x

�
X

= 0 (8)

O resultado (8) �e muito importante. Ele repre-

senta a equa�c~ao de movimento efetivo de um oscila-

dor n~ao linear sujeito �a a�c~ao de uma for�ca externa de

alta frequência (1). O �ultimo termo na equa�c~ao (8) �e

uma nova for�ca efetiva gerada pela for�ca externa. Va-

mos mostrar, que no caso do pêndulo, essa for�ca adici-

onal pode estabiliz�a-lo na posi�c~ao para cima ou at�e na

posi�c~ao horizontal.

III Pêndulo Simples For�cado:

Considera�c~ao Te�orica

Omodelo te�orico do pêndulo invertido �e mostrado na �-

gura 1. O ponto de suspens~ao est�a vibrando na dire�c~ao

vertical com amplitude A e frequência 
 : a(t) =

Acos(
t):

A equa�c~ao de movimento do pêndulo pode ser ob-

tida facilmente no formalismo de Lagrange. Os compo-

nentes da velocidade s~ao vx = L _�cos!, vy = �L _�sen�+

_a(t); e assim obtemos a energia cin�etica e a energia po-

tencial:

c

T =
m

2
(L _�)2 +

m

2
_a2(t)�mL _� _a(t)sen�; U = mgLcos� +mga(t): (9)

Portanto, o lagrangiano L = T � U �e:

L =
m

2
(L _�)2 �mgLcos� �mga(t) �mL _� _a(t)sen� +

m

2
_a2(t): (10)

d

A equa�c~ao de Euler d
dt

�
@L

@ _�

�
= @L

@�
para o lagrangi-

ano (10) toma a forma

�� � g

L
sen� = �A


2

L
sen� cos(
t): (11)

Essa equa�c~ao de movimento do pêndulo invertido tem

a forma geral (1). Ent~ao, a teoria da se�c~ao 2 pode ser

aplicada. Se denominarmos o ângulo m�edio como '

(signi�ca ' � X), a equa�c~ao efetiva (8) se reduz a:

mL2 �' �mgLsen' = �mA
2
2

4
sen(2'): (12)

A equa�c~ao de movimento para o ângulo m�edio '.

O movimento real do pêndulo consiste em uma super-

posi�c~ao das oscila�c~oes r�apidas �(t) e do movimentomais

lento ao longo das trajet�orias '(t):

�(t) = '(t) + ��(t) (13)

Podemos reescrever a equa�c~ao (12) como mL �' = Mef ,

onde o torque efetivoMef = mgLsen'�mA2
2

4
sen(2').

A condi�c~ao de equil��brio e Mef = 0; que �e satisfeito na

posi�c~ao ' = 0. Mas essa posi�c~ao s�o se torna est�avel se�
dMef

d'

�
'=0

< 0 (torque restaurador). Ent~ao, obtemos

a condi�c~ao de estabilidade do pêndulo invertido com o

ponto de suspens~ao oscilante:

A
 >
p
2gL (14)

Na equa�c~ao (14) A �e a amplitude das vibra�c~oes do

ponto de suspens~ao e 
 �e a frequência. Portanto, A
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�e a velocidade linear m�edia do ponto de suspens~ao. A

condi�c~ao (14) mostra que essa velocidade tem que supe-

rar uma certa velocidade caracter��stica, vmin =
p
2gL,

para que o pêndulo seja est�avel na posi�c~ao vertical in-

vertida. Cabe destacar, que esse crit�erio quantitativo

coincide muito bem com dados experimentais.

IV Estabilidade na Posi�c~ao ho-

rizontal

Se a possibilidade de estabilizar um pêndulo na posi�c~ao

para cima j�a �e um fato interessante, a possibilidade de

faze-lo na posi�c~ao horizontal parece incr��vel. Por�em,

isso n~ao �e imposs��vel. S�o que neste caso, as vibra�c~oes

do ponto de suspens~ao tem que ter componentes hori-

zontal e vertical: ax(t), ay(t). Utilizando o formalismo

de Lagrange, como na se�c~ao 3, derivamos a equa�c~ao de

movimento:

�� � g

L
sen� =

�ay(t)

L
sen� � �ax(t)

L
cos � (15)

Vamos considerar um caso mais geral de movimento

do ponto de suspens~ao:

ay(t) = Acos(
t) +Bsen(
t)

ax(t) = Ccos(
t) +Dsen(
t) (16)

Como na se�c~ao 2, procuramos a solu�c~ao da equa�c~ao (15)

na forma de uma soma de duas partes: lenta e r�apida:

�(t) = '(t) + �(t) (aqui �(t) � ��(t)): Utilizando o

racioc��nio e os procedimentos da se�c~ao 2, achamos a

resposta oscilante do sistema:

�(t) � 1

L
(sen'ay(t) � cos'ax(t)); (17)

bem como, a equa�c~ao efetiva para o ângulo m�edio ':

c

mL2' = mgLsen' +m[sen'cos'(< �ay(t)ay(t) > � < �ax(t)ax(t) >)+

sen2' < �ax(t)ay(t) > �cos2' < �ay(t)ax(t) >] (18)

d

Analizemos agora a posi�c~ao horizontal ' = �=2.

Neste caso, o torque efetivo na equa�c~ao (18) se reduz a

Mef

���
'=�

2

= mgL+ < �ax(t)ay(t) > (19)

O c�alculo da m�edia d�a:

< �ax(t)ay(t) >= �
2(AC +BD)=2:

Os crit�erios de estabilidade Mef = 0; dMef

d'
< 0 na

posi�c~ao ' = �=2 s~ao:

AC +DB =
2gL


2
; C2 +D2 > A2 +B2 (20)

Ent~ao, para estabilizar um pêndulo na posi�c~ao hori-

zontal, basta dar ao ponto de suspens~ao o movimento

(16) com as amplitudes sujeitas �as condi�c~oes (20). �E

claro, que existem muitas possibilidades diferentes de

faze-lo. A segunda condi�c~ao (20) diz que o movi-

mento do ponto de suspens~ao deve ser \mais intenso"

na dire�c~ao horizontal (amplitudes C;D) do que na ver-

tical (amplitudesA;B). Mas s�o o movimento horizontal

n~ao �e su�ciente: com A = B = 0 �e imposs��vel satisfazer

�as condi�c~oes (20).

A equa�c~ao (18) �e v�alida para qualquer ângulo. Po-

demos deduzir, ent~ao, as condi�c~oes de estabilidade do

pêndulo a um ângulo arbitr�ario. Essa estabiliza�c~ao �ca

poss��vel mediante um movimento apropriado do ponto

de suspens~ao.

V Conclus~ao

O exemplo do pêndulo invertido mostra que uma a�c~ao

r�apida externa (\fast driving ") �e capaz de mudar

completamente as propriedades e o comportamento

de um sistema e pode fazer coisas que parecem mi-

lagres (estabiliza�c~ao do pêndulo a qualquer ângulo).

Um sistema for�cado (\driven system") n~ao �e mais ele

mesmo e pode permanecer nos estados absolutamente

imposs��veis nas condi�c~oes normais. O interesse por sis-

temas for�cados vem crescendo nos �ultimos anos. Re-

centemente, �zemos uma generaliza�c~ao da teoria ex-



52 Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 21, no. 1, Mar�co, 1999

posta no presente artigo para uma classe muito geral

de sistemas dinâmicos [5]. Uma descoberta dos efeitos

an�alogos ao pêndulo invertido nos sistemas mais com-

plexos (plasma, cristais etc) seria de um grande inte-

resse.
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