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Uma grande variedade de estados do campo luminoso exibe efeitos que n~ao podem ser explicados
pela teoria cl�assica, tal como anti-agrupamento de f�oton (antibunching), estat��stica sub-Poissoniana,
efeito de compress~ao (squeezing) de ru��do quântico, oscila�c~oes na distribui�c~ao de f�otons, correla�c~ao
n~ao local, entre outros. Nesse trabalho apresentamos caracter��sticas desse estado e dos efeitos
mencionados.

I Estados puros e de mistura

O campo luminoso gerado por alguma fonte, pode estar
num estado puro ou num estado de mistura. O estado
do campo �e puro, quando pode ser descrito por uma
fun�c~ao de onda j i. Nesse caso podemos expandir o
estado na base de n�umero de f�otons (base de Fock),

j i =
1X
n=0

cnj ni: (I:1)

Se a fonte de luz cont�em elementos aleat�orios, por
exemplo as utua�c~oes t�ermicas ou de outro tipo, ent~ao
n~ao existe uma fun�c~ao de onda j i descrevendo tal
campo luminoso. Nesse caso a luz est�a num estado de
mistura (mistura de estado puro), agora descrito pelo
operador densidade �

� =
X
 0

p 0 j 0ih 0j; (I:2)

onde p 0 �e real, representando a participa�c~ao parcial de
cada fun�c~ao de onda j i. Se p 0 = � 0 ; ent~ao obtemos

� =
X
 0

� 0; 0 j 0ih 0j = j ih j (I:3)

Nesse caso particular, de todas as fun�c~oes de onda j 0i
que aparecem na superposi�c~ao incoerente em (I.2), ape-
nas uma delas participa da representa�c~ao do campo; o
estado do campo recai no caso de estado puro. Ent~ao
podemos representar um estado puro pela fun�c~ao de
onda j i, ou pelo operador densidade �p = j ih j =

P
cnc

�
n0 jnihn0j: Por�em, o estado de mistura s�o admite

a representa�c~ao

�m =
X
 0

p 0 j 0ih 0j =
X
n

�njnihnj:

Note que no caso de estado puro, pp = j ih j; resulta
que

�̂2p = (j ih j)2 = (j ih j)(j ih j) = (j ih j) = �̂p;
(I:4)

isto �e, �̂2p = �̂p: E sendo tr(�̂p) = 1 segue que tr(�̂2p) = 1
para o estado puro.

Por outro lado, no caso de estado de mistura, obt�em-
se que �̂2m 6= �̂m acarretando

tr(�̂2p) < 1: (I:5)

Em resumo, se tr(�̂2p) = 1, o estado �e puro; se tr(�̂2p) <
1; o estado �e de mistura.

O estado puro �e uma superposi�c~ao coerente de esta-
dos de n�umero, enquanto o estado de mistura �e uma su-
perposi�c~ao incoerente de estado de n�umero. Por exem-
plo, a superposi�c~ao de dois estados de n�umero, jn1i e
jn2i, do tipo

�̂ = ajn1ihn1j+ bjn2ihn2j (I:6)

representa um estado de mistura, enquanto que a se-
guinte superposi�c~ao dos mesmos estados jn1i e hn2j;

j i = c1jn1i+ c2jn2i (I:7)

acarreta

c
�̂ = j ih j = (c�1hn1j+ c�2hn2j)(c1jn1i+ c2jn2i)

jc1j2jn1ihn1j+ jc2j2jn2ihn2j+ c1c
8
2jn1ihn2j+ c�1c2jn2ihn1j (I:8)
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representando um estado puro: no caso (I.6) temos
tr(�̂n) = 1 e tr(�̂2n) < 1, enquanto que no caso (I.8) te-
mos tr(�̂p) = 1 e tr(�̂2p) = 1. Enquanto a superposi�c~ao
(I.6) �e incoerente (a e b s~ao reais, n~ao possuem fases),
a superposi�c~ao (I.8) e coerente (c1 e c2 s~ao complexos,
possuem fases).

Note que em (I.6) �̂n �e diagonal na base de n�umero
jnii, enquanto que em (I.8) �̂n �e n~ao-diagonal nessa
base. Os termos fora da diagonal c1c�2jn1ihn2j +
c�1c2jn1ihn2j s~ao chamados termos de interferência, por
analogia com o que ocorre na experiência de dupla-
fendas de Young. Eles se relacionam com a coerência
da superposi�c~ao.

Pode ocorrer que, em t = 0, um campo esteja num
estado puro:

�̂(t = 0) =

0
B@

�11(0) �12(0) � � �
�21(0) �22(0)

... �n;n(0)

1
CA (I:9)

onde �ij(0) 6= 0 para i 6= j, e �a medida que o tempo
passa, o campo vai �cando misturado

�̂(t > 0) =

0
B@

�11(t) �12(t) � � �
�21(t) �22(t)

... �n;n(t)

1
CA (I:10)

pois as partes n~ao-diagonais �ij(t) ! 0 e i 6= j. Diz-
se ent~ao que o sistema perde a coerência (relacionada
aos termos de interferência); ou que o sistema \perde
coerência"; ou que a fun�c~ao de onda colapsa num es-
tado de mistura. Um exemplo desse efeito ocorre num
sub-sistema A, que interage com outro sistema B, onde

(i) A �e um oscilador harmônico e B um conjunto
de muito osciladores harmônicos, a temperatura T � 0,
representando um banho t�ermico. Nesse caso a Hamil-
toniana �e

c

H = HA +HB + V = ~!0a
+a+

X
K

~!Kb
+
KbK +

X
K

~�k(ab
+
k + a+bk): (I:11)

d

Resolvendo o sistema (Fig.I.1), obt�em-se �̂AB(t),
donde �̂a(t) = trB(�̂AB(t))

Figura I.1. Gr�a�co de tr(�2A(t)) contra o tempo, mostrando
descoerência.

Note que quando tr(�̂2A) ! 0; o estado do sub-
sistema A �e puro em t = 0, tr(�2A) = 1 mas vai �cando
misturado. Se a intera�c~ao aumenta (�0 > �) o tempo
de descoerência diminui: (� 0d < �d): O problema da
descoerência em Mecânica Quântica foi investigado por
Zurek [1] (que esclareceu a quest~ao da base-ponteiro),
por Caldeira e Leggett [2] e Wall e Milburn [3], dentre
outros.

(ii) Exemplo distinto ocorre quando A e B s~ao dois
osciladores harmônicos descritos por

H = ~!a+a+ ~
b+ + V; (I:12)

onde a intera�c~ao V �e dada por (Aproxima�c~ao Girante):

VAG = ~�(ab+a+b); (I:13)

ou por (Aproxima�c~ao Contra-Girante):

VACG = ~�(ab + a+b+): (I:14)

Resolvendo-se esse novo exemplo, obt�em-se a se-
guinte evolu�c~ao temporal (Fig.I.2), partindo-se de es-
tados iniciais coerentes. Curva s�olidas ({) e interrom-
pidas (- - -) s~ao para a intera�c~ao (I.14); a curva pon-
tilhada (...) �e para (I.13). Nesse caso o sub-sistema A
(um do osciladores) sai de um estado puro, em t = 0,
quando tr �̂2A(0) = 1, e evolui para estados de mis-
tura, retornando periodicamente ao estado puro (n~ao
necessariamente o mesmo estado puro inicial). Nesse se-
gundo exemplo o sistema exibe colapso e \ressurei�c~ao"
da fun�c~ao de onda. O grau de mistura �e m�aximo no
ponto de m��nimo, e a mistura aumenta se o acopla-
mento entre A e B aumenta. Na curva pontilhada,
para a intera�c~ao do tipo (I.13), tais efeitos n~ao ocor-
rem: cada sub-sistema permanece em estado puro para
todo tempo [4] e o estado inicial �e coerente.
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Figura I.2. O mesmo que na Fig.I.1, mostrando descoerência
seguida reconstru�c~ao da pureza do estado.

Em resumo, um oscilador (ou campo luminoso)
pode estar em um estado puro, descrito por j i ou �̂ =
j ih j =P cnc

�
n0 jnihn0j onde �̂2 = �̂ e tr�̂2 = tr�̂ = 1;

ou pode estar em um estado de mistura, descrito apenas
por

�̂ =
X
 0

p 0 j ih 0j =
X

pnjnihnj; (I:15)

onde �̂2 6= �̂ e tr(�̂2) < tr(�̂) = 1:
Considerando sua evolu�c~ao temporal, o sistema

pode evoluir de um estado puro para um estado de
mistura, o fenômeno sendo chamado de \colapso da
fun�c~ao de onda", ou descoerência. Essa evolu�c~ao tem-
poral pode ser de�nitiva, como no exemplo (1), Fig. I.1,
ou pode ser revers��vel, como no exemplo (2), Fig. I.2
para a intera�c~ao (I.14).

Exemplos de campos luminosos em estado puro s~ao:
(i) campo em estado de n�umero jN i; (ii) campo em es-
tado coerente j�i; (iii) estado de fase j�i; (iv) campo
em estado comprimido j�i; etc.. Exemplos de campos
luminosos em estados de mistura s~ao: (i) campo em
estado t�ermico � =

P
pnjnihnj, onde pn �e dado pela

distribui�c~ao de Bose-Einstein, de f�otons num modo do
campo dependente da temperatura; (ii) campo em
estado ca�otico, como aqueles gerados por lâmpadas u-
orescentes, onde � =

P
pnjnihnj, em que p̂n �e tamb�em

a distribui�c~ao de Bose-Einstein, por�em agora indepen-
dente da temperatura. No caso t�ermico ou ca�otico te-
mos pn = (1�A)An onde A = exp(�), onde � = ~!=KT
para o caso t�ermico.

II Propriedades n~ao-cl�assicas

do campo luminoso

�E geralmente aceito, na comunidade do f��sico da �area
de �Otica Quântica, desde 1927 - quando Dirac intro-
duziu a teoria quântica do campo de radia�c~ao - at�e
1977, que n~ao havia real necessidade da quantiza�c~ao do
campo luminoso: o tratamento cl�assico (ou neocl�assico)
do campo luminoso era su�ciente para explicar todo o
efeito (efeito fotoel�etrico [5], efeito Compton [6], Lamb-
hift [7], etc.). Desse modo, a opini~ao corrente at�e 1977,
era que a teoria quântica era necess�aria para explicar
efeito da mat�eria (�atomo, mol�ecula, cristais), mas n~ao
era necess�aria para explicar efeito no campo luminoso
[8]. A partir de 1977, por�em, come�caram a surgir novos

efeitos �oticos, cujas explica�c~oes necessitavam da quan-
tiza�c~ao do campo luminoso. S~ao os seguintes efeitos:

II.1 - Efeito anti-agrupamento (antibun-
ching) de f�oton

A fun�c~ao de correla�c~ao, de 2a. ordem,

g(2)(� ) =
ha+(0)a+(� )a(0)a(� )i

ha+(� )a(� )i2 (II:1)

mede a probabilidade de detec�c~ao de um segundo f�oton
ap�os um tempo � em que um primeiro f�oton foi detec-
tado. Se g(2)(� ) > 1 diz-se que os f�otons do feixe lumi-
noso est~ao agrupados; se g(2)(� ) < 1 eles est~ao anti-
agrupados. Nesse �ultimo caso o efeito �e n~ao-cl�assico,
necessitando da quantiza�c~ao do campo. Para a luz de
um laser excelente (luz coerente) resulta g(2)(� ) = 1,
um limite entre a regi~ao cl�assica (g(2)(� ) > 1) e a regi~ao
quântica (g(2)(� ) < 1).

A Fig.II.1 mostra o gr�a�co de (g(2)(� )) versus � .
A linha cheia, onde g(2)(� ) > 1, obtida em 1956 por
Brown e Twi [9], usando luz t�ermica; a linha ponti-
lhada, onde g(2)(� ) = 1, obtida por Arecchi et al. [10],
usando luz de laser; e a linha tracejada onde g(2)(� ) < 1,
obtida por Kimble et al. [11] usando luz uorecente,
emitida por um �unico �atomo excitado: a probabilidade
de um �unico �atomo emitir um segundo f�oton, ap�os um
tempo � bem pequeno da emiss~ao de um primeiro f�oton,
�e zero. Temos de esperar o �atomo excitar-se de novo
para que ele emita um segundo f�oton. Por isso que,
nesse caso, g(2)(� ) �e crescente.

Figura II.1. Gr�a�co de g2(�) contra o tempo � , mostrando
o agrupamento de f�otons e anti-agrupamentos de f�otons.

II.2 - Estat��stica sub-Poissoniana

Dizemos que um campo luminoso exibe estat��stica
sub-Poissoniana [12] quando a incerteza no n�umero de
f�otons �e menor que a m�edia do n�umero de f�otons, isto �e,

�n̂2 < �n : (II:2)

Numa luz coerente (laser ideal), obtemos a estat��stica
Poissoniana: �n̂2 = �n, enquanto que numa luz t�ermica,
a estat��stica �e super-Poissoniana: �n̂2 > �n:



L.P.A. Maia e B. Baseia 479

O fator de Mandel [12],

Q =
�n̂2 � �n

n̂
(II:3)

mede esse efeito estat��stico: se Q < 0(Q > 0) a
estat��stica �e sub-Poissoniana (super-Poissoniana). A
regi~ao hachurada da Fig.(II.2) �e a regi~ao n~ao-cl�assica,
onde Q < 0. O fator de Fano, F = �n̂2=�n, �e tamb�em
usado, �as vezes.

Figura II.2. Fator de Mandel contra parâmetro �, mos-
trando a regi~ao quântica achurada.

II.3 - Compress~ao (squeezing) de Ruido
Quântico

O operador de campo el�etrico se escreve como

Ê = "[âei!tâ+ei!t] = 2"[X̂1 cos!t + X̂2sen!t]; (II:4)

onde

X̂1 = (â+ â+)=2 e X̂2 = (â� â+)=2i (II:5)

s~ao chamados operadores de quadratura do campo;
â(â+) �e o operador de aniquila�c~ao (cria�c~ao). No oscila-
dor harmônico tem-se x̂1 � x̂ e x̂2 � p̂ (x̂ = posi�c~ao, p̂
= momento), com a diferen�ca que x̂1 e x̂2 s~ao adimen-
sionais.

Ocorre que, tanto para campo em estado coerente
j�i, como para campos em estado de v�acuo j0i, as dis-
pers~oes (ru��dos) na quadratura x̂1 e x̂2 s~ao iguais entre
si, sendo al�em disso, m��nimas:

�x̂21 = �â2 = 1=4; (II:6)

satisfazendo �a m��nima rela�c~ao de incerteza

�x̂1 ��x̂2 = 1=4: (II:7)

O que �e, ent~ao, o efeito de compress~ao? �E o que ocorre
quando temos (Fig.II.3)

�x̂21 < 1=4: (II:8)

com �x̂21 > 1=4: Ou o reverso disso: �x̂22 < 1=4; com
�x̂21 > 1=4:

Na Fig.(II.3), o c��rculo na origem (fora da origem)
representa o ru��do no estado de v�acuo j0i (no estado

coerente j�i). A elipse (a) representa a compress~ao do
ru��do na quadratura x̂1 (posi�c~ao), enquanto a elipse
(b) representa a compress~ao do ru��do na quadratura x̂2
(momento). Note que os ruidos do v�acuo j0i e do es-
tado coerente j�i s~ao iguais, representados por c��rculos
de mesmo diâmetro, de valor 1/4.

A teoria sobre o efeito de compress~ao iniciou-se por
volta de 1970 [13], mas a sua comprova�c~ao experimental
ocorreu apenas em 1985 [14].

Figura II.3. Espa�co de fase fX1;X2g mostrando o estado
coerente (circulo) e o estado comprimido (elipses).

II.4 - Outro efeito n~ao-cl�assico no campo
luminoso

H�a outro efeito �otico n~ao-cl�assico al�em desses três
mencionados nos itens II.1- II.3 ? Sim, s~ao os seguintes:

(a) Colapso e ressurrei�c~ao da invers~ao atômica

A invers~ao atômica

�̂(t) = P22 � P11(t) = h (t)j(j2ih2j � j1ih1j) = j (t)i
(I:9)

na presen�ca de campo luminoso, exibe oscila�c~oes
peri�odicas e o campo �e tratado cl�assicamente, mas pode
exibir o efeito de colapso e ressurrei�c~ao se o campo lu-
minoso �e quantizado.

Figura II.4. Invers~ao atômica em fun�c~ao do tempo, para um
campo n~ao quantizado.

Figura II.5. O mesmo que na Fig.II.4 para um campo quan-
tizado.
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Diferentemente da Fig.II.4, regi~ao temporal a-b da
Fig.II.5 a invers~ao h�̂z(t)i colapsou. Na regi~ao b-c, a in-
vers~ao ressuscitou. Esses efeitos s~ao explicados quando
o campo luminoso �e quantizado. Por isso se diz que
se trata de efeito �otico n~ao-cl�assico. Enquanto a teoria
desse efeito iniciou-se em 1963, sua observa�c~ao experi-
mental [15] ocorreu apenas em 1987.

(b) Espalhamento atômico por campo luminoso

A investiga�c~ao tradicional da intera�c~ao radia�c~ao-
mat�eria consistia em incidir radia�c~ao na mat�eria e de-
duzir propriedades da mat�eria olhando para a radia�c~ao
espalhada. Em 1933, Kapitza e Dirac [16] pensaram
no processo inverso: espalhar mat�eria por luz numa ca-
vidade, deduzindo a propriedade do campo luminoso
atrav�es da mat�eria espalhada. Essa id�eia n~ao funci-
onou, porque chegou em �epoca n~ao apropriada: n~ao
havia luz de laser (inventada em 1960), nem havia ca-
vidade �otica excelente, inventada nos anos 80. Somente
em 1988, portanto 55 anos ap�os a proposta original, foi
detectado o espalhamento atômico por luz [17]. Nesse
caso, o pico de espalhamento atômico depende do es-
tado quântico do campo luminoso [18]. Da�� o efeito ser
denominado efeito n~ao-cl�assico.

(c) Oscila�c~oes na ditribui�c~ao pn
Esse efeito evidencia a glanularidade dos f�otons e

est�a relacionado �a ocorrência de interferência no espa�co
de fase [19].

(d) Estado correlacionado e viola�c~ao da desi-
gualdade de Bell

Esse �e um outro efeito n~ao-cl�assico, investigado com
sucesso por Aspect et al. [20], em 1982, mostrando a
viola�c~ao da desigualdade de Bell, dando raz~ao �a teoria
quântica, em vez da teoria cl�assica. Uma experiência
alternativa, usando vari�aveis cont��nuas em vez de dis-
creta, foi tamb�em realizada [21].

Outro efeito est�a relacionado ao velho problema
do \gato quântico" de Schr�odinger [22], a prepara�c~ao
de superposi�c~ao macrosc�opica de estado quântico [23].
Desde sua proposta em 1935, muitas solu�c~oes tentativas
foram apresentadas, sem sucesso. Recentemente, v�arias
solu�c~oes nessa dire�c~ao surgiram na literatura incluindo
o recente (e not�avel ) efeito de teletransporte [24].

III Por que esse estado n~ao-

cl�assico?

A representa�c~ao do estado descrevendo um campo lu-
minoso �̂ (puro ou mistura), na base coerente, foi intro-
duzida em 1963 por Glauber [25] tal que

�̂ =

Z
P (�)j�ih�jd2�; (III:1)

onde P (�) �e a chamada fun�c~ao de quasi-probabilidade:
P (�) � 0 se o campo �e cl�assico, isto �e, se o campo n~ao
exibe nenhum efeito n~ao-cl�assico. Por�em, se o campo
no estado �̂ exibir algum desse efeito, ent~ao resultar�a
que P (�) < 0; ou ainda P (�) poder�a ser mais singular
que uma a fun�c~ao delta de Dirac. De fato, mostra-se
que [3],

g(2)(0) = 1 +

R
P (�)[j�ih�j]2d2�
fR P (�)[j�ih�j]g2 ; (III:2)

e ent~ao g(2)(0) < 1 (antibunching) apenas se P (�) < 0
em alguma regi~ao.

Em segundo lugar, mostra-se que [3],

Q = jg(2)(0)� 1]�n (III:3)

acarrentando que Q < 0 (estat��stica sub-Poissoniana)
se g(2)(0) < 1, isto �e, se P (�) < 0, conforme a
Eq.(III.2).

Em terceiro lugar [3],

�x̂21 = (1=4)[1 +

Z
P (�)[j�ih�j]2d2�] (III:4)

acarretando que �x̂21 < 1=4 apenas se P (�) < 0 em
alguma regi~ao.

Em quarto lugar, se a distribui�c~ao estat��stica de
f�otons, pn oscilar, a cada buraco (pn = 0), corresponde
um efeito n~ao-cl�assico. De fato

pn =

Z
P (�)jhnj�ij2d2� (III:5)

s�o ocorre de P (�) assumir valores negativos [26].

IV Estados cl�assicos do campo

luminoso

(a) Estado t�ermico

O operador densidade

�̂(T ) = Ne��H (IV:1)

onde
N = [tr(e��Ĥ ]�1

H = ~!(n̂ + 1=2) (IV:2)

� = 1=KBT

descreve um campo luminoso no estado t�ermico. Trata-
se de um estado de mistura: tr(�̂2) < 1:

Propriedades:
a)

�̂(T ) =
1X
n=0

pnjnihnj =
Z
P (�)j�ih(�jd2�; (IV:3)
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onde P (�) �e uma Gaussiana [27]. Note que �̂(T ) �e dia-
gonal na base fjnig, por ser estado de mistura

b)

pN (T ) = (�̂(T ))n;n =
�nn

(1 + �n)n+1
; (IV:4)

que �e a distribui�c~ao de Bose-Einstein.
c)

tr(�̂(T )) =
1X
n=0

p2n =
1

1 + 2�n
� 1 (IV:5)

e ent~ao tr(�̂2(T )) = 1(0) se T ! 0(T !1): Fora des-
ses limites, 0 < tr(�̂2(T )) < 1:

d)

�nT = tr[�̂(T )n̂] = (e� � 1)�1 ; � = ~!=kBT (IV:6)

e)
�n̂2 = hn̂2i � hn̂2i2 = �n + �n2 (IV:7)

Temos, nesse caso,
f)

g
(2)
T (0) = 2 > 1 (IV:8)

que signi�ca agrupamento de f�otons (bunching). Por-
tanto, o estado t�ermico n~ao exibe agrupamento de
f�otons (g(2)(0) < 1):

O fator de Mandel Q para o campo t�ermico resulta
g)

QT
�n̂2 � �n

�n
= �n > 0 (IV:9)

h)

�X̂2
1 = �X̂2

2 = (2�n+ 1)=1=4: (IV:10)

Portanto os ru��dos nas duas quadraturas, X̂1 e X̂2, s~ao
maiores que 1/4, n~ao havendo o efeito de compress~ao
(�X̂2

1 < 1=4 ou (�X̂2
2 < 1=4):

(b) Estado coerente

O vetor j�i, auto-vetor do operador aniquila�c~ao
âj�i = �j�i, ou o operador densidade

�̂ = j�ih�j (IV:11)

descrevem o campo luminoso num estado coerente.
Trata-se de um estado puro tr(�̂2) = tr� = 1: Pode-
mos expandir o estado coerente j�i na base de n�umero:

j�i =
1X
n=0

cnjni ; cn = e�j�j
2=2 � �n=

p
n! (IV:12)

e podemos escrever tamb�em

j�i = D̂(�)j0i; (IV:13)

onde D̂(�) �e o operador (unit�ario) de deslocamento [27],

D̂(�) = e��â
+���â : (IV:14)

Propriedades:

a)

�̂(�) = j�ih�j =
Z
P (�)j�ih�jd2� (IV:15)

onde P (�) = �(2)(� � �).
b)

Pn(�) = h�jp̂j�i = e�j�j
2 j�j2n=n! (IV:16)

que �e denominada distribui�c~ao de Poisson. Temos
ainda:

c)

tr[�̂(�)] = 1; pois �̂2(�) = �̂(�); e tr�̂(�) = 1 (IV:17)

d)

�n = h�jn̂j�i = j�j2; (IV:18)

e)

�n̂2 = hn̂2i � hn̂2i2 = j�j2 = �n; (IV:19)

f)

g(2)(0) = 1; (IV:20)

portanto o estado coerente n~ao exibe agrupamento de
f�otons (g(2) > 1), nem anti-agrupamento (g(2) < 1);
est�a na fronteira.

g)

Qn =
�n̂2 � �n

�n
= 0 (IV:21)

pois �n̂2 = �n: Portanto o estado coerente n~ao �e sub
sem super Poissoniano. Sua estat��stica �e Poissoniana,
conforme a express~ao de pn(�). Al�em disso,

�X̂2
1 = �X̂2

2 = 1=4: (IV:22)

Portanto, n~ao exibe o efeito de compress~ao de ru��dos
em quadraturas. Nem tampouco exibe o efeito de anti-
compress~ao.

Os c��rculos na Fig.IV.1 representam o estado de
v�acuo j0i e o estado coerente j�i. Ambos s~ao esta-
dos de m��nima incerteza, com �X2

1 = 1=4 i = 1; 2. Os
c��rculos resultam de cortes na \meia-largura" de Gaus-
sianas, representantes de fun�c~oes de Wigner [3].

As fun�c~oes de Wigner s~ao dadas, para um estado
coerente por

W (x1; x2) =
2

�
e�(x

2
1
;x2
2
)=2; (IV:23)

ou para um estado comprimido

W (x1; x2) =
2

�
e�1=2 (s2x21) � e�1=2 (x22=s

2); (IV:24)
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ou para um estado de n�umero

W (x1; x2) =
2

�
(�1)ns2Ln(4r2): (IV:25)

Para o estado comprimido,
x21
a2 +

x22
b2 = 1, onde

a = s�1; b = s; onde s�1 = er �e a largura da Gaus-
siana, s~ao discutidas por Wall e Milburn (Ref.3, pg.
63). Para o estado coerente, o c��rculo de erro �e dado

por x21+x
2
2 = 1. Para o estado comprimido, x

2
1

a2+
x22
b2 = 1,

onde a = s�1; b = s.

Figura IV.1. Representa�c~ao de estado coerente na origem e
fora da origem, no espa�co de fase fX1;X1g.

Figura IV.2. Fun�c~oes de Wigner correspondentes aos esta-
dos da Fig. II.5.

V Estados n~ao-cl�assicos do

campo luminoso

S~ao aqueles que exibem alguns dos efeitos: (i) anti-

agrupamento de f�otons; (ii) estat��stica sub-Poissoniana;

(iii) compress~ao do ru��do quântico abaixo do ru��do do

v�acuo, etc. S~ao diversos os estados n~ao-cl�assicos:

(A) Estado de n�umero jN i
Temos, nesse caso,

a)

�̂(N ) = jN ihN j; �̂(N )2 = �̂(N )! tr �̂2(N ) = tr�̂(N ) = 1

(V:1)

cuja apresenta�c~ao na base de n�umero �e:

�̂(N ) =
X

pnjnihnj; (V:2)

onde pn = �n;N , e cuja representa�c~ao na base coerente

�e dada por

�̂(N ) =

Z
P (�)j�ih�j d2�; (V:3)

onde P (�) �e uma ultradistribui�c~ao [27], consequência

do estado ser n~ao-cl�assico.

b)

pn(N ) = �̂n;N (N ) = �n;N : (V:4)

c)

tr �̂2 = 1:

d)

n̂N = hN jn̂jN i = N: (V:5)

e)

�n̂2 = hn̂2i � hn̂i2 = 0; (V:6)

como esperado, pois num estado de n�umero a incerteza

no n�umero �e zero. Enquanto isso, pode-se mostrar que

a incerteza na vari�avel conjugada, a fase, �e dada por

(Pegge-Barnett [28])

��̂ = �2=3 ' �: (V:7)

Obt�em-se ainda que

f)

g
(2)
N (0) = 1� 1

N
< 1 (V:8)

que mostra o efeito de anti-agrupamento, tanto maior

quanto menor o valor de N (N = 1; 2; 3; :::): Enquanto

isso, o fator de Mandel resulta em

g)

Q =
�n̂2 � �n

�n
= � n̂

n̂
= �1; (V:9)

portanto exibindo o m�aximo efeito sub-Poissoniano

(Q = �1); independente de N . Ao contr�ario, o efeito

anterior (anti-agrupamento) dependia de N , sendo pe-

queno para N grande. Por outro lado,

h)

�X̂2
1 = �X̂2

2 =
1

4
(2N + 1) � 1

4
; (V:10)

mostrando que o estado jN i n~ao exibe o efeito de com-

press~ao.

Em resumo, o estado de n�umero jN i exibe os efei-
tos n~ao-cl�assicos de anti-agrupamento e estat��stica sub-

Poissoniana. Mas n~ao exibe o efeito n~ao-cl�assico de

compress~ao. Basta exibir um dos três efeitos n~ao-

cl�assicos ou algum outro para ser um estado n~ao-

cl�assico.
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A prepara�c~ao de um campo luminoso num estado de

n�umero jN i foi anunciada, em 1982, por Mandel [29].

Por�em, aparentemente, de sucesso duvidoso.

(B) Estado de fase j�mi
Um segundo estado n~ao-cl�assico do campo luminoso

�e o estado de fase j�mi, complementar do estado de

n�umero. Estado de fase j�mi, bem como operadores de

fase �̂, s~ao ingredientes polêmicos tanto na Mecânica

Quântica quanto na �Otica Quântica, desde a proposta

de Dirac em 1927. Inicialmente Dirac propôs a rela�c~ao

de comuta�c~ao [30]

[n̂; �̂] = i: (V:11)

Por�em, essa rela�c~ao acarretava a rela�c~ao de incerteza

�n̂ � ��̂ � 1=2 e ent~ao, para �n � 1 implicava

��̂ � 2�, isto �e, uma incerteza na fase maior que 2�

um resultado sem sentido. Al�em disso, a rela�c~ao de

comuta�c~ao (V.11) acarretava que

hnj[n̂; �̂]jn0i = (n� n0)hnj�̂jn0i = i�n;n0 ; (V:12)

tal que deixava o elemento de matriz hnjj�̂jjn0i indeter-
minado.

Em 1964 quando Dirac j�a havia retirado o assunto

da nova edi�c~ao, Sussekind e Glogower [25] avan�caram

mais no assunto, introduzindo o operador de fase

Û = (ei�̂)SG = â=
p
n̂ =

1X
n=0

jnihn+ 1j;

onde

Û+ = (e�i�̂)SG = (1=
p
n̂)â+ =

1X
n=0

jn+ 1ihnj: (V:13)

No entanto, ainda restavam problemas. O ope-

rador U = ei�̂ n~ao era unit�ario: UU+ = 1; mas

U+U = 1 � j0ih0j 6= 1. Se U = ei�̂ n~ao era ent~ao

unit�ario, ent~ao �̂ n~ao era Hermiteano. Um bom opera-

dor de fase, deveria ser Hermiteano, porque a mecânica

quântica sempre associa observ�aveis a operadores Her-

miteanos. A situa�c~ao estava t~ao complicada a essa al-

tura que chegou-se a pensar em abrir m~ao desse tradi-

cional requisito, conforme um artigo de Levy-Leblond

[32], intitulado: \Who is afraid of non-hermitean ope-

rator?".

O problema foi contornado apenas recentemente,

por Pegg e Barnett [28] que utilizaram o estado de fase

truncado (limite superior �nito):

j�mi = 1p
1 +N

1X
n=0

ein�m jni (V:14)

onde

�m = �0 +

�
2�

1 + N

�
m ; m = 0; 1; 2; :::N: (V:15)

O operador de fase �e

(ei�̂)PB = (ei�̂)SG + ei(1+N)�0 jnih0j; (V:16)

onde (ei�̂)SG �e o operador de fase de Sussekind - Glo-

gower e (ei�̂)PB �e o operador de fase de Pegg-Barnett

(PB). Note que enquanto os operadores de fase de

SG s~ao de levantamento e abaixamento, o de PB s~ao

c��clicos. A novidade introduzida por PB �e o termo adi-

cional na Eq. (V.16): exp[i(N + 1)�0]jN ih0j. Al�em

disso, o procedimento operacional exige que se fa�cam o

c�alculo no espa�co truncado, de dimens~ao �nita N + 1

e, ao �nal, se fa�ca o limite N !1, nessa ordem.

Propriedades:

a)

�̂(�m) = j�mih�m j = 1

1 + N

NX
n;n0=0

ei(n�n
0)�0 jN ihN 0j

(V:17)

b)

pn(�m) = jhnj�mij2 = 1

1 + N
(V:18)

sendo independente de n. A distribui�c~ao estat��stica de

f�otons nesse estado, �e plana: num estado de fase, a in-

certeza no n�umero �e grande, como se mostra abaixo,

em (d).

c)

tr�̂2 = tr�̂ = 1:

d)

�n = h�mjn̂j�mi = N

2
!1; se N !1 (V:19)

e)

�n̂2 = hn̂2i � hn̂i2 = N2

12
!1; se N !1: (V:20)

Note que, enquanto isso, ��̂2 = 0 como esperado. A

express~oes para g(2), Q e �X̂2
1 s~ao longas nesse caso,

revelando tamb�em efeitos n~ao-cl�assicos dos tipos anti-

agrupamentos, sub-Poissioniano e compress~ao.

A medida de ru��dos no operador de fase foi suge-

rida recentemente [28]. A medida do operador de fase

em diversos estados foi tamb�em proposta recentemente
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[34], em 1996. A gera�c~ao de estado de fase, bem como

a gera�c~ao de estado de n�umero, s~ao assuntos ainda n~ao

resolvidos.

Finalmente, notamos que o estado (quasi-cl�assico)

coerente j�i �e intermedi�ario entre o estado (n~ao-

cl�assico) de n�umero jN i e de fase j�mi, no sentido de

que a dispers~ao em n̂ e �̂ s~ao ambos �nitos [33]

�n̂2(�) = �n;

��2(�) =
1

4�n
; (V:21)

donde obtemos, a rela�c~ao de m��nima incerteza, num

estado coerente dada por

�n̂(�) ���(�) = 1=4 : (V:22)

(C) Estado comprimido

Enquanto j�i era auto-vetor do operador de ani-

quila�c~ao â, o estado comprimido [35] j�i �e auto-vetor

do operador [30] b̂ = �â+ �â+. Assim,

b̂j�i = �j�i; (V:23)

onde se exige que a transforma�c~ao b̂ = �â + �â+

seja canônica: [a; a+] = [b̂; b̂+] = 1, o que acarreta

j�j2� j�j2 = 1: Note que, se � ! 0 ent~ao b̂! â e ent~ao

j�i ! j�i. Enquanto t��nhamos, para j�i;

j�i = D̂(�)j0i; (V:24)

onde D̂(�) �e o operador unit�ario D̂(�) = exp[�â+ �
��â], agora temos,

j�i = Ŝ(z)j�i; (V:25)

onde Ŝ(z) �e o operador unit�ario [30]

Ŝ(z) = ezâ
+2�z�â2)=2: (V:26)

Note ent~ao que

j�i = Ŝ(z)j�i = Ŝ(z)D̂(z)j0i 6= D̂(�)Ŝ(z)j0i; (V:27)

porque os operadores D̂ e Ŝ n~ao comutam. Escrevendo

z na forma polar z = rei�, resulta

� cosh(r) ; � = ei'senh(r): (V:28)

A Hamiltoniana geradora do efeito de compress~ao �e

quadr�atica em â e â+

Ĥ = ~!â+a+ ~�(â2 + â+2): (V:29)

A constante � vem do acoplamento do campo (a ser

comprimido), com um meio material n~ao-linear, que

causa a compress~ao.

Propriedades:

a)

�̂(�) = j�ih�j: (V:30)

b)

pn(�) = jhnj�ij2: (V:31)

c)

tr(�2) = tr(�) = 1:

d)

�n = h�jn̂j�i = j�j2 + senh2(r): (V:32)

Note que para � ! 0 (v�acuo) �n = senh2(r): Portanto,

o estado de v�acuo-comprimido tem f�otons! Por outro

lado, no limite r ! 0, resulta � = ei'senh(r) ! 0 e

ent~ao j�i ! j�i, onde �n(�) = �n(�) = j�j2, conforme

resultado anterior.

As express~oes de g(2) e Q s~ao longas nesse caso. En-

quanto isso, obtemos

�X̂2
1 =

1

4

h
e�r cosh2

�'
2

�
+ ersenh2

�'
2

�i
;

�X̂2
2 =

1

4

h
er cosh2

�'
2

�
+ e�rsenh2

�'
2

�i
; (V:33)

e ent~ao, para ' = 0 obtemos compress~ao em X̂1. Para

' = � obtemos compress~ao em X̂2:

O ponto c sobre a hiperbole (Fig.V.2), representa

todos os (in�nitos) estados coerentes, nos quais temos

�X̂2
1 = �X̂2

2 = 1=4. Os pontos restantes da hiper-

bole representam estados comprimidos de m��nima in-

certeza (�X̂i ��X̂2 = 1=4). Os pontos da regi~ao hachu-

rada representam estados comprimidos que n~ao s~ao de

m��nima incerteza (�X̂1�X̂2 > 1=4), onde �X̂1 < 1=4,

ou �X̂2 < 1=4. A regi~ao abaixo, ou �a esquerda da hi-

perbole, �e proibida (�X̂1�X̂2 < 1=4), enquanto que

a regi~ao acima do eixo ac, e �a direita do eixo bc, n~ao

apresenta efeito de compress~ao. Sobre a bissetriz est~ao

marcadas as dispers~oes no estado de n�umero j1i, j2i,
j3i, etc., para os quais �X̂2

1 = �X̂2
2 = 3=4; 5=4; 7=4,

etc., respectivamente.
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Figura V.1. Representa�c~ao do estado comprimido no espa�co
de fase, mostrando o ângulo '.

Figura V.2. Caracteriza�c~ao de regi~oes cl�assicas e n~ao
cl�assicas no espa�co das varian�cas f�X̂2

1 ;�X̂2

2g.

A teoria do estado comprimido iniciou-se [36] por
volta de 1970, enquanto sua observa�c~ao experimental
[37] ocorreu a partir de 1985.

A Fig. V.3 resume os resultados anteriores.

Figura V.3.

VI Estados n~ao-cl�assicos deri-

vados

VI.1 - Estado de n�umero deslocado

jN iD = D̂(�)jN i: (V I:1)

Nesse caso pn 6= �n;N : o deslocamento do estado
de n�umero alarga a distribui�c~ao de Kronecker. Para
j�j < 1=2 o estado de n�umero deslocado exibe anti-
agrupamento e estat��stica sub-Poissoniana [38].

VI.2 - Estado de n�umero comprimido

jN iS = Ŝ(z)jN i: (V I:2)

Este estado foi introduzido por Sing [39] em 1982, e
investigado posteriormente por Kim et al.[40], em 1989.
Apresenta efeitos n~ao-cl�assicos.

VI.3 - Estado t�ermico comprimido

�̂S(T ) = Ŝ�̂(T )Ŝ+ = Ŝ(�pnjnhinj)Ŝ+ =

X
pnŜjnhinjŜ+ =

X
pnjnishnjs: (V I:3)

Consiste numa superposi�c~ao de estados de n�umero com-
primidos com ditribui�c~ao pn de Bose-Einstein [41].

VII Estados interpoladores

VII.1 - Estado binomial [41] (BS)

j�;N i =
NX
n=0

�Nn (�)jni; (V II:1)

onde �Nn (�) �e a distribui�c~ao binomial.

j�Nn (�) =
�
N
n

�
�n(1� �)N�n; 0 � � � 1: (V II:2)

Temos os limites para � ! 0, � !1 e para � ! 1, N
arbitr�ario:

j�;N i ! j�i; se � $1 e N $1 com � �nito;
(V II:3)

enquanto que

j�;N i ! jN i se � = 1: (V II:4)

Portanto o BS [42] interpola entre estado de n�umero
jN ie estado coerentej�i:

As �guras VII.a e VII.b mostram o fator de Mandel
Q e a posi�c~ao do BS no espa�co das dipers~oes �X2

1 e
�X2

2 em fun�c~ao de �. Note na Fig. (VII.a) que o fator
de Mandel inicia em Q = 0, para � = 0, onde o BS
coincide com estado coerente e evolui linearmente para
Q = �1, quando � ! 1, onde o BS coincide com es-
tado de n�umero. Para todo ��(0; 1) temos ent~ao Q < 0,
logo esse estado �e sub-Poissoniano, exibindo tamb�em
anti-agrupamento de f�otons (g(2)(0) < 1):

A Fig. (VII.b) mostra o gr�a�co no espa�co das dis-
pers~oes, �X1, �X1, para N = 1, N = 2 e N = 3.
Note que a curva sai do ponto correspondente aos va-
lores no estado coerente, onde �X̂2

1 = �X̂2
2 = 1=4, (cf.

Eq. (IV.22)) e evolui para o ponto correspondente ao
estado de n�umero, onde �X̂2

1 = �X̂2
2 = 3=4; 5=4; 7=4;

cf. Eq. (V.10)).
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Figura VII.1a. Fator Q de Mandel para o estado binomial.

Figura VII.1b. Estado binomial no espa�co das varian�cas
f�X̂2

1 ;�X̂2

2g.

VII.2 - INPS (Intermediate Number
Phase State)

Esse estado [43] interpola o estado limite de n�umero
jN i e o de fase j�i, estados complementares. Denota-se
por

jINPSi = j�;N i =
NX
n=0

cNn (�)jni; (V II:5)

onde

CNn (�) =
1p
N + 1

(1 + ��n;N )e
i�(n�Nr); (V II:6)

com s = 1 + � e r = �=s; ��[0;1]: Obt�em-se os dois
limites acima mencionados:

j1; N i = jN i ; j0;1i = j�i: (V II:7)

Figuras correspondentes �as Figs. (VII.a) e (VII.b)
para esse novo estado interpolador s~ao tamb�em obtidas.
Veri�ca-se [43] que o efeito sub-Poissoniano e de com-
press~ao podem ser mais ou menos acentuados no INPS
do que no BS, conforme o intervalo do parâmetros �
e N . �E interessante obter o gr�a�co da dispers~ao na
fase, ��̂2 versus � (Fig.VII.2), para grandes valores
de N (N � 100). Note que para � = 0 (estado de

fase j�i) temos ��̂2 = 0 enquanto que para � ! 1
(estado de n�umero jN i) temos ��̂2 ! �2=3, que s~ao
valores esperados. Por�em, note que h�a um overhoost

em ��̂2 para valores intermedi�arios de �, mostrando
que a dispers~ao em �̂, no INPS, supera �aquela obtida
no estado de n�umero jN i. A curva pontilhada repre-
senta a curva que esper�avamos obter no INPS, na qual
��̂2 2 [0; �2=3].

Figura VII.2. Gr�a�co da varian�ca na fase ��̂2, com
parâmetro interpolar �, mostrando \over-shoot".

N~ao sabemos como gerar esse estado proposto.
Tampouco se sabe, ainda, como gerar seus estados li-
mites, t~ao usuais na literatura. O mesmo ocorre com o
BS (lembrar que o estado comprimido demorou 15 anos
para ser gerado, ap�os sua proposta te�orica - ver Refs.
13 e 14).

VII.3 - INSS (Intermediate Number
Squeezed State)

Este estado [44] interpola os estados de n�umero jN i
e o estado comprimido jz; �i = Ŝ(z)j�i: Denota-se por

jINSSi = jz; �;N i = Ŝ(z)j�;N i =
NX
n=0

�Nn (�)jnis
(V II:8)

onde a expans~ao na base de n�umero comprimido,
fjnsig, utiliza o coe�ciente do BS (ver Sec. VII.1).
~z = (1��)z �e um conveniente parâmetro de compress~ao
z �e o parâmetro de compress~ao usual. Este estado in-
terpolador tamb�em apresenta o efeito n~ao-cl�assico, do
tipo anti-agrupamento, sub-Poissoniano e compress~ao
de ru��dos [1].

A sua gera�c~ao foi proposta recentemente [45].

VIII Estados de superposi�c~ao

Al�em dos estados n~ao-cl�assicos \tradicionais": jni,
jn�i, jz; �i, (ver sec. V), dos estados derivados: jniD,
jni, e �̂(T ), (Ver Sec. VI) e dos estados interpola-
dores: jBSi, jINPSi, jINSSi, (ver Sec. VII), h�a
ainda os estados de superposi�c~ao. Dois estados que,
separadamente, apresentam ou n~ao efeito n~ao-cl�assicos,
quando superpostos apresentam efeitos n~ao-cl�assicos in-
teressantes. Exemplos desses estados s~ao os discutidos
abaixo.
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VIII.1 - Superposi�c~ao de dois estados
coerentes

j i = N [j�ei�i + j�e�i�i]: (V III:1)

Nesse caso, os estados componentes s~ao cl�assicos (ver
Sec. (IV.b)) mas o estado superposto �e n~ao-cl�assico,
apresentando os efeitos mencionados na Sec�c~ao II. Esse
estado foi investigado por Schleich et al. [19]. Exemplos
bastante interessantes de estados do tipo VIII.1 s~ao os
chamados estados coerentes par e impar dado por

j �(�)i = N�[j�i � j � �i]; (V III:2)

e investigados por Malkin et al.[46], Gerry et al.[47],
Zaheer et al.[48].

VIII.2 - Superposi�c~ao de dois estados
comprimidos

j i = N [j�1i + j�2i]: (V III:3)

Estes estados superpostos foram estudados por San-
ders [49], Schleich et al. [19], Xin et al.[50], dentre ou-
tros. Dentre eles destacamos os estados comprimidos
pares e impares, estudados na Ref.[50]:

j �(�)i = N�(�)[j�i � j � �i]:

VIII.3 - Superposi�c~ao de dois estados de
n�umero

j i = N [
p
�jn1i+ ei�

p
1� �jn2i]: (V III:4)

Estes estados foram estudados por Wodkiewic [51],
para os casos particulares (� = 1=2; � = 0, n1 = 0,
n2 = 1; 2): Assim

j 01i = 1=
p
2[j0i+ j1i]; (V III:5)

e

j 02i = 1=
p
2[j0i+ j2i]; (V III:6)

tendo sido mostrado que tal superposi�c~ao gera o efeito
de compress~ao, um efeito ausente nas componentes jn1i,
n2i:

VIII.4 - Superposi�c~ao de estado de
n�umero com estado coerente

j i = N (��)[
p
�jni+ ei�

p
1� �j�i]: (V III:7)

Este estado, que interpola os estados limites jni e
j�i, �e alternativo ao estado binomial (ver Sec. VII.1).
Sua compara�c~ao com o estado binomial foi investigada
recentemente [52].

VIII.5 - Superposi�c~ao de estado de
n�umero com estado comprimido

j i = N (��)[
p
�jni+ ei�

p
1� �j�i]: (V III:8)

Este estado, que interpola os estados limites jni e
j�i, �e alternativo ao INSS (ver Sec. VII.3). Sua com-
para�c~ao com o INSS foi investigada [53]. Mais recente-
mente, foram investigados interessantes estados puros
que exibem estat��stica de estado t�ermico [54] e estados
n~ao-coerentes que exibem estat��stica poissoniana [55].

IX Conclus~ao

Como vemos, a �Otica Quântica disp~oe de uma \o-
resta de estados", um cen�ario ausente na �Otica Cl�assica.
Como o campo luminoso guarda analogia com oscilado-
res, esperava-se que efeitos n~ao-cl�assicos dos tipos estu-
dados na �Otica Quântica pudessem tamb�em ser oberva-
dos em osciladores mecânicos, atômicos, el�etricos, etc..
Nesse caso, a investiga�c~ao te�orica se faz h�a alguns anos,
tanto para osciladores el�etricos [56], como para �atomos
e ��ons aprisionados [57] em armadilhas magn�eticas e
magneto-�oticas, do tipo Paul [58]. A oberva�c~ao expe-
rimental, nesse caso, apareceu somente em 1996 e foi
obtida em oscila�c~oes de �atomos aprisionados em arma-
dilha, a baix��ssimas temperaturas [59] (�-Kelvin).

Um t�opico recentemente investigado, �e o da \profun-
didade n~ao-cl�assica" de um estado: quanto n~ao-cl�assico
um estado �e? Nessa dire�c~ao, Hillery [60] lan�cou a pri-
meira id�eia, depois continuadas por Lee [61], contes-
tada por Lima et al.[62]. Com rela�c~ao aos novos estados
quantizados do campo luminoso (ver Se�c~ao VI-VIII) in-
cluindo os estados interpoladores (Se�c.VII.1-VII.3) e os
estados de superposi�c~ao (Se�c.VIII.1-VIII.5), �e impor-
tante mencionar sua possibilidade, em vista de que re-
centes resultados interessantes dependem crucialmente
da existência de estado t~ao ex�oticos como esse. Este �e
o caso do estado binomial rec��proco, requerido por
Barnett e Pegg [34], para a medida da fase. A cons-
tru�c~ao de estados gen�ericos, como os aqui mencionados,
foi assunto de recente pesquisa por Vogel et al. [63], de-
nominada \engenharia de estado quântico" signi�cando
a possibilidade de constru�c~ao de estados quânticos ar-
bitr�arios do campo luminoso. �E importante destacar
que os estados estudados podem se apresentar em duas
formas: (i) \estados estacion�arios", em que a luz est�a
aprisionada numa cavidade, como aqueles estados pro-
duzidos por �atomo que atravessam cavidades deixando
seus f�otons; (ii) \estados viajantes", como aqueles que
emergem de um laser, ou de uma luz que atravessa um
meio n~ao-linear, etc.
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