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No presente trabalho explora-se a construcao de carretéis de pequeno fator geométrico que rolem

com grande aceleragdo sobre um plano inclinado.

In this paper it is explored the design of low geometrical factor spools rolling down hill with great

acceleration.

I Introducao

E bem conhecida a demonstracio [1,2] de se deixar ro-
lar sem deslizar, sobre um plano inclinado, uma esfera
sélida, um cilindro maci¢o e um anel. Essa corrida é
ganha pela esfera, mas um carretel poderia se transla-
dar com aceleracao ainda maior. Essa possibilidade é
discutida no presente trabalho.

II Prolegomenos

Quando um corpo desliza sobre uma rampa uniforme,
a aceleracao do seu centro de massa, na auséncia de
atrito, é dada por

a = gsend,

onde ¢ é a aceleragao local da gravidade e 6 é o
angulo de inclinagao da rampa relativamente a hori-
zontal. Quando um corpo com simetria axial rola sobre
uma superficie inclinada, a aceleracao do seu centro de
massa serd menor do que gsenfl. Nao havendo desliza-
mento, a aceleracdo é dada por [3,4]

gsend
I YR (1)
+ MoRZ

onde Iepr é o momento de inércia do corpo (calculado
em relacao ao eixo central que, passando pelo centro de
massa C'M, é perpendicular & direcio de movimento),

Mp é a sua massa total e R é o raio de rolamento
(distancia entre a superficie e o eixo central). Sendo
essas grandezas positivas, o denominador da equagao
1 serd sempre maior do que a unidade. Relativamente
a um eixo de rotacao que passa pelo centro de massa,
o momento de inércia de corpos de geometria simples
costuma ser representado por

Iy = BMr?,

onde M é a massa, r é o raio, e § é um fator geométrico
que reflete, essencialmente, a forma de distribuicao da
massa do corpo em torno de seu eixo de rotagio [4]. A
tabela 1 apresenta os fatores geométricos para alguns
corpos homogéneos.

Tabela 1: Fatores geométricos (§) e fatores de ace-
leragao (f) para alguns corpos homogéneos.

Corpo g f
Aro 1 1/2 =10,50
Casca esférica | 2/3 = 0,67 | 3/5 = 10,60
Cilindro 1/2=10,50 | 2/3 = 0,67
Esfera sélida | 2/5=0,40 | 5/7 = 0,71

Para corpos rolantes em geral, o fator geométrico
pode ser expresso através da razao [4]

Icm
B=—— 2
VR (2)
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onde Mrp é a massa total do corpo e R é o seu raio
de rolamento. Observe-se que, para corpos de geome-
tria simples (R = r ¢ Mp = M), o fator geométrico
generalizado B reduz-se ao fator geométrico ordinario
g.

A Eq. (1) pode ser reescrita como
a = fgsend,

onde f é uma constante, aqui definida como fator de
aceleracao, igual & unidade para um corpo que desli-
za sem atrito sobre o plano inclinado e que, para um
corpo que rola sobre o plano, depende exclusivamente
da forma de distribuicao da massa do corpo, ou seja,
do seu fator geométrico B:

1

f= (R (3)

Como o fator geométrico B é, por definicao (Eq. (2)),
positivo e adimensional, a defini¢do (3) assegura que o
fator de aceleracao f seja também uma constante adi-
mensional positiva e menor do que a unidade. Portanto,
a aceleracao do centro de massa de qualquer corpo que
role sobre um plano inclinado (f < 1) serd sempre
menor do que a aceleragao de um corpo que s6 deslize,
sem atrito, sobre o mesmo plano (f = 1) [3]. A ta-
bela 1 apresenta os fatores de aceleracao para os corpos
homogéneos mais comuns [4].

Nosso objetivo é desenhar corpos rolantes que per-
mitam maximizar a aceleracdo de seus centros de
massa, ou seja, discutir a possibilidade de construir ob-
jetos rolantes com fatores de aceleracao quaisquer, de
f = 0,50 (aro) até um valor de f préximo a unidade
(caracteristico de um corpo que somente desliza, sem
atrito). Do ponto de vista tedrico, isto equivale a pes-
quisar objetos com fatores geométricos variando de 1
(aro) até o menor valor operacionalmente possivel, o
que é feito na discussao que segue.

Fatores geométricos entre B = 3 = 1 (aro) e
B = 3 = 0,50 (cilindro) podem ser obtidos facil-
mente utilizando-se, por exemplo, cilindros 6cos. O
fator geométrico generalizado (expressdo 2) de um ci-

lindro 6co vale
R\’
— 1
(Rz) *

onde M é a massa do cilindro 6co, e Ry e Ry sao seus
ralos interno e externo, respectivamente. Como o fator
geométrico do cilindro 6co depende apenas da razao
Ri/ Ry de seus raios interno e externo, pode-se obter
qualquer valor entre B = 1(R; = R3) e B = 0,50
(Ry = 0). Por exemplo, para B = 0,75, a relagio entre
os ralos devera ser Ry = Rz/\/i.

Corpos rolantes que tenham fatores geométricos me-
nores do que o de um cilindro (B = 4 = 0,50) sao,
por exemplo, carretéis. Como veremos logo a seguir,

5 ZMRI+RY) 1
MR2 2

bl
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é possivel projetar e relativamente facil construir car-
retéis com fatores geométricos tao pequenos quanto
B ~ 0,1, ou seja, que rolem sobre um plano inclinado
com um fator de aceleracao f ~ 0,9.

A secao III é dedicada a obtencao de uma expressao
que relacione o fator geométrico de um carretel com os
parametros que o definem. A minimizacao desta ex-
pressao é discutida na secao IV. Na secao V sao anali-
sados alguns casos particulares.

IIT Obtencao do fator geomé-
trico de um carretel
Na Fig. 1 estao identificados os parametros que, neste

trabalho, foram adotados para um carretel de discos
laterais idénticos.

R

Figura 1. Pardmetros de um carretel.

Teoricamente, o problema a ser resolvido consiste
em minimizar o fator geométrico do carretel em funcgao
das massas especificas e das dimensoes do nicleo
cilindrico e dos discos laterais. Assim sendo, definem-se
duas variaveis adimensionais convenientes:

7“2

X = R’ (4)
K=t (5)
pp 2D

onde X representa a razao entre os quadrados dos raios
do niicleo cilindrico (r) e dos discos laterais (R), e K de-
pende das massas especificas do nicleo cilindrico (pn)
e dos discos (pp), bem como do comprimento do cilin-
dro (L) e da espessura dos discos (D). Observe-se que,
para um carretel feito de um tnico material (pny = pp),
K é simplesmente a razao entre o comprimento L e o
dobro da espessura D.
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A Fig. 2 ilustra configuracoes de nucleos e discos
laterais para diferentes valores de X.
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Figura 2. Visualizagao dos limites (discutidos no texto) da

7‘2

variavel X = ==

A condicio X = 0 (Fig. 2a) requer a inexisténcia
do nicleo cilindrico (r = 0); neste caso o corpo rolante
seria um cilindro de raio R e comprimento 2D, com
fator geométrico igual a 0,50. Na Fig. 2b tem-se o car-
retel tipico. Em (2c¢) recai-se novamente no caso de um
cilindro (n&o homogéneo e de comprimento L + 2D).
Quando X > 1 (Fig. 2d) surge uma situagio indese-
jada: o nicleo prevalece em tamanho sobre os discos
laterais e isto causa elevagao do fator geométrico. As-
sim sendo, as analises que seguem estao restritas ao
intervalo

0< X <1,

ou seja,
0<r<R

dentro do qual se tem um carretel tipico (Fig. 2b).

O momento de inércia de um carretel formado por
um nucleo cilindrico e por dois discos laterais, em
relagao a um eixo de rotacao que passa pelo seu centro
de massa, é dado por

Ieam = In +2Ip = BnMn R + 28p Mp R},

lembrando que os indices N e D referem-se ao nicleo
cilindrico e aos discos laterais, respectivamente. Como
By = Bp = 1/2, o fator geométrico generalizado
(relagdo 2) do carretel sera

1 My r?
B (—ZMJ\,; T 1)
(5 +1)

onde os raios do nucleo cilindrico e dos discos laterais
foram redefinidos como Ry =re Rp = R.

B =

bl

Usando o conceito de massa especifica e as variaveis
definidas pelas Eqs. (4) e (5), demonstra-se que
My /2Mp = KX e o fator geométrico generalizado do
carretel resulta ser

KX?+1
= (6)
20KX +1)

A Fig. 3a mostra a representacao grafica tridimensio-
nal desta expressao, sendo utilizada a variavel r/R ao
invés de X (Eq. (4)) para uma melhor visualiza¢ao da
superficie sobre a qual cada ponto especifica uma possi-
bilidade de construcao de um carretel. Nessa figura, de
acordo com a discussao feita acima, as varidveis estao
delimitadas pelos intervalos

0<r/R<1,0
K>0

B < 0,50

tendo em vista que, para um carretel, r/R (ou v/X)
deve ser maior do que zero e menor do que a unidade
(relagdo 4 e Fig. 2b), e K é positivo por defini¢io
(relagdo 5). (O caso B < 0,5 ja foi analisado ante-
riormente, para cilindros 6cos.)

A Fig. 3b é uma representacao bidimensional da
Fig. 3a. Nessa figura sao mostrados cortes da Fig. 3a
para varios valores de K, isto é, graficos relacionando
o fator geométrico B com r/R para diferentes valores
fixos de K, nos quais se observa que, quanto menor for
o fator geométrico B desejado para um dado carretel,
maior devera ser o valor de K.

Um valor alto para K (Eq. (5)) pode ser obtido
(a) escolhendo-se, para o nicleo cilindrico, um mate-
rial cuja massa especifica seja grande em relacao a dos
discos laterais e/ou (b) maximizando-se a razdo entre
o comprimento do nicleo e a espessura dos discos. En-
tretanto, razoes operacionais de construcao do carretel,
tais como o valor minimo desejado para B, a disponi-
bilidade de materiais ou até mesmo de um cilindro ou
discos convenientes, podem levar & necessidade de pré-
fixagdo de um ou dois dos parametros (B, X e K) que
o definem.

Se for feita a pré-fixacao de apenas uma das
variaveis, ou seja, se na Fig. 3b for selecionada uma
linha horizontal (tomando B fixo), uma linha vertical
(tomando r/R fixo) ou uma das curvas (tomando K
fixo), infinitas possibilidades de combinagao das outras
duas variaveis conduzem a infinitas solucoes equivalen-
tes para o problema.
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Figura 3. (a) Representacao grafica da expressao 6. (b) Fa-
tor geométrico B de um carretel em funciao da razio entre
os raios do nicleo cilindrico e dos discos laterais, para varios
valores de K. (A linha pontilhada representa a curva para
K =1,25)

Se duas variaveis forem arbitradas, o problema po-
derd ter solugcao ou nao. Por exemplo, tomando-se a
curva K = 10 da Fig. 3b, nao é possivel construir um
carretel caracterizado simultaneamente por K = 10 e,
por exemplo, B = 0,20, j4 que a linha horizontal corres-
pondente a B = 0,20 nao corta a curva K = 10. Por
outro lado, quando a intersec¢ao ocorre, o problema
tem duas solu¢des (por exemplo, K = 10 e B = 0,30)
mas, se uma linha horizontal B tangenciar o minimo da
curva K escolhida, como no caso da curva pontilhada
mostrada na Fig. 3b (K = 1,25 ¢ B = 0,40), a solucéo
é apenas uma.

Sendo o objetivo deste trabalho projetar carretéis
com fatores geométricos minimos possiveis, o caso de
interesse é aquele em que a linha horizontal B tan-
gencia a curva K, definindo uma tnica solugao para
o problema, de onde se obtém o valor de r/R tal que
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o fator geométrico B seja minimo (para o valor de K
pré-fixado). Se um carretel de fator geométrico menor
do que o de uma esfera sélida (B = 5 = 0,40) é dese-
jado, o valor de K devera ser maior do que 1,25 ja que,
como mostra a linha pontilhada na Fig. 3b, a curva cor-
respondente a K = 1,25 é tangenciada em seu minimo
(r/R =0,63) pela linha horizontal B = 0,40.

Dois aspectos ainda devem ser salientados com
relacao as curvas mostradas na Fig. 3b. Em pri-
meiro lugar observe-se que, como esperado, todas elas
fornecem B = 1/2 nos limites correspondentes a ob-
jetos de forma cilindrica (r = 0 ou r = R, isto é,
X =0ou X =1 nas Figs. 2a ou 2¢). Além disso, se
r/R > 1(X > 1 na Fig. 2d), o fator geométrico do car-
retel serd maior do que o de um cilindro (B = 3 = 1/2),
como ja foi comentado na analise da Fig. 2d.

IV Minimizacao do fator geo-
métrico de um carretel

Da discussao precedente conclui-se que minimizar o fa-
tor geométrico B em funcao de seus parametros X e K
é equivalente a pesquisar as condi¢oes em que a solucao
do problema é tnica, isto é, a especificar os vinculos
necessarios entre B e K para se ter um valor unico de
VX = r/R (pontos de minimo das curvas mostradas
na Fig. 3b).

Rearranjando-se os termos da Eq. (6), obtém-se a
equagao

KX? - (2KB)X —(2B—1) =0,

da qual resulta

X:Biw}?—(l}{w) . (7)

Assim, a solu¢do do problema serd tnica (X = B)
se o radicando da Eq. (7) for nulo. Portanto, o fator
geométrico B de um carretel serd minimo se

X=8B (8)
€ 8¢ 1 9B

Observe-se que a condi¢do (8) estabelece, em iltima
analise, a relagao de raios do nicleo cilindrico e dos dis-
cos laterais do carretel para um dado valor minimo de
B (ver a definicao 4).

Se o valor de K for maior do que o minimo esta-
belecido pela condicdo (9), isto é, se o radicando da
expressao (7) for diferente de zero, existirdo duas possi-
bilidades de solucao e, consequentemente, sempre dois
carretéis de mesmo fator geométrico B que, possuindo
o mesmo K, diferem em seus valores de X (expressao
(7)). Por outro lado, se o valor de K for menor do
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que o especificado pela condi¢ao 9, o problema nao tera
solugdo (X nao serd real), ou seja, o carretel inexiste.

As Figs. 4ae 4b ilustram a condi¢ao 8 e sao andlogas
as Figs. 3a e 3b, respectivamente. Nelas utilizou-se a
varidavel X ao invés de r/R e acrescentou-se a repre-
sentagdo do corte feito pelo plano X = B (condico
(8)) na superficie B(X, K).

05
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- 2 2B
0,2' 7L rrrrrrrrrrr rrrrrrrrrr 100
8 150
0.1 } \
¥ i ; = 200
00 02 04 06 08 10
X
0,5
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0,0 0,2 0,4 0.6 08 1,0
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Figuras 4 (a) e 4 (b): Representagao do plano B = X.

Por ultimo, tendo em vista que a solucao do pro-
blema é tnica quando as condicdes (8) e (9) estao sa-
tisfeitas, constréi-se um grafico (Fig. 5) da linha dos
minimos de B utilizando a varidvel X (ou B) como eixo
horizontal (condi¢ao (8)) e representando, no eixo ver-
tical, os valores de K tais que B seja minimo (condicdo
(9)). Este grafico nada mais é do que o grafico da
condigao (9) (eixo vertical) versus a condig¢do 8 (eixo
horizontal) e a sua utilizacdo como regra pratica sim-
plifica enormemente o problema da construcao de car-
retéis com B minimo pois fornece, aproximadamente,
por leitura direta, os valores de X (definicao (4)) e de
K (definicao (5)) tais que B seja minimo.

Note-se que, na linha de minimos, K cresce rapi-
damente quando X tende a zero e que, sendo todas
as varidveis positivas por defini¢do, a fun¢do K(X) sé
existe no intervalo 0 < X > 0,5 (condigao (9)).

Uma solugao mais elegante para o problema con-
siste em determinar a condicao de minimo da funcao

B(X, K) dada pela Eq. (6). Se

B
g—X =0, entdio KX?+2X —1=0,
ou
o 1-2X
K = Yz - (10)

Substituindo-se este valor de K na relacao 6, obtém-se:
B=X. (11)

Observe-se que as condi¢des (10) e (11) sdo idénticas as
condigdes (8) e (9) obtidas anteriormente. A utilizacdo
direta da Fig. b permite determinar as dimensces apro-
ximadas de um carretel com um dado fator geométrico.
Para se obter as dimensoes exatas desse carretel é suge-
rido o seguinte procedimento: Primeira etapa: Escolher
o valor do fator geométrico B desejado para o carretel.

100 | !
:\ i

80

w0 {1\
iy

40

20 \

0,0 0,1 0.2 0,3 0,4 0,5

Figura 5. Linha dos minimos (ver texto).

Segunda etapa: Determinar a razao de raios para
este caso utilizando a condi¢do (8) e a defini¢ao (4)

=VX=VB.

Terceira etapa: Usar a condi¢do (9) para calcular o
menor valor de K para este fator geométrico.

Quarta etapa: Obter a razao entre o comprimento L
do niicleo e a espessura D dos discos (para os materiais
utilizados).

Finalmente, é interessante notar que a relagao entre
os raios do nucleo cilindrico e dos discos independe dos
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tipos de material utilizados (py € pp). Tanto a razdo
de raios quanto o comprimento do nicleo e a espessura
dos discos (para os materiais utilizados) sé dependem
do valor escolhido para B minimo (ver as condi¢des (8)

e (9) e as defini¢es (4) e (5).

V  Consideracoes finais

As defini¢ées (4) e (5) dao extrema liberdade quanto
a escolha das dimensoes e dos materiais de um carre-
tel que apresente um dado fator geométrico. A rigor,
infinitos carretéis podem ser projetados em cada caso.
Na pratica, contudo, ou ja existem ou se estabelecem
arbitrariamente restricoes que ajudam a convergir para
uma determinada solucao. Isto, de uma ou outra forma,
transparece nos exemplos que seguem, nos quais defini-
mos, a priori, as dimensdes dos discos laterais (D = 0,5
em e R = 1,5 cm) e o material desses discos (“nylon-
technil”: pp = 1,15 g/cm?).

Exemplo 1

Deseja-se  construir um carretel cujo fator
geométrico seja igual ao de uma esfera solida. Entao, o
fator geométrico é B = 0,40 (primeira etapa). A linha
pontilhada na Fig. 3b mostra que existe um minimo
para a curva B versus r/R que tangencia a linha ho-
rizontal B = 0,40. Neste caso, a expressdo (8) fornece
X = B = 0,40, ou seja, r/R = VX = 0,63 (segunda
etapa). Sendo R = 1,5 cm, resulta » = 0,95 cm para
o niicleo. E conveniente calcular o valor de K antes de
escolher o material do nicleo: K = 1,25 (condic¢ao (9),
terceira etapa). Como este valor é pequeno, opta-se por
um nicleo também de “nylon-technil” (pn = pp). Por
ultimo, usando a defini¢do (5) (quarta etapa), obtém-se
L = 1,25 cm. Sobre um plano inclinado, um carretel
como este (Fig. 6a) rola com acelera¢ao igual & de uma
esfera sélida.

(a) (k] =)

Figura 6. Aparéncia de carretéis de fator geométrico B =
0,40 (a) na condicdo de fator geométrico minimo e (b e c)
fora da condigao de minimo.
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Exemplo 2

Uma segunda possibilidade é a construcao de dois
carretéis diferentes mas de mesmo fator geométrico. O
valor de K (expressdo (5)) deve ser maior do que aquele
especificado pela condigdo (9), de forma que o problema
tenha duas solugoes. Tome-se, por exemplo, K igual a 2
(ao invés de 1,25) ainda para um fator geométrico igual
ao de uma esfera sélida (B = 0,40). Para um nicleo
de material igual ao dos discos resulta, da defini¢ao 5,
L = 2,0 cm (para ambos carretéis). Resta determinar
os raios dos nicleos. A relagdo (7) fornece as seguintes
solugoes: X_ = 0,155 e X = 0,645, correspondendo
a(r/R)- =0,39e (r/R)y = 0,80 (defini¢ao (4)). Dai
resultam 7— = 0,59 cm e r; = 1,20 cm. Estes dois
carretéis (Figs. 6b e 6¢) também devem rolar com a
mesma aceleracao de uma esfera sélida.

Exemplo 3

Finalmente, deseja-se construir um carretel que te-
nha um fator geométrico significativamente menor do
que o de uma esfera sélida, por exemplo, B = 0,10
(primeira etapa). Usando-se as condi¢bes de minimo
(8) e (9) resulta, respectivamente, /R = 0, 32 (segunda
etapa) e K = 80 (terceira etapa). Sendo R = 1,50 ¢cm
para os discos, resulta r = 0,475 cm para o nucleo.
Como K é grande e diretamente proporcional a razao
entre as massas especificas do nicleo cilindrico e dos dis-
cos laterais (ver a expressdo (5)), pode-se utilizar um
niicleo cilindrico de latao (py = 8,45 g/cm?), de forma
que a razao entre as massas especificas seja grande.
Assim segue, da definicdo (5) (quarta etapa), com D,
pn/pp e K ja definidos, que o valor de L serd 10,9 cm
(Fig. 7). Um carretel com essas caracteristicas tem
um fator de aceleracdo f = 0,91 (relagao (3)), de forma
que a = 0,91gsenf seria a sua aceleracao ao longo de
um plano inclinado sobre o qual ele nao sofresse desli-
zamento.

10,2 &m

.95 crm

pw = 5,88 glom’

_|' =118 5;|'r:n1'l

a5cm

Figura 7: Dados sobre um carretel com fator geométrico
B~ 0,10.

Os autores construiram um carretel semelhante ao
da Fig. 7 e observaram, sobre uma mesa inclinada, tem-
pos de deslocamento coerentes com a aceleracao pre-
vista. A diferenga entre a aceleragio do carretel (B =
0,10) e a de uma esfera sélida (B = § = 0,40) pode ser
facilmente demonstrada quando ambos sao soltos simul-
taneamente do alto do plano inclinado. Também foram
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construidos e igualmente testados os carretéis descritos
nos exemplos 1 e 2 (Fig. 6).

Projetar carretéis, com o objetivo de obter ace-
leragoes sempre maiores, é uma atividade que pode
ser proposta a alunos de diversos niveis de escolari-
dade. Em uma escola, o professor dispensa o forma-
lismo, e convida as criancas a construir carretéis cada
vez mais rapidos a partir de carretéis de plastico obti-
dos, por exemplo, em lojas de armarinho. (Sendo to-
dos iguais, a unica variavel livre é K « py L ou seja,
as criancas testarao possibilidades fazendo ajustes ape-
nas nos parametros do eixo.) Na universidade a dis-
cussao deste problema poderd contribuir para desmis-
tificar crencas sobre as aceleracoes possiveis de corpos
regulares que rolam sobre um plano inclinado e ainda
tornar-se um estimulante exercicio sobre o controle de

variaveis em um problema real e bastante complexo.
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