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As teorias quânticas desenvolvidas por Heisenberg, Schr�odinger e outros, s~ao estruturas matem�aticas
que prevêm fenômenos em escala atômica com uma precis~ao jamais vista em outras teorias. Usu-
almente s~ao interpretadas segundo a Escola de Copenhagen que prega a adapta�c~ao da l�ogica e da
linguagem ao formalismo quântico na tentativa de uni�car conceitos contradit�orios ou excludentes,
como por exemplo, a dualidade de part��cula-onda. A �m de evitar este malabarismo l�ogico-�los�o�co-
semântico Alfred Land�e prop~oe três postulados n~ao-quânticos a partir dos quais obt�em resultados
quânticos b�asicos que s~ao os fundamentos de todas as formula�c~oes quânticas.

Quantum Mechanics as developed by Heisenberg, Schr�odinger and others are mathematical struc-
tures able to solve physical phenomena in the realm of atomic scale with a precision unmatched by
any other theory. The most disseminated physical interpretation of these theories was provided by
Niels Bohr by what became to be known as the Copenhagen School which, by means of \language
adaptations" and by questioning the meaning of reality, united conicting concepts as for instance
the wave-particle duality. In order to avoid this logic-semantic-philosophical conundrum Alfred
Land�e, by starting from three simple non-quantal postulates, shows how to obtain basic quantum
results on which rest all known quantum formulations.

I Introdu�c~ao

�E habitual abordar o estudo da Mecânica em fun�c~ao
das dimens~oes do objeto em an�alise: no caso de
fenômenos microsc�opicos (dimens~oes atômicas) s~ao as
leis da Mecânica Quântica (MQ) que resolvem o pro-
blema. Para objetos macrosc�opicos, isto �e, objetos
com dimens~oes que abrangem desde gr~aos de areia
at�e o nosso sistema solar, a Mecânica Cl�assica (MC)
de Newton, com poucas exce�c~oes, �e plenamente satis-
fat�oria. Para dimens~oes interestelares e intergal�aticas
surgem desvios �as leis de Newton que s~ao explicados
pela Mecânica Relativ��stica (MR) de Einstein. De ma-
neira geral, podemos ent~ao concluir que a op�c~ao por
esta ou aquela mecânica (cl�assica, quântica ou rela-
tiv��stica) deve ser feita em fun�c~ao das dimens~oes do
sistema sob considera�c~ao. Uma vez que cada uma des-
tas teorias se fundamenta sobre postulados e axiomas
pr�oprios, elas s~ao capazes de prever fenômenos e efeitos
�as vezes imprevis��veis pelas outras teorias.

A MC, estabelecida com a publica�c~ao das Leis de
Newton em 1687, al�em de ser a gênese da ciência mo-
derna, demonstrou, sem violar a l�ogica ou a �loso�a
prevalescente na �epoca, a possibilidade de se expli-
car a partir de alguns poucos axiomas e postulados
(massa, for�ca, acelera�c~ao, a�c~ao instantânea, tempo e

espa�co absoluto, relatividade Galileana, etc.) in�umeros
fenômenos naturais. A aceita�c~ao imediata do trabalho
de Newton n~ao se deve apenas ao seu espetacular su-
cesso ao explicar o movimento dos corpos celestes, mas
tamb�em por motivos de natureza mais sutil. O cresci-
mento geom�etrico e o volume de descobertas e inven�c~oes
que se veri�caram desde a Renascen�ca ansiavampor um
elemento que funcionasse como um substrato aglutina-
dor. Os postulados e os conceitos empregados por New-
ton, apesar de abstratos, n~ao violentavam e nem entra-
vam em conito direto com o conhecimento da �epoca ao
contr�ario do que aconteceu com as descobertas de Gali-
leu. A publica�c~ao da Princ��pia de Newton em 1687 veio
no momento certo para um p�ublico receptivo e bastante
preparado. Seguiu-se ent~ao um longo per��odo de tran-
quilidade no mundo cient���co at�e que, em 1911, a pu-
blica�c~ao da Teoria da Relatividade Restrita de Einstein
trouxe um pequeno abalo. A �m de explicar algumas
anomalias astronômicas, como por exemplo o atraso na
precess~ao do peri�elio do planeta Merc�urio, Einstein teve
que questionar os conceitos Newtonianos de espa�co e
tempo que devido �a sua aplica�c~ao com sucesso por cen-
tenas de anos, apesar de abstratos, adquiriram status
de conceitos �obvios e incontest�aveis e os embaralhou
genialmente no espa�co- tempo quadridimensional. Ini-
cialmente houve uma certa indigna�c~ao, entretanto, com
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as con�rma�c~oes experimentais feitas por Eddington em
1917, a teoria foi aceita sem maiores preju��zos. Apesar
de um pouco estranho, o postulado da velocidade da luz
como sendo uma velocidade limite, acabou sendo bem
aceito pois eliminava a necessidade da a�c~ao instantânea
�a distância refor�cando o conceito de causalidade. A MR
se apresentava como uma generaliza�c~ao da MC.

Nesta mesma �epoca surgiram os primeiros embri~oes
da MQ. Em 1900 Max Planck aventa a possibilidade
da discretiza�c~ao da energia eletromagn�etica. Em 1905
esta id�eia �e utilizada por Einstein para explicar o efeito
fotoel�etrico e em 1913 Niels Bohr elabora a teoria so-
bre o espectro de absor�c~ao do �atomo de hidrogênio
com base em �orbitas eletrônicas est�aveis sem irradiar
energia. Estes fenômenos requeriam uma s�erie de pres-
supostos (�orbitas eletrônicas est�aveis e conservativas,
energias e momentos angulares discretos, natureza on-
dulat�oria da propaga�c~ao de part��culas, etc.) que eram
conitantes com a MC. Em 1925 Heisenberg apresenta
a Mecânica Quântica Matricial e alguns meses depois
Schr�odinger elabora uma teoria equivalente, a Mecânica
Quântica Ondulat�oria, que a partir de alguns axiomas e
postulados estabelecem uma estrutura matem�atica ca-
paz de explicar todos os fenômenos quânticos que se
multiplicavam. Estas duas teorias juntamente com ou-
tras formula�c~oes posteriores (de Schwinger, de Feyn-
mann, de Dirac, etc.) vieram a constituir ao que hoje
se denomina Mecânica Quântica Moderna, e apesar dos
in�umeros progressos que se veri�caram na �area, ainda
persiste uma grande profus~ao de problemas l�ogicos e
conceituais que angustiam os cientistas at�e a presente
data.

Em 1927 no Congresso de Volta em Como na It�alia,
Niels Bohr [1] prop~oe o seu famoso \Princ��pio da
Complementaridade" como uma solu�c~ao para acomo-
dar contradi�c~oes aparentes que surgem na interpreta�c~ao
dos fenômenos atômicos. Segundo seus argumentos,
evidências experimentais nos obrigam a relegar como
in�ocua qualquer tentativa para determinar a consti-
tui�c~ao da mat�eria, isto �e, se s~ao ondas ou part��culas.
Seria necess�ario substituir estas concep�c~oes excluden-
tes e bem de�nidas por \quadros" alternativos em que
o aspecto \part��cula" e o aspecto \onda" se manifesta-
riam em decorrência do tipo de observa�c~ao em anda-
mento. Esta id�eia de quadro dual de part��cula-onda �e
sintetizado no experimento da difra�c~ao de el�etrons ou
f�otons atrav�es de uma fenda dupla. No caso da aber-
tura de apenas uma das fendas os el�etrons se difratam
em uma faixa que contem umm�aximo na posi�c~ao frente
�a fenda. o mesmo ocorre deixando aberta apenas a ou-
tra fenda. No caso de se manter as duas fendas abertas
ocorre o inesperado: ao inv�es de se obter uma soma
das duas distribui�c~oes obtem-se uma distribui�c~ao de
el�etrons que apresenta m�aximos e m��nimos que se al-
ternam. Lugares onde havia incidência ao manter ape-
nas uma fenda aberta passam a ser inacess��veis quando
ambas est~ao abertas (uma explica�c~ao mais detalhada

do experimento de duas fendas pode ser encontrada na
Ref. [2]). A mais direta e a mais simples (e talvez
a mais ingênua) explica�c~ao para este fenômeno �e, sem
d�uvida nenhuma, a suposi�c~ao da transforma�c~ao tem-
por�aria dos el�etrons em ondas que se estendem por todo
o espa�co e que ap�os atravessarem simultaneamente as
duas fendas interferem construtiva e destrutivamente.
Naturalmente, antes de atingirem o painel de detec�c~ao
�e necess�aria uma nova metamorfose: agora os el�etrons
que s~ao ondas estendidas no espa�co voltam a se trans-
formar em part��culas, pois �e necess�ario individualizar o
local de impacto.

Estas id�eias, um tanto quanto extravagantes, eram
de certa forma legitimizadas pela hip�otese lan�cada
por Louis deBroglie em 1923 [3] segundo a qual cada
part��cula ao se propagar teria o seu momento associ-
ado a uma onda pela equa�c~ao p = h=�. Esta id�eia
evoluiu ao ser incorporada na equa�c~ao de Schr�odinger
em 1926 [4] e mais tarde estendida relativisticamente
por Dirac. Uma das mais rebuscadas interpreta�c~oes
para o aspecto ondulat�orio do momento linear foi apre-
sentada por David Bohm em 1952 [5], ao expressar
a fun�c~ao de onda por uma parte real e outra pura-
mente imagin�aria. Introduzindo esta fun�c~ao de onda
na equa�c~ao de Schr�odinger e separando as partes real
e imagin�aria, obteve uma express~ao que lhe permitiu
generalizar o potencial cl�assico que ele denominou de
potencial quântico. Dentro desta vis~ao a dualidade
part��cula-onda (ond��cula ou partonda) �ca reduzida a
part��culas reais cuja dinâmica al�em de ser determinada
pelo potencial cl�assico �e inuenciada adicionalmente
pelo potencial quântico. Ou ainda, a natureza da enti-
dade que se desloca seria uma part��cula (na concep�c~ao
cl�assica do termo) associada a uma onda \piloto" res-
pons�avel pelas caracter��sticas quânticas do movimento.
A interpreta�c~ao de Bohm recupera a no�c~ao cl�assica
de trajet�oria e estabelece a causalidade nos fenômenos
quânticos (os aspectos indetermin��sticos s~ao relegados a
uma distribui�c~ao estoc�astica das posi�c~oes iniciais) mas
perde ao aceitar a n~ao-localidade (imposta pelo poten-
cial quântico). A Ref. [2] cont�em um resumo bastante
compreens��vel da teoria de Bohm.

A interpreta�c~ao de Bohm apresenta sem d�uvida al-
guma alguns progressos conceituais em rela�c~ao �a Es-
cola de Copenhagen. Para isto basta meditar sobre o
que esta entende por realidade objetiva das part��culas
atômicas [1,6]: ....\seja o caso de um el�etron ou de um
f�oton, eles n~ao podem ser ditos como sendo \existen-
tes" no sentido usual da palavra. S~ao um conjunto de
rela�c~oes matem�aticas que conectam observa�c~oes dife-
rentes (positivismo l�ogico). El�etrons, f�otons, etc. de-
vem ser considerados como modelos �uteis que conso-
lidam na nossa imagina�c~ao aquilo que na realidade �e
um conjunto de rela�c~oes matem�aticas conectando ob-
serva�c~oes"(!).

Estas interpreta�c~oes (entre outras ainda mais com-
plexas) s~ao conseq�uência direta do fato emp��rico apre-
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sentado pelo comportamento estat��stico de part��culas
que em determinados experimentos (difra�c~ao por dupla
fenda) apresentam aspectos de interferência ondulat�oria
(regi~oes de m�aximos e m��nimos de part��culas). �E por
estas raz~oes que surgiu o termo \dualidade part��cula-
onda" e a sua aceita�c~ao como sendo um \conceito b�asico
do conhecimento que pela sua legitimiza�c~ao emp��rica
requeria uma revis~ao da l�ogica cl�assica e a uni�ca�c~ao
de aspectos contradit�orios em realidades f��sicas" [6]. A
id�eia de complementaridade entre part��cula e onda pas-
sou a ser aceita como um princ��pio fundamental da na-
tureza isto �e, como sendo uma caracter��stica intr��nseca
do microcosmos, que al�em da f��sica sem d�uvida al-
guma deveria apresentar rami�ca�c~oes em outras �areas
do conhecimento humano. Esta situa�c~ao prevalece por
mais de meio s�eculo de f��sica quântica e at�e o presente,
grande parte da comunidade cient���ca, ainda aceita es-
tas interpreta�c~oes que levam, para dizer o m��nimo, a
conclus~oes um tanto quanto estranhas ou espetacula-
res. Este ambiente confuso e extravagante fez com que
Alfred Land�e reetisse sobre esta dualidade m�agica es-
peculando se ela n~ao poderia ser reduzida para axiomas
e postulados fundamentais b�asicos, simples e de natu-
reza quase auto-evidente, pass��veis de serem reconheci-
dos como uma necessidade ao inv�es de uma aberra�c~ao.
Sua atitude �e oposta �a adotada pela grande maioria
dos f��sicos modernos que quando n~ao abra�cam as id�eias
da Escola de Copenhagen se at�em ao sucesso proporci-
onado pelas diversas estruturas matem�aticas (que ex-
plicam e prevêem fenômenos quânticos com precis~ao ja-
mais vista em outras teorias) abstendo-se de interpretar
(ou entender1) a MQ a partir de uma fundamenta�c~ao
consistente.

Apresentamos em seguida os argumentos desenvol-
vidos por Alfred Land�e. Para uma leitura ou estudo
mais abrangente indicamos as Refs. [7-10].

II Os Postulados de Land�e

A MQ surgiu como uma necessidade para explicar uma
s�erie de fenômenos que ocorrem no dom��nio atômico
e que n~ao podem ser explicados pela MC. Para esta-
belecer os postulados, essenciais para uma nova fun-
damenta�c~ao da MQ, Land�e utiliza o recurso de `ex-
perimentos imagin�aveis' (Gedankenexperimente) que �e
um procedimento de grande aux��lio para a conceitua�c~ao
de novas id�eias. Desta maneira, os `experimentos ima-
gin�aveis', que ser~ao expostos a seguir, correspondem a
experimentos reais que podem ser executados em labo-
rat�orio mas que se at�em apenas aos aspectos essenciais
para simpli�car a argumenta�c~ao. Dentro desta perspec-
tiva o `experimento imagin�ario' de que Land�e se utiliza �e
o seguinte. Suponhamos que �atomos da mesma esp�ecie

têm diversas grandezas f��sicas A;B;C; :::: cujos valores
podem ser aferidos mediante medidores da propriedade
A, da propriedade B, e assim por diante. O medidor-A
ao testar o �atomo revela que a propriedade A pode ter
qualquer um dos valores poss��veis, isto �e, A1, A2, A3,
ou AM , ondeM �e o n�umero de estados da propriedade2

A. Para a propriedade B as coisas ocorrem de maneira
similar. O medidor-B pode detetar um dos v�arios va-
lores poss��veis de B, isto �e, B1, B2, B3, ... ou BN . At�e
este ponto n~ao h�a nenhum conito com medidas efe-
tuadas em sistemas cl�assicos. Entretanto, no dom��nio
atômico, os observ�aveis apresentam uma propriedade
que n~ao tem paralelo na MC: existe uma conex~ao pro-
babil��stica entre os valores dos observ�aveis A e B que �e
a seguinte.

Se o resultado da medida da propriedade A (efe-
tuada com o medidor-A) for A� e se logo em seguida
efetuarmos umamedida da propriedade B n~ao podemos
prever qual ser�a o resultado. O resultado pode ser qual-
quer um dos valores poss��veis de B, isto �e, B1, B2, B3,
... ou BN . Se efetuarmos uma s�erie destas medidas ob-
teremos para B resultados que apresentam uma distri-
bui�c~ao estat��stica com probabilidades que designamos
por P (A� ! B�), onde A� e B� s~ao estados poss��veis

de A e de B. �E importante observar que as medidas de
B sempre s~ao efetuadas a partir do �atomo preparado
no estado A�. A soma sobre todos os poss��veis � ser�a
a unidade,

NX
�=1

P (A� ! B�) = 1 para � = 1; 2; :::;M : (1)

Suponhamos agora que o �atomo no estado A� �e sub-
metido a uma medida da propriedade B resultando o
estado B� . Medindo logo em seguida a propriedade
A constataremos que o �atomo perdeu toda a `mem�oria'
relativamente ao estado inicialA�. Repetindo este pro-
cedimento diversas vezes (medida de A quando o �atomo
est�a no estado B�) obteremos uma s�erie de medidas com
uma distribui�c~ao estat��stica independente da hist�oria
pr�evia (�atomo em A� submetido a medida B forne-
ceu B�) com probabilidades P (B� ! A�) cuja soma
tamb�em �e a unidade:

MX
�=1

P (B� ! A�) = 1 para � = 1; 2; :::;N: (2)

Podemos compilar as probabilidades de transi�c~ao P ,
que levam dos estados iniciais A para os estados �nais
B, numa matriz retangular contendo M linhas e N co-
lunas:

1Richard Feynman comentou que o estudante come�ca a entender a Mecânica Quântica no momento em que descobre que �e imposs��vel
compreender a Mecânica Quântica.

2Os argumentos que se seguem podem ser facilmente estendidos para grandezas f��sicas com um n�umero in�nito de valores poss��veis
e/ou tamb�em para grandezas f��sicas com valores cont��nuos.
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0
@ P (A1 ! B1) � � � P (A� ! BN )

: : : : : : : : : : : : : � � � : : : : : : : : : : : : : :
P (AM ! B1) � � � P (AM ! BN )

1
A : (3)

O primeiro postulado enunciado por Land�e se ba-
seia na simetria do conceito de igualdade: a de�ni�c~ao
de igualdade fracional apenas tem sentido se os �atomos
B� passarem atrav�es do �ltro-A� com a mesma pro-
babilidade que os atomos A� passam pelo �ltro3- B� .
Neste caso de acordo com as Eqs. (1) e (2) a soma dos
termos em cada coluna e em cada linha �e a unidade.

Postulado da Simetria: Se o observ�avel A de
um dado sistema mecânico �e medido e se o resultado
desta medida �e o valor A�, e submetendo em seguida
este mesmo sistema �a medi�c~ao da propriedade B, tere-
mos que os resultados obtidos B1, B2,...etc s~ao impre-
vis��veis, mas cada um deles ocorrer�a com probabilidades
(ou frequencias estat��sticas) de�nitivas, P (A� ! B�).
Uma probabilidade an�aloga P (B� ! A�) ocorrer�a
quando a medida se inicia pelo valor B� do observ�avel
B. A �m de preservar a possibilidade de existirem esta-
dos quânticos em equil��brio �e necess�ario que se veri�que
a simetria (�e a contrapartida estat��stica da reversibili-
dade de processos na MC) ,

P (A� ! B�) = P (B� ! A�) (4)

ou, simpli�cando a nota�c~ao, P�� = P��.
Como caso especial4 temos

P (A� ! A�0) = �(�; �0) (5)

ou, abreviadamente, P��0 = ���0, onde � �e a fun�c~ao
delta de Dirac. A express~ao (5) indica que obtendo
o valor A� ao efetuar um teste no observ�avel A, uma
repeti�c~ao imediata deste teste resultar�a com toda a cer-
teza no valor A�.

O postulado da simetria tem consequências sobre as
propriedades das matrizes P . Se a soma dos elementos
de cada coluna e de cada linha da matriz (PAB) �e a uni-
dade, segue que o n�umero de linhas �e igual ao n�umero
de colunas, isto �e, M = N e as matrizes s~ao matrizes P
quadradas5. De maneira similar, para os observ�aveis B
e C, as linhas e as colunas da matriz (PBC ) devem ter
a mesma multiplicidade, e assim por diante. Portanto
todos os conjuntos de auto-estados A;B;C; ::: de deter-
minado sistema mecânico devem ter a mesma multipli-
cidade. As tabelas de probabilidades P s~ao portanto
matrizes duplamente estoc�asticas. O caso especial da
matriz (PAA) da Eq. (5) �e a matriz unidade, com os
valores 1 na diagonal e 0 fora da mesma.

Antes de enunciar o segundo postulado �e necess�ario
tecer algumas considera�c~oes preliminares o que faze-
mos ao considerar a m�etrica do espa�co Euclideano com
1-, 2- ou M -dimens~oes. Para isto vamos considerar as
distâncias L entre os pontos A;B;C; :::; isto �e LAB ,
LAC , LBC e assim por diante. As distâncias sendo
sim�etricas (distância de A para B �e igual �a distância
de B para A) permite que se escreva LAB = LBA
bem como LAA = 0. A quest~ao que se coloca �e a
seguinte: conhecendo-se as distâncias LAB e LBC en-
tre os pontos A e B, e entre B e C, respectivamente,
ser�a que �e poss��vel a partir destas determinar (ou pelo
menos restringir) a distância LAC? Para responder a
esta pergunta suponhamos que F (LAB; LBC ; LCA) = 0,
ou de forma abreviada F (A;B;C) = 0, descreve esta
suposta interdependência. A mesma f�ormula deve se
veri�car para qualquer outro conjunto de três letras
sem que haja contradi�c~ao. Em particular, a partir de
F (A;B;C) = 0, F (A;B;D) = 0 e F (A;C;D) = 0 deve
seguir F (B;C;D) = 0 como uma consequência da eli-
mina�c~ao de A. Em outras palavras a lei geral que es-
tabelece a interdependência entre os L0s �e sim�etrica e
transitiva, ou seja, tem caracter��sticas de grupo. Se
al�em disto os L0s satis�zerem a desigualdade

jLAB � LBC j � LAC � (LAB + LBC ); (6)

teremos que a lei das distâncias L est�a determinada
de uma maneira univalente. Podemos explicitar esta
rela�c~ao L associando a cada valor positivo LAB = LBA
dois vetores opostos ~LAB = �~LBA com m�odulo ~L = L
e dando-lhes dire�c~oes de forma a satisfazer ao teorema
da adi�c~ao triangular com ~LAB + ~LBC = ~LAC com
~LAB = �~LBA, donde ~LAA = 0, ou de forma mais
sim�etrica,

~LAB + ~LBC + ~LCA + ~LBA = ~LAA = 0: (7)

O teorema da composi�c~ao de vetores �e sim�etrica e tran-
sitiva e �e muito mais simples do que uma conec�c~ao di-
reta entre as pr�oprias quantidades positivas L onde �e
necess�ario distinguir entre diversos casos:

(a) Se os pontos A;B;C; ::: est~ao distribuidos sobre
um plano ent~ao haver�a uma rela�c~ao pentagonal entre
as distâncias escalares L. Cinco pontos s~ao conectados
por dez distâncias L. Para determinar uma distância
a partir de outras conhecidas �e necess�ario o conheci-
mento de 9 delas. A d�ecima estar�a determinada por
uma lei de correla�c~ao �unica que �e sim�etrica nas letras
A;B;C;D;E e �e v�alida para quaisquer cinco letras.

3O �ltro �e um dispositivo que apenas deixa passar um determinado estado, isto �e, o �ltro-A� �e um medidor-A que seleciona o estado
A�.

4Segundo a interpreta�c~ao dada �as probabilidades P (A� ! B�) ap�os preparar o sistema no estado A�, a medida subsequente da
propriedade A fornecer�a A�, donde P (A�; A�0 ) = ���0 , isto �e, a probabilidade de encontrar o sistema no estado A�0 �e zero e de
encontrar A� �e um.

5Somando todos os elementos de (PAB) linha ap�os linha obtemosM � 1 = M . Somando todos os elementos de (PAB) coluna ap�os
coluna obtemos N � 1 = N . Sendo (PAB) = (PBA), necess�ariamenteM = N:
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(b) Em três dimens~oes h�a uma lei de rela�c~ao L hexa-
gonal. Seis pontos s~ao conectados por quinze L0s. Qua-
torze dos quais determinam de forma �unica a d�ecima
quinta, e assim sucessivamente para dimens~oes mais ele-
vadas. As leis de rela�c~ao L, �a propor�c~ao que o n�umero
de dimens~oes aumenta �cam cada vez mais envolvidas.

Entretanto, utilizando o conceito de vetores veri-
�camos que o estabelecimento da lei de rela�c~ao entre
as distâncias no espa�co Euclideano �e muito mais sim-
ples. Para isto basta aplicar a lei vetorial (7) que �e
v�alida em qualquer dimens~ao. O conceito de vetores
que neste caso fazem o papel de ferramentas auxiliares
foi desenvolvido por Herrmann Grassmann por volta
de 1900 . Apesar de simpli�car o estudo das rela�c~oes
geom�etricas de maneira geral, os vetores trouxeram
poucas inova�c~oes e acr�escimos para esta �area.

�E o uso de vetores como elementos auxiliares para
provar rela�c~oes geom�etricas que mostraram a Land�e
uma maneira de construir um postulado de interde-
pendência entre as matrizes de probabilidade P . De
maneira similar ao caso das distâncias L no espa�co Eu-
clideano, Land�e procurou uma forma para determinar
ou pelo menos restringir os elemento de matriz (PAC)
quando as matrizes (PAB) e (PBC) s~ao conhecidas.
Para que a rela�c~ao triangular a ser determinada seja
uma lei geral, como no caso das distâncias L, ela deve
ser sim�etrica e transitiva. Em resposta �a pergunta so-
bre a possibilidade da existência desta lei geral Land�e
efetuou a seguinte constru�c~ao:

As matrizes P têm valores compreendidos entre 0 e
1, o que pode ser explicitado pela introdu�c~ao de quanti-
dades � reais, positivas ou negativas, com valores com-
preendidos entre +1 e -1 . Ent~ao expressamos P atrav�es
de �2, pois � = �pP , permitindo-nos escrever a matriz

(PAB) como

0
@ �2(A1; B1) �2(A1; B2)

�2(A2; B1) �2(A2; B2)
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

1
A = (�2AB): (8)

Representando os auto-estados A1, A2, A3,... por um
sistema de M eixos ortogonais no espa�co de M di-
mens~oes e os auto-estados B1, B2; B3,.... por um ou-
tro, a nota�c~ao �2 para os P sugere uma interpreta�c~ao
geom�etrica. Como a soma dos elementos em cada linha
e em cada coluna da matriz (8) �e igual �a unidade po-
demos associar a cada quantidade �(A�; B�) o cosseno
entre os eixos A� e B�. Esta interpreta�c~ao geom�etrica
induz a uma solu�c~ao geral (sim�etrica e transitiva) do
problema em pauta , isto �e, um teorema de interde-
pendência que conecta as matrizes quadradas das pro-
babilidades (3). Para isto basta associar a cada quan-
tidade positiva P uma quantidade positiva ou negativa
� = �pP e conectar os �'s pela f�ormula dos cossenos:

�(A�; C) =
X
�

�(A�; B�) ��(B� ; C) com P = �2:

(9)
A Eq. (9) tem a forma de uma transforma�c~ao ortogonal
e o problema de achar um postulado de interdependen-
cia geral e auto-consistente para as matrizes P estaria
resolvido em princ��pio. �E importante observar que a
propriedade da soma unit�aria das linhas e colunas �e
preservada. Em nota�c~ao matricial a Eq. (9) �ca

(�AC) = (�AB) � (�BC) com (�AA) = (1); (10)

ou, em analogia �a adi�c~ao vetorial (7), que resolveu o
problema da interdependência das distâncias L,

c

(�AB)� (�BC)� (�CA) = (�AB)� (�BA) = (�AA) = (1): (11)

d

O sinal + ou - de um dos � = �pP individual per-
manece em aberto mas �e restrito pelas rela�c~oes de in-
terdependência m�utua entre os �0s dada pelas equa�c~oes
(9) ou (10).

As transforma�c~oes unit�arias permitem uma gene-
raliza�c~ao adicional �as transforma�c~oes ortogonais. Ao
inv�es de utilizar quantidades reais positivas ou negati-
vas introduzimos quantidades complexas  que devem
satisfazer as mesmas rela�c~oes satisfeitas pelos �'s con-
forme a Eq. (9). Ent~ao P = j 2j tal que, designando a
fase por �, escrevemos

 =
p
P � ei� ou P = j j2 : (12)

A genialidade da proposta de Land�e est�a nesta ge-
neraliza�c~ao, que ele utilizou de maneira regressiva para
estabelecer o segundo postulado.

Postulado da correspondência: No dom��nio
atômico (diferentemente do que ocorre no dom��nio ma-
crosc�opico) existe uma lei geral que conecta qualquer
tr��ade P��, P� , P�, de conjuntos de probabilidade de
transi�c~ao entre s�� e que na m�edia coincide com a lei de
adi�c~ao das probabilidades na f��sica cl�assica 6:

P (A�; C) =
X
B�

P (A�; B�) �P (B� ; C) ;

6Para um melhor esclarecimento para as probabilidades P e seu relacionamento com as grandezas  veja o Apêndice I.
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ou abreviadamente

P� =
X
�

P�� �P� : (13)

Este postulado estabelece a correspondência entre as
probabilidades microsc�opicas e as probabilidades ma-
crosc�opicas P . Para obter as probabilidades que se veri-
�cam no dom��nio atômico Land�e introduz as quantida-
des auxiliares  que se conectam com as probabilidades
macrosc�opicas P pela rela�c~ao (12), isto �e, 7

 �� =
p
P�� � ei��� : (14)

Os  �� devem ser hermiteanos, isto �e,

 (A�; B�) =  �(B� ; A�); (15)

onde o aster��sco indica complexo conjugado.
Para que a rela�c~ao (13) se veri�que na m�edia �e

necess�ario que as grandezas auxiliares  satisfa�cam a
mesma rela�c~ao que os �'s satisfazem nas rela�c~ao (9) e
(10), isto �e

 �� =
X
�

 �� �  � (16)

e

( AC) = ( AB)� ( BC) com ( AA) = (1) : (17)

A m�edia da express~ao (16) �e obtida da seguinte ma-
neira. Multiplicando pelo seu complexo conjugado ob-
temos

 �� 
�
�� =

0
@X

�

 �� �

1
A �
0
@X

�0

 �
��0 �

�0

1
A : (18)

Separando as somat�orias em partes com �0 = � e � 6= �
obtemos

 � 
�
� =

X
�

 �� � 
�
�� 

�
� +

X
�0 6=�

 �� � 
�
��0 �

�0 :

(19)
Efetuando a m�edia sobre todas as fases a somat�oria com
� 6= �0 se anula e a Eq. (19) �ca

j �j2 =
X
�

j ��j2j � j2 na m�edia (20)

que �e idêntica �a Eq. (13) como foi postulado.
A interferência de probabilidades �e uma con-

sequência do produto matricial dos  expressa pela Eq.
(16). Esta �e a �unica maneira de interrelacionar as pro-
babilidades quânticas  de forma a se reduzirem �a lei

triangular das probabilidades macrosc�opicas P que sa-
tisfazem a Eq. (13) v�alida na f��sica cl�assica. �E impor-
tante ressaltar que o procedimento seguido por Land�e
n~ao envolve nenhum conte�udo de natureza quântica,
a n~ao ser quando os observ�aveis quânticos A;B;C; :::
se especializam para representar quantidades mecânicas
como posi�c~ao, momento, etc.

A;B;C s~ao três observ�aveis quaisquer, e os ��ndices
�; �;  indicam quaisquer dos seus autovalores. Na mai-
oria dos livros-textos da MQ a estrutura deste teorema
geral �e mascarada pela especializa�c~ao que usualmente �e
feita ao colocar o observ�avel como sendo a energia com
auto valores Ej, C como sendo a cordenada de posi�c~ao
q e deixando A sem especi�ca�c~ao, de forma que a Eq.
(16) �ca sendo igual a

 (A�; qn) =
X
j

 (A�; Ej) �  (Ej; qn) : (21)

Como a posi�c~ao �e uma cordenada continua o ��ndice n �e
omitido. Deixando de explicitar o estado A� a Eq. (21
) pode ser escrita como

 (q) =
X
j

aj � j(q) (22)

que �e uma expans~ao da fun�c~ao-estado  (q) em termos
de uma superposi�c~ao de auto-fun�c~oes da energia  j(q).
Nos livros texto tradicionais a Eq. (22) �e estabelecida
de forma axiom�atica a partir do \princ��pio da super-
posi�c~ao dos auto-estados" que �e de assimila�c~ao bem
mais dif��cil do que a deriva�c~ao da Eq. (22) a partir
de um teorema de simples e f�acil percep�c~ao como est�a
contido nas Eq. (16).

O papel da fun�c~ao de onda  na MQ �e de im-
portância central, pois �e a superposi�c~ao de auto-estados
que proporciona a misteriosa interferência de probabili-
dades. As implica�c~oes decorrentes, n~ao raras vezes em
confronto direto com a MC, �e que fez com que a fun�c~ao
de onda  tivesse interpreta�c~oes das mais diversas e das
mais contradit�orias8.

Por outro lado a obten�c~ao de  pelo m�etodo l�ogico-
dedutivo esbo�cado por Land�e evidencia que ela apenas
expressa uma conex~ao entre conjuntos de probabilida-
des atômicas atrav�es de uma equa�c~ao entre quantida-
des auxiliares  . Cada  �� determina o correspondente
P��, mas o conhecimento apenas de P�� deixa o corres-
pondente indeterminado  ��. Esta situa�c~ao �e an�aloga
ao que acontece na geometria, onde para estabelecer
uma lei geral que relaciona distâncias L no espa�co Eu-
clideano, a utiliza�c~ao de vetores ~L como grandezas au-
xiliares se mostrou de grande utilidade. Assim como a
dire�c~ao associada aos vetores ~L n~ao tem nenhuma im-
plica�c~ao no que se refere ao signi�cado das distâncias L,
o car�ater ondulat�orio das grandezas complexas  n~ao

7Sendo  grandezas complexas, as contradi�c~oes inerentes �as probabilidades P deixam de existir (veja Apêndice I).
8Existem v�arias opini~oes no que se refere ao signi�cado f��sico da fun�c~ao de onda  . Destas, destacamos sete das mais conhecidas no

Apêndice II.
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confere nenhuma propriedade ondulat�oria (e de inter-
ferência) �as probabilidades P , cujos valores s~ao deter-
minados a partir de medidas efetuadas com aparelhos
macrosc�opicos.

Estabelecida a rela�c~ao entre as fun�c~oes  obtidas
a partir do Postulado da Correpondência (13-15) com
as fun�c~oes  obtidas a partir de expans~oes em termos
da superposi�c~ao de auto-estados (22), �e necess�ario fa-
zer uma pequena digress~ao sobre o c�alculo de valores
m�edios de um observ�avel antes de enunciar o terceiro
postulado de Land�e.

Seja S a propriedade de um �atomo que medida por
um aparelho apropriado fornece um dos M valores S1,
S2,....SM. Se antes de efetuar a medida da propriedade
S, o �atomo �e preparado no estado A� (isto �e passa por
um �ltro-A�), os resultados individuais de S n~ao podem
ser previstos mas o seu valor m�edio pode ser calculado
a partir das probabilidades P (A�; S�) obtidas ap�os efe-
tuar diversas medidas do valor de S, sempre a partir de
�atomos no estado A�, isto �e,

Smedio =
X
�

P (A�; S�) _S� ; (23)

que, em forma tensorial, pode ser escrito como

S(A�; A�) =
X
�

 (A�; S�) � S� �  (S� �A�); (24)

onde a Eq. (14) foi utilizada para as probabilidades P .
A Eq. (24) ainda pode ser abreviada para

S�� =
X
�

 ��S� �� : (25)

Este valor tensorial pode ser entendido como sendo o
valorm�edio da propriedade na transi�c~ao de A� paraA�.
Sob o ponto de vista formal a express~ao (24) caracte-
riza o observ�avel como sendo um tensor no espa�co M -
dimensional de transforma�c~oes unit�arias tendo v�arios
conjuntos de eixos ortogonais correspondendo aos auto-
valores de diferentes observ�aveis. Neste caso S� s~ao os
valores principais do tensor S e S�� s~ao as componentes
tensoriais de S em rela�c~ao aos estados � em que outro
observ�avel A tem auto-valores A�. O tensor S tamb�em
tem componentes mistas em rela�c~ao aos �, de�nidas
como

S��0 =
X
�

 ��S� ��0 : (26)

Segundo o c�alculo tensorial a generaliza�c~ao natural de
(24) seriam as componentes mistas de S em rela�c~ao aos
�, o que pode ser interpretado como o valor m�edio de
S em transi�c~ao do estado � para o estado �0, abre-
viadamente, o valor de transi�c~ao de S de � para �0.

Levando a generaliza�c~ao adiante, podemos escrever a
transforma�c~ao tensorial

S��0 =
X
�

X
�0

 ��0S��0 �0�0; (27)

que tem como caso especial9

S�� = S� e S��0 = 0:

Com estas de�ni�c~oes podemos enunciar o terceiro
postulado de Land�e que se baseia na invarian�ca de Ga-
lileu para a MQ n~ao relativ��stica.

Postulado da Covarian�ca: Qualquer observ�avel
T (q) tem elementos de matriz (ou valores de transi�c~ao)
Tpp0 que dependem exclusivamente da diferen�ca p� p0.
De maneira similar, qualquer observ�avel S(p) tem ele-
mentos de matriz Sqq0 que dependem apenas de q � q0.
Resultados an�alogos se veri�cam para a energia E e o
tempo t.

Este postulado pode ser utilizado para a de�ni�c~ao
de conjuga�c~ao10 de q e de p (ou de E e de t) ao inv�es
das de�ni�c~oes quânticas usuais. Demonstraremos agora
que a periodicidade pq da fun�c~ao de onda de�nida pela
Eq. (12) decorre do Postulado da Covariancia.

A partir da Eq. (27) podemos escrever a express~ao
que fornece a transforma�c~ao do tensor expresso nas cor-
denadas de posi�c~ao inicial q = q0 e �nal q = q00 para as
cordenadas inicial p = p0 e �nal p = p00 do momento
linear como sendo

Tp0p00 =
X
q0

X
q00

 p0q0Tq0q00 q00p00 ; (28)

que para vari�aveis cont��nuas pode ser expresso sob a
forma integral

Tp0p00 =

Z
 q0q � T (q) �  qp00 � dq: (29)

Para que esta express~ao tenha signi�cado f��sico (qual-
quer que seja o signi�cado) ela deve depender apenas
da diferen�ca p0�p00 e n~ao do valor absoluto de um deles.
Se isto se veri�ca para qualquer forma da fun�c~ao T (q),
ent~ao tamb�em deve se veri�car para a fun�c~ao delta de
Dirac, �(q) = 0 para todos os q exceto para algum valor
arbitr�ario q = q0: Com isto a Eq. (29) se reduz a

�p0p00 =  p0q0 q0p00 =  p0q0 
�
p00q0

: (30)

Para que o produto apenas dependa da diferen�ca p0�p00
segue que os fatores  pq devem ter a forma complexa
exponencial

 pq = A(q) � exp[ipa(q)]; (31)

9S��0 �e o tensor em rela�c~ao aos auto-valores A� do observ�avel A enquanto S�� = S� �e um dos auto-valores de S.
10A MC de�ne p e q como sendo vari�aveis conjugadas quando as equa�c~oes de movimento tem a forma canônica dq=dt = �H=�p e

dp=dt = ��H=�q. Na MQ a conjuga�c~ao �e de�nida ou a partir da regra de comuta�c~ao de Bohr, qp� pq = h=2i�, ou a partir do operador
de Schr�odinger, p = (h=2i�)d=dq; ou ainda quando s~ao relacionados pela equa�c~ao de onda (37), que ser�a vista adiante.
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onde a(q) �e alguma fun�c~ao real de q. Fazendo as mes-
mas considera�c~oes ap�os a permuta de q e p, teremos
resultados similares para qualquer fun�c~ao S(p) e seus
elementos de matriz Sq0q", isto �e,

 qp = B(p) � exp[iqb(p)]; (32)

onde b(p) �e alguma fun�c~ao real. Da��

 pq = B�(p) � exp[�iqb(p)]: (33)

Comparando (31) com (33) obtemos

a(q) =
q

c
e b(q) = �p

c
; (34)

e tamb�em

A(q) = B�(p) = const: ; (35)

de forma que as Eqs. (31) e (33) fornecem

 pq = C � exp
�
i � pq
c

�
: (36)

A constante c tem dimens~oes de a�c~ao e usualmente �e
denotada por h=2� (o valor de h deve ser determinado
empiricamente), de forma que a fun�c~ao de onda �e recu-
perada na sua forma usual

 pq = C � exp
�
2i�pq

h

�
: (37)

onde C (e posteriormente C0) �e uma constante a ser de-
terminada a partir da normaliza�c~ao da fun�c~ao de onda.
Substituindo a Eq. (37) na Eq. (29) obtemos

Tp0p00 =

Z
T (q) � exp[2i�(p0 � p00)q] � dq ; (38)

isto �e, a fun�c~ao T (q) com elementos de matriz Tp0p00

depende apenas de p0� p00, o que �e necess�ario para que
os elementos de matriz de algum observ�avel T tenham
algum signi�cado f��sico.

Para o par conjugado E e t obtem-se para a pro-
babilidade de transi�c~ao  um resultado an�alogo, isto
�e,

 Et = C0 � exp
�
2i�Et

h

�
: (39)

As Eqs. (37) e (39) segundo a interpretac~ao da Eq.
(14) fornecem as probabilidades de transi�c~ao entre ob-
serv�aveis ortogonais q e p, e t e E respectivamente.

III Conclus~ao

A partir das fun�c~oes b�asicas (37,39) �e poss��vel obter
todos os postulados usualmente empregados para o
desenvolvimento da MQ como, por exemplo, a regra
do operador p = (h=2i�)�=�q; o comutador de Bohr
pq � qp = h=2i� ou a equa�c~ao de Schr�odinger cujas

auto-fun�c~oes  E(q; t) s~ao obtidas pela combina�c~ao de
(37) e (39), o que �e exposto detalhadamente em muitos
livros-textos [11,12,13].

A motiva�c~ao de Land�e para estabelecer postula-
dos simples e quase auto-evidentes (simetria, corres-
pondência e covariân�cia), dos quais �e poss��vel desenvol-
ver toda a MQ, reside no seu inconformismo diante do
violento conito que as interpreta�c~oes usuais apresen-
tam. Por exemplo, respostas simplistas como \isto re-
sulta da equa�c~ao de auto-valores de Schr�odinger" �e uma
justi�cativa que evita o cerne do problema uma vez que
as di�culdades l�ogicas apresentadas pela MQ est~ao con-
tidas nesta express~ao matem�atica. A redu�c~ao dos fun-
damentos da MQ para equa�c~oes matem�aticas abstra-
tas, operadores de momento, equa�c~ao de Schr�odinger,
auto valores de matrizes, etc. �e uma atitude que Eins-
tein certamente abominava ao escrever [14]: \A miss~ao
mais importante do f��sico �e a de pesquisar e descobrir
leis elementares de validade universal que permitem re-
construir dedutivamente o cosmos que nos cerca".

Apêndice I

A lei das probabilidades macrosc�opicas (13) �e v�alida
para o c�alculo de probabilidades condicionais de cer-
tos fenômenos cl�assicos de transporte, como por exem-
plo a probabilidade P (p; t; p0; t0) de que uma part��cula
no instante t tenha o momento p, sabendo que no ins-
tante t0 < t seu momento era p0. Designando por p0

o momento no instante t0, tal que t0 < t0 < t pode-
mos escrever que P (p; t; p0; t0) =

P
p0t0 P (p; t; p

0; t0) �
P (p0; t0; p0; t0); devido ao ordenamento temporal. En-
tretanto esta lei n~ao �e v�alida para todos os fenômenos
cl�assicos (macrosc�opicos): por exemplo, um gato pode
pular do local A� para v�arios pontos B1; B2; :::; B� que
est~ao aproximadamente a 3 metros de distância, e a
partir dali para o ponto C colocado a cerca de outros
3 metros de distância dos pontos B. O gato entretanto
n~ao tem condi�c~oes para pular diretamente de A� para
C , de forma que o c�alculo P (A�; C) da Eq. (13) n~ao
se aplica neste caso pois o resultado deve ser igual a
zero.

Outra observa�c~ao que se faz necess�aria �e o caso em
que A = C. Neste caso, Eq. (13) �ca P (A�; A�0) =P

B�
P (A�; B�) � P (B�; A�0). Segundo o postulado da

simetria e a interpreta�c~ao f��sica das probabilidades P
esta express~ao deve ser igual a zero para A� 6= A�0 e
igual a um no caso de A� = A�0 . Isto se veri�ca me-
diante a introdu�c~ao das grandezas complexas pela Eq.
(14) conforme est�a explicado no texto.

Apêndice II

Existem v�arias opini~oes no que se refere ao signi�-
cado f��sico da fun�c~ao de onda  . Sete das mais conhe-
cidas descrevem a fun�c~ao  como sendo:

(1) o estado f��sico de um meio material cont��nuo
no espa�co e no tempo, onde as part��culas s~ao meras
aparências (Schr�odinger);
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(2) �e uma onda piloto cont��nua que controla eventos
pontuais ao longo da sua propaga�c~ao (de Broglie);

(3) �e um u��do contendo for�cas quânticas hi-
pot�eticas inventadas ad hoc de forma a determinar o
seu pr�oprio movimento de acordo com as leis da hidro-
dinâmica (Bohm);

(4) �e um estado de�nitivo, ou uma sequência de
muitos estados de um objeto, ou de um ensemble es-
tat��stico de objetos (os livros did�aticos vacilam entre
estas opini~oes);

(5) �e um estado de onda no espa�co (por exemplo na
parte transmitida ou reetida de um pacote de onda no
caso de reex~ao parcial) e que se contrai com veloci-
dade acima da velocidade da luz no caso da ocorrência
de um evento pontual (numa das duas partes do pacote)
ou apenas quando um observador toma conhecimento
do mesmo (Heisenberg);

(6) �e um s��mbolo matem�atico totalmente abstrato,
incapaz de fornecer uma representa�c~ao pictorial, e que
n~ao tem nenhum conte�udo f��sico, mas �e ao mesmo
tempo completamente \objetivo" desde que n~ao envolva
o conhecimento por parte de algum observador (Heisen-
berg);

(7) a fun�c~ao  �e uma rela�c~ao de probabilidades obti-
das a partir dos resultados de experimentos espec���cos
efetuados em um objeto microsc�opico com um instru-
mento macrosc�opico.
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