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Neste artigo, vamos desenvolver as quatro Leis da Termodinamica usando a técnica matematica das

formas diferenciais exteriores.

In this paper the four Laws of Thermodynamics will be formulated using the mathematical approach

of the differential exterior forms.

I Introducao

Via de regra, os livros textos que estudam a Termo-
dinamicall 3] apresentam a troca de calor elementar
que ocorre numa transformacao realizada por um sis-
tema termodinamico, com uma notagao diferente do
Calculo Elementar, isto é, usam, por exemplo, 6@,
ao mvés de d@. Essa notacao é usada para chamar
a atencao do leitor de que a troca de calor elemen-
tar nao é uma diferencial exata e, portanto, sua in-
tegral ao longo de um caminho fechado nao é nula:
3§C 6 @ £ 0. Essa diferenca, aparentemente insignifi-
cante, entre d@ e 8@, decorre do fato de que §¢) é uma
forma diferencial exterior que nao é exata. Assim, nesse
artigo, vamos desenvolver as Leis da Termodinamica
usando apenas o aspecto operacional do Calculo (Di-
ferenciacao e Integracdo) Exterior envolvendo esse tipo
de forma, sem contudo, apresentar um estudo mais pro-
fundo da relacao conceitual entre as formas diferenciais
e as variaveis termodinamicas. KEsse estudo pode ser
visto, por exemplo, no volume 2 do excelente livro, de
P. Bamberg e S. Sternberg,[¥l cuja leitura, alids, nos
inspirou a escrever este artigo. Para que o leitor possa
acompanhar as operagoes do Calculo Exterior, cujos
primeiros estudos foram feitos pelo matematico francés
Elie Cartan (1869-1951), na década de 1920, os seus
principais resultados sao apresentados no Apéndice, en-
contrado no final do texto.

IT Leis da termodinamica

I1.1 Lei Zero da Termodinamica

Defini¢ao 1.2.1: Um sistema termodinamico, uma
parte isolada do Universo que é objeto de estudo, é ca-

racterizado por parametros termodinamicos que sao

quantidades macroscépicas (X;) medidas experimen-

talmente. Um conjunto desses parametros define um

estado termodinamico representado por uma funcao f,

satisfazendo a equacao:
f(X;) =0, i=1,2,..,n.  ( Equacio de Estado)
Observacoes

1. A menos que seja especificado ao contrario, um
estado termodinamico representa sempre um estado
de equilibrio, ou seja, um estado que nao muda com o
tempo. Na descricao de cada um desses estados ha cer-
tas funcoes que representam um papel importante e que
se denominam variaveis de configuracao. O conjunto
de estados de equilibrio de um sistema tem a estrutura
de uma variedade diferenciavel M de um espaco vetorial
de dimensao finita, e as variaveis de configuragao repre-
sentam um sistema de coordenadas locais desse espaco.
Essas variaveis sao de dois tipos: extensivas e intensi-
vas ( Xp, Yi; & = 1, 2,..., m) e sempre aparecem aos
pares. As primeiras dependem ou sao proporcionais a
um fator de escala global do sistema; as segundas nao
dependem, e sao do tipo mecanico, ou seja, nao estao
assocladas a trocas de temperatura e nem de calor.

1.1. No caso de um gas, as variaveis de configuragao
sdo: pressdo P (intensiva), volume V (extensiva), e
temperatura T (intensiva).

1.2. Costuma-se representar a equacao de estado
termodinamico de um gés - a funcao f(P, V,T) - por
uma superficie (variedade) no espago tridimensional:
P —V —T. A projecao dessa superficie nos planos
coordenados (P — V), ( P—=T) e (V —T) dao, res-
pectivamente, os seguintes diagramas: diagrama P-V,
diagrama P-T e diagrama V-T.
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1.3. Para um gas ideal, a equacao de estado foi
obtida pelo fisico francés Emile Clapeyron (1799-1864),
em 1834, conhecida como a equacao de Clapeyron:

PV =nRT, (1.2.1.1)
onde R = 8,315 joule/(mol Kelvin) é a constante uni-
versal dos gases e n é o numero de moles.

2. Quando ha mudancas nas condi¢oes externas de
um estado termodinamico, devido & interacao do sis-
tema com o resto do Universo, diz-se que o mesmo so-
freu uma transformacao. Esta é dita quasi-estatica
quando ela ocorre lentamente de modo que em qual-
quer instante o sistema pode ser considerado apro-
ximadamente em equilibrio. Ela é dita reversivel
se o sistema retrocede quando as condigdes externas
também retrocederem. Enquanto toda transformacao
reversivel é quasi-estatica, a situagao inversa nem sem-
pre é verdadeira. As trajetdrias , (t) seguidas pelo
estado termodinamico numa transformacao (quasi) re-
versivel recebem nomes especificos, como isotérmicas
(T = constante), isobéricas (P = constante),  iso-
volumétricas ou isométricas (V = constante),
adiabaticas (troca de calor constante) etc.

Existe uma forma especial de interagao entre dois
sistemas, chamada contacto térmico, na qual os es-
tados de equilibrio do sistema combinado deles cons-
tituem um subconjunto de um conjunto de pares de
estados de equilibrio dos sistemas iniciais. Por exem-
plo, se p1 é o estado de equilibrio do primeiro sistema
e p2 o do segundo, quando os dois sistemas sao levados
a um contacto térmico os mesmos tenderao a um es-
tado de equilibrio (g1, ¢2), onde ¢; é um novo estado de
equilibrio do primeiro sistema e g2 do segundo. Desse
modo, diz-se que os dois sistemas estao em equilibrio
térmico. Em 1909, o matematico alemao Constantin
Carathéodory (1873-1950) apresentou um conceito ma-
tematico para a temperatura ao desenvolver o seguinte
raciocinio. E um fato experimental que se dois corpos
estao em equilibrio térmico deve existir uma relacao
entre seus parametros termodinamicos. Portanto, se os
corpos 1 e 2 estao em equilibrio térmico, assim como
os corpos 2 e 3, entao 1 e 3 também deverao estar em
equilibrio térmico. Desse fato, Carathéodory concluiu
que existe uma temperatura empirica que é a mesma
para todos os corpos em equilibrio térmico. Em outras
palavras, isso significa dizer que a classe de equivaléncia
de todos os sistemas em equilibrio térmico é chamada
temperatura abstrata, e o sistema escolhido que da o va-
lor numérico da mesma é chamado termometro. Esse
postulado de Carathéodory foi mais tarde reconhecido
como a Lei Zero da Termodinamica: Dois sistemas em
equilibrio térmico com um terceiro estio em equilibrio
térmico entre si.

Observacao

A Lei Zero da Termodinamica propoe a tempera-
tura como uma varidvel intensiva (Yy = T'), porém de
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carater nao mecanico, isto é, nao esta associada a priori
com outra varidvel extensiva.

I1.2 Primeira Lei da Termodinamica

E oportuno chamar a atencao do leitor que, con-
forme dissemos na Introducao, usaremos apenas o as-
pecto operacional das formas diferenciais definidas a se-
guir. Um estudo mais detalhado sobre as rela¢oes con-
ceituais entre as mesmas e as variaveis termodinamicas
pode ser visto em Bamberg e Sternberg,[* conforme j4
dissemos.

Defini¢ao 1.2.2: Define-se o trabalho elementar
w realizado por um sistema termodinamico como a 1-
forma diferencial linear, dada por:

w = Y1 dXy + ... + Yy, dXp, (1.2.2.2a)

onde (Y;, X;) forma o par associado entre varidveis in-
tensivas e extensivas. Registre-se que nao incluimos
na expressao acima o termo Yy dXp, uma vez que a
temperatura (Y5) nao estd associada a nenhum traba-
lho mecanico e, portanto, conforme dissemos anterior-
mente, nao existe nenhuma variavel extensiva a priori
a ela associada.

O trabalho total W realizado por um sistema ao
longo de qualquer curva 5 (quasi) reversivel é dado,
aproximadamente, por:

(1.2.2.2b)

Observacoes
1. No caso de o sistema termodinamico ser um gas,
teremos:

w==% P dV, (1.2.2.2¢,d)

onde o sinal mais (4) refere-se ao trabalho realizado
pelo gés, e o sinal menos (-), sobre o gas.

2. Experimentalmente, observa-se que o trabalho
realizado por (ou sobre) um sistema termodinamico
depende do tipo de transformacao. Portanto, para um
ciclo, teremos:

$w#0.

Por outro lado, usando-se o Teorema de Stokes Ge-
neralizado (T.1.1) na expressdo acima, teremos:

$w=[dw#0 —dw#0.

Defini¢ao 1.2.3: Define-se a quantidade de calor
elementar, ou simplesmente calor elementar « adicio-
nado ou retirado a um sistema termodinamico, como a
1-forma diferencial linear, dada por:

a= AdX + CdY, (1.2.2.1a)

onde A e C sao fung¢oes definidas na variedade M
dos estados de equilibrio e X, Y sdo as variaveis (ex-
tensiva e intensiva) de configuracdo. O calor total Q
adicionado ou retirado por um sistema, que esta isolado
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termicamente (adiabdtico), ao longo de qualquer curva
v (quasi) reversivel (processo quasi-estitico) é dado,
aproximadamente, por:

(1.2.2.1b)

Observacoes
1. Para um gas, considerando-se as variaveis de con-
figuracao V, T ou P, T, teremos, respectivamente:

a = Ay dV + Cy dT, (1.2.2.2¢)

a= ApdP + Cp dT. (1222d)

1.1. Até a metade do Século XIX, pensava-se que
o calor fosse uma forma fechada, isto é, acreditava-se
que existia uma fungao C, chamada caldrico, repre-
sentando o “total de calor em um sistema” tal que:

a = dC. ( ddC = 0 [Lema de Poincaré (A.3.1¢)]
—da = 0)

Acreditava-se, portanto, que o “calérico” em um sis-
tema seria alterado pela quantidade de calor adicionada
ao mesmo. Tal crenca levou a uma confusao entre os
conceitos de “calor” e “temperatura”. Assim, os par-
tidarios da teoria do “caldrico” supunham que a tem-
peratura de um corpo “refletia o total de calor que ele
continha”. Essa mesma crenca levou-os a apresentar o
conceito de “calor latente”. Com efeito, de um modo
geral, quando se adiciona calor a um corpo ele aumenta
a sua temperatura. No entanto, existem situacoes em
que o calor adicionado apenas aumenta o volume ou
altera a pressdao do sistema considerado, mantendo a
temperatura constante, como acontece, por exemplo, na
fusao do gelo e na vaporizacao da agua. Parecia, por-
tanto, que o calor estava “latente” ou “escondido”. Em
vista disso, historicamente, as fun¢oes Ay e Ap repre-
sentam, respectivamente, o calor latente de dilatacao
(relativo ao volume) e o calor latente de compressao
(relativo & pressdo). Registre-se que o caldrico foi pro-
posto pelo quimico francés Antoine Laurent Lavoisier
(1743-1794), em 1777.

1.2. As funcoes Cy e Cp representam, respecti-
vamente, a capacidade calorifica a volume constante e
a capacidade calorifica & pressao constante. Quando
a capacidade calorifica é referida a unidade de massa
ou a de mol, ela se denomina calor especifico ¢. Es-
sas fun¢oes sao ligadas por uma expressao obtida pelo
médico alemao Julius Robert Mayer (1814-1878), em
1842, conhecida como Relacao de Mayer, véalida para
um gas perfeito:

Cp — Cv = n R (1.2.2.3)

1.3. Experimentalmente, observa-se que o calor to-
tal de um sistema depende do tipo de transformacao.
Portanto, para um ciclo, teremos:

Q('y):]{a;éo <~ da #0.

Esse resultado mostra que « é uma forma nao fechada.

2. Um reservatdrio de calor, ou simplesmente re-
servatorio, é um sistema tao grande que o ganho ou a
perda de uma certa quantidade de calor nao muda sua
temperatura.

3. Um sistema é dito isolado termicamente se nao
ha nenhuma troca de calor entre ele e o ambiente ex-
terno. O isolamento térmico de um sistema pode ser
conseguido envolvendo-o por uma parede adiabatica.
Assim, qualquer transformacao sofrida por um sistema
isolado termicamente é dita transformacao adiabatica.
Em nosso mundo cotidiano, o isolamento térmico é
aproximadamente conseguido por uma garrafa de De-
war ou garrafa térmica e, também, pelo isopor.

Até aqui, vimos que as 1-formas w e « nao sao fe-
chadas. Contudo, experimentalmente, observou-se que
a sua soma é fechada, isto é:

dw + «) =0.

Em vista do TLema de Poincaré [(A.3.1¢)], a ex-
pressao acima pode ser escrita na forma [usando-se a
expressao (1.2.2.1a)]:

w + o =dU —

dU — YidX; — ... — YpudX, — o = 0, (1.2.2.4a)

onde U é uma funcao bem definida sobre um sistema
termodinamico (determinada a menos de uma cons-
tante aditiva) conhecida como energia interna. As-
sim, a Primeira Lei da Termodinamica estabelece a
existéncia de uma variavel extensiva de estado e, por-
tanto, o estado termodinamico fica totalmente determi-
nado pelas varidveis (X3, Yz, T, U).

Agora, consideremos um sistema termodinamico
que sofre um determinado processo de transformacao
que o leva de um estado (1) a um outro estado (2).
Entao, as expressoes (1.2.2.1b), (1.2.2.2b), (1.2.2.4a) e
o Teorema Fundamental do Célculo nos mostram que:

/w-I-/oz:/de —

U@2) — U(l) —W = Q, (1.2.2.4b)

onde () representa o calor total fornecido ao sistema
pelo processo e W o trabalho total realizado pelo sis-
tema em decorréncia desse mesmo processo. Contudo,
enquanto () e W dependem do mecanismo como o sis-
tema é levado do estado (1) ao estado (2), a expressao
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(1.2.2.4b) mostra que a varidvel de estado U néo de-
pende daquele mecanismo. Esse resultado traduz a Pri-
meira Lei da Termodinamica: O conteddo de calor de
um sistema termodinamico pode ser mudado.
Observacoes

1. A expressio (1.2.2.4b) mostra que o calor @ é
uma grandeza fisica derivada e nao fundamental, con-
forme salienta Bamberg e Sternberg,[l uma vez que ela
é calculada pela diferenga entre a energia interna (U)
e o trabalho ( ). Contudo, historicamente, o calor
@ foi estudado como uma grandeza fundamental nas
célebres experiéncias realizadas por Mayer, pelo fisico
inglés James Prescott Joule (1818-1889) e pelo fisico
e fisiologista alemao Hermann Ludwig Ferdinand von
Helmholtz (1821-1894), na década de 1840, para a de-
terminagao do equivalente mecanico do calor J. Com
efeito, nessas experiéncias, eles estudaram o compor-
tamento adiabatico (@ = 0) de um sistema quando
recebe uma quantidade externa de trabalho. Assim,
tomando-se @ = 0 na expressao (1.2.2.4b), resultara:

W= U(@2) — U(1).

Esse resultado significa dizer que se um sistema iso-
lado termicamente é levado de um estado (1) a um ou-
tro estado (2) por aplicagdo de um trabalho externo,
o total desse trabalho é sempre o mesmo nao importa
como esse trabalho foi aplicado. Recordemos que Joule
estudou a producao de calor pela passagem da corrente
elétrica em um fio condutor, assim como pela agitacao
da agua colocada em um recipiente, por intermédio de
pas acionadas por um peso suspenso em uma corda que
passava por uma polia. Como resultado de suas pesqui-
sas, Joule constatou que: “A quantidade de calor capaz
de aumentar a temperatura de uma libra de dgua de 1°F
€ equivalente a forca mecanica representada pela queda
de 772 libras pelo espago de um pé.”

2. Quando um gas recebe uma certa quantidade
de calor (@« > 0), é realizado um certo trabalho
w sobre o mesmo, provocando uma variacao de sua
energia interna U. Portanto, de acordo com as ex-
pressoes (1.2.2.1d) e (1.2.2.4a), para esse sistema termo-
dinamico, a Primeira Lei da Termodinamica é escrita
na forma:

o = PdV 4+ dU. (1.2.2.4¢)

A expressao acima pode ser interpretada como uma
relagao entre varias 1-formas em uma variedade bidi-
mensional cujas coordenadas sdo (V,U), sobre a qual a
equacao de estado, fungdo P = P(V, U), é definida.

2.1. Uma equacgao de estado se representa por um
sistema de equacoes:

fi(Xk, Yo, Y3) = 0. (1.2.2.4d)

ondek =1,2,...m;3=1,2, ..., r < 2m.
3. Sabemos, experimentalmente, que a 1-forma «
nao é fechada, ou seja: da # 0. Contudo, vejamos a
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condicao para que a mesma fosse fechada. Para isso,
procuremos uma l-forma ), dada pela expressao

Q = PdV + dU,

tal que d@) = 0. Portanto, usando-se a expressao
acima, o fato de que P = P(V, U) e a definicdo A.3,
teremos:

dQ = 0 = dP AdV + ddU =

apP apP
[(_6V)U av + (_6U)V dUI A AV —
apP apP
0 = (_6U)V dU A dV  — (_6U)V = 0.

Portanto, para que () fosse fechada é necessario que
(%)V seja sempre nulo, o que, contudo, ainda nao foi
observado para nenhum gés.[4]

3.1. A notacao (%)V usada acima para representar
uma derivada parcial pode parecer redundante, uma vez
que as demais variaveis permanecem constantes. Desse
modo, ela deve ser interpretada da seguinte maneira.
Seja uma forma diferencial exata no R", ou seja:

af

df = > Aidr;, (A = 7).

i=1

Agora, considere uma superficie N (variedade) des-
crita pela equagdo h(x;) = 0 (G =1,2, ... ) tal
que Vh # 0 para todo ponto p que satisfaca h(p) = 0.
Entao df |x é uma forma diferencial em N, e também
exata. O sistema linear nao-homogéneo:

Zn: Az dl‘l = df, Zn: (57]1) dl‘l = 0,

i=1 i=1

pode resolver-se para, por exemplo, dx;:

df |N = Zn: Bi dl‘i,
i=2

af

)xg, vy Ty ey T
8902»

Bi:(

onde z; significa que tal variavel se omite. O argumento
se generaliza para r equacdes.[]
1.2.2.1 Aplicacoes da 12 Lei da Termodindmica
1. Capacidades Calorificas: Cy, Cp. Para defi-
nir essas grandezas usando-se os resultados anteriores,
consideremos a energia interna U definida em uma va-
riedade bidimensional cujas coordenadas sdo (V, T).
Entao
ou ou
dU = (z=)r dV —)v dT.
Gy)r &V + Gplv
Levando-se a expressdo acima na expressao (2.2.4c),
teremos
ou

ou



370 Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 21, no. 3, Setembro, 1999

= By ar + (e + A av,

Para o caso de uma transformacao em que o volume
V' permaneca constante, obtém-se que

ou
= (=—=)v dT.
(v = (57)v
Comparando-se a expressao acima comm a eXpressao
(1.2.2.2¢) e usando-se a expressao (1.2.2.4c), verifica-se
que

ou
(Oz)v = CV dT = (6_T)V dT —
ou
Cy = (6_T)V (1.2.2.5a)
(a)y = dU — dU = Cy dT (1.2.2.5b)

Consideremos, agora, a energia interna U definida
em uma variedade bidimensional cujas coordenadas sao
(P, T). Entao

ou ou

|
ou

Levando-se a expressao acima mna expressao

(1.2.2.4¢), teremos:

oU oU
a = PdV + (6_P)T dP + (6_T)P dT.

Para o caso de uma transformacao em que a pressao
P permaneca constante, vira:

ou
(a)p = PdV + (6_T)P dT.

Diferenciando-se a expressao (1.2.1.1), no caso em
que a pressao P é constante, substituindo-se na ex-
pressao acima e usando-se a transformada de Legendre:

PdV = n RdT - V dP,

vira:

oU

(a)p = n RdT + (3=)p dT = [n R + (2=)p] dT.

or

Comparando-se a expressao acima comm a eXpressao
(1.2.2.2d) e usando-se a expressao (1.2.2.3), verifica-se
que

(a)p:deT = (nR—I— Cv)dT =

o
R+ (55)p] dT —
ou
oT

Usando-se a expressao (1.2.2.5a) obtém-se:

Cy = (==)p (1.2.2.6a)

&y = (&
ar’"

Cv = = (6_T)P

(1.2.2.6b)

E oportuno registrar que esse resultado indica que a
energia interna U de um gas ideal s6 depende da tempe-
ratura: U = U(T). Ele foi obtido experimentalmente
por Joule, em uma das experiéncias que realizou para

or

a determinacao do equivalente mecanico da caloria, co-
nhecida como a expansao livre de um gas. Nessa ex-
periéncia, ele mergulhou dois recipientes, ligados por
uma valvula, um evacuado e o outro contendo ar a
uma pressao de ~ 20 atm, num calorimetro pequeno,
contendo o minimo possivel de dgua e isolado termica-
mente. Apds medir a temperatura inicial (7;) da dgua,
Joule abriu a valvula, produzindo a expansao livre do
ar, e tornou a medir a temperatura final (7}) da dgua.
Ele observou que nao houve nenhuma variacao da tem-
peratura, ou seja

AT:Tf—TZ’IO.

Ora, como a expansao do ar foi livre, ele nao rea-
lizou nenhum trabalho externo, ou seja: P dV = 0.
Portanto, considerando-se que o calorimetro estava iso-
lado adiabaticamente (o« = 0), a expressao (1.2.2.4c)
nos mostra que

dU = 0 to U = constante, nas transformacoes isotérmicas.
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Essa mesma conclusdo sobre a dependéncia U(T)
foi obtida por Joule e pelo fisico ingles William Thom-
son (1824-1907), posteriormente Lord Kelvin (1892),
em uma experiéncia que realizaram, em 1862, conhe-
cida como experiéncia do tampao poroso. Nessa
experiéncia, a expansao livre usada por Joule é
substituida por uma expansao de um gas, também
adiabdtica, através de uma parede porosa (tampio),
que reduz a pressao do gas. Assim, inicialmente, o gas
tem um volume V; e uma pressao FP;; depois da ex-
pansao ele passa a ter um volume V; e uma pressao
P;. Desse modo, o trabalho total (W) realizado nessa
expansao sera:

W = PZ'(O — Vl) + Pf(Vf — 0) = Pfo — BV;.

Desse modo, considerando-se que a expansao é
adiabatica (e = 0), a expressdo (1.2.2.4¢) nos mostra
que a variacao da energia interna ocorrida na expansao
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porosa é dada por:
Up = U; = -W=FRV, - PV, —

Ui + PV; = Uy + Py Vy = constante.

Essa func¢ao foi definida pelo fisico-quimico norte-
americano Josiah Williard Gibbs (1839-1903), em 1875,
e denominada “func¢ao calor sob pressao constante”, e
representa a troca de calor nas reagoes quimicas. Seu
conceito como uma funcao de estado foi introduzido
pelo fisico-quimico aleméao Richard Mollier (1863-1935),
em 1902, e o nome entalpia H para essa funcao foi
cunhado pelo fisico holandés Heike Kamerlingh-Onnes
(1853-1926; PNF, 1913). Assim:

H=1U+4PV (1.2.2.7a)

Diferenciando-se a expressao acima e usando-se as
expressées (1.2.1.1), (1.2.2.3) e (1.2.2.5b), resultara:

dH = dU + d(PV) = dU + d(n RT) = Cy dT+ n RdT =

= (CV —|—nR)dT

2. Calores Latentes: Ay, Ap. Consideremos a ener-
gia interna U definida em uma variedade bidimensional
cujas coordenadas sao (V, T). Entéo

ou ou
dU = (=—=—)r d — v dT.
U= Gy dv + Gplv
Levando-se a expressdao acima na expressao
(1.2.2.4¢), teremos
ou ou
= PdV — ) dV — )y dl =
° TGy @ Gy
ou ou
= (gp)v dl' + [(55)r + pldV.

Para o caso de uma transformacgao em que a tempe-
ratura 7' permaneca constante, podemos escrever

(@r = [9)r + 1] dv

Comparando-se a expressao acima comm a eXpressao
(1.2.2.2¢), teremos

(r = Av dV = (S0 + plav —

oU

Ay = (W)T + P

Consideremos, agora, a energia interna U definida

(1.2.2.8a)

em uma variedade bidimensional cujas coordenadas sao
(P, T). Entao
ou ou

— dH = Cp dT. (1.2.2.7h)
|

Levando-se a expressao acima mna expressao
(1.2.2.4c¢), teremos

ou ou

Diferenciando-se ~ a  expressio  (1.2.1.1) e

substituindo-se na expressao acima, teremos
ou ou
o = nRIAT — VdP + (8_P)po + (8_T)PdT =
ou ou

Para o caso de uma transformacao em que a tempe-
ratura 7' permaneca constante podemos escrever

()r = (95 — VIdP

Comparando-se a expressao acima com a expressao
(1.2.2.2d), teremos

(Oz)T = AP dP = [(g_][i)T — V] dP —
Ap = (Z—IUD)T -V (1.2.2.8b)
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Cp

3. Teorema de Reech: y = &= Diferenciando-se a

expressao (1.2.1.1), obtém-se

Pdv 4+ VdP = n RdT = PT—VdT —

dv ar dr

A + = T (1.2.2.9q)
Para uma transformacio isotérmica (T = cons-
tante), teremos
dP P
)y = — —. 1.2.2.9b
G = -+ (122,90

Essa equacao diferencial representa a transformacao
isotérmica. Para uma transformacio adiabdtica («
= 0), as expressdes (1.2.1.1), (1.2.2.3), (1.2.2.4¢) e
(1.2.2.5b) nos mostram que:

d
0 = dU + PdV = CvdT+nRT7V =
dVv
dT Cp — Cy . dV dv
= - ) — = — — 1 -
e E Y e Y
Usando-se a expressao (1.2.2.9a), vird:
dVv N dP ( 3 dVv
—_— —_— = — - —_— —
v P 7 v
dP P
—)a = — 7 —. 1.2.2.
@) = =7 & (1.2.2.90)

Essa equacao diferencial representa a transformacao
adiabdtica.  Dividindo-se as equagdes (1.2.2.9¢) e
(1.2.2.9b), teremos o teorema demonstrado pelo enge-
nheiro naval francés Ferdinand Reech (1805-1884), em
1844, conhecido como Teorema de Reech:

(48)a
)1

e,
S

y = (1.2.2.10)

~~
as
25

Esse teorema significa que 7 é obtido pela relagao
entre os coeficientes angulares das transformacoes
adiabatica e isotérmica que passam em um mesmo
ponto, no diagrama (P-V).

3.1. Esse teorema resolveu uma questao que ficou
polémica por muito tempo, qual seja, a do calculo da
velocidade do som no ar. O fisico e matematico inglés
Sir Isaac Newton (1642-1727), em 1687, havia afirmado
que a velocidade do som ¢ era dada por:

dpP P
2

p

No entanto, durante mais de 100 anos, o valor
experimental calculado para ¢ era cerca de 15% maior
que o dado pela féormula de Newton. Foi o matematico
francés Pierre Simon, Marqués de Laplace (1749-1827)

= (%)Ta p = %, — = PV = constante.

quem, em 1816, corrigiu esse erro ao mostrar que a pro-
pagacao do som no ar é um processo adiabatico e nao
isotérmico, como considerou Newton e, portanto, o va-
lor de ¢? que ele encontrara deveria ser multiplicado por
¥, ou seja:

dP dP
2 _ — I

Esse resultado concordou com a experiéncia, pois
para o ar temos: /7 = /1,4~ 118,
1.2.3 Segunda Lei da Termodinamica

Em 1824, o fisico francés Nicolas Sadi Carnot (1796-
1832) propos uma maquina de calor (maquina ideal,
sem atrito), que realiza um ciclo completo, de modo
que a substancia usada - vapor, gas ou outra qualquer
- é levada de volta a seu estado inicial. Esse ciclo com-
pleto, reversivel %] mais tarde denominado de ciclo de
Carnot, é composto de duas transformacoes isotérmicas
e duas adiabaticas, da seguinte maneira. Inicialmente, o
gas (ideal) encontra-se em um estado caracterizado por
( P, Vi, T1). Ele entdo é expandido isotermicamente
até o estado (Pz, Va, T1), ao receber a quantidade de ca-
lor (1 > 0) do exterior. Em seguida, ele é expandido
adiabaticamente até o estado (Ps, V3, T2), sem troca
de calor com o exterior. A partir dai, ele é compri-
mido. Primeiro, isotermicamente, levando-o ao estado
( Py, V4, T2), ocasido em que ele fornece a quantidade
de calor (@2 < 0) ao exterior e, finalmente, o ciclo é
completado com uma compressao adiabatica que o leva
ao estado inicial (P, V1, T1), sem troca de calor. Ora,
como nas transformacoes isotérmicas a energia interna
é conservada, segundo as expressoes (1.2.1.1), (1.2.2.2b)
e (1.2.2.4¢), teremos:

2
QlI/P1dV=
1
2 av Va
=nRT) /1 v = n RT {n ™ (1.2.3.1a)
4
QzI/P3dV=
3
—nRT/4d—V—nRT£nE (1.2.3.1b)
fu— 2 SV — 2 VS BV“RuY 1N

Como as transformagdes (2 — 3) e (4 — 1)
sdo adiabdticas, usando-se as expressdes (1.2.1.1) e

(1.2.2.9b), vira:

P P
awv - v

— In (P V") = constante —

T VY~ 1 — constante
nVy Tt =y T
(Vz Vs

71)7_1 = (74)7 -

PR A A

Va Vs
. _

2 =2 1.2.3.2



J. M. F. Bassaloe M. S. D. Cattani

O rendimento 5 de uma maquina ideal que realiza
esse ciclo reversivel é (lembrar que Q2 < 0)

Q1+ Qs
Q]

Assim, usando-se as expressdes (1.2.3.1a), (1.2.3.1b)
e (1.2.3.2), a expressdo (1.2.3.4a) tornar-se

n (1.2.34a)

nRTlﬁn% —nRTzﬁn%

= —
7 n RTi In %
T — Ty Ty
= = - =1 - = 1.2.3.4b
U T — 7 7 )
Por outro lado, temos
po @ol@l 1@ 5,

¢ o5

Comparando-se as expressoes (1.2.3.4b) e (1.2.3.4c¢),
obtemos

Q@

= 0. 1.2.3.
T T 0 (1.2.3.5)

E oportuno observar que esse rendimento identifica-
se com a poténcia motriz do fogo referida por Carnot,
conforme pode-se concluir de suas palavras “A poténcia
motriz do fogo (calor) € independente dos agentes em-
pregados para produzi-la; sua quantidade € determinada
somente pelas temperaturas dos corpos entre os quais,
no resultado final, ocorre a transferéncia do calérico.”

O estudo do ciclo de Carnot visto acima mostra
que para uma certa quantidade de calor ser convertida
em trabalho ha necessidade de haver duas fontes: uma
quente e uma fria. Para que esse calor fosse convertido
integralmente em trabalho, a fonte fria nao deveria exis-
tir, ou seja, sua temperatura deveria ser nula. Foi isso
que Kelvin afirmou em 1851: ¢ E impossivel realizar um
processo (ciclico) cujo tnico efeito seja remover calor
de um reservatério térmico e produzir uma quantidade
equivalente de trabalho.”

As consequiéncias imediatas desse enunciado de Kel-
vin sao as seguintes:

a) A geracdo de calor por atrito a partir de trabalho
mecanico é irreversivel.

b) A expansio livre de um gds é um processo irre-
versivel.

Um outro tipo de processo irreversivel foi estudado
pelo fisico alemao Rudolf Julius Emmanuel Clausius
(1822-1888). Assim, em 1850, ele afirmou que: “E im-
possivel realizar um processo (ciclico) cujo dnico efeito
seja transferir calor de wm corpo mais frio para um
corpo mais quente.”

Observe-se que, mais tarde, com o desenvolvimento
da Termodinamica, mostrou-se que os enunciados de
Clausius e de Kelvin sao equivalentes e, hoje, sao tra-
duzidos pelo Teorema de Carnot:
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a) Nenhuma maéquina térmica que opere entre uma
dada fonte quente e uma dada fonte fria pode ter
rendimento superior ao de uma maquina de Carnot:
nr < 1R.

b) Todas as maquinas de Carnot que operem entre
duas fontes (quente e fria) terdo o mesmo rendimento:
Nr = TR’

Em 1854, Clausius comegou a pensar que a trans-
formacao de calor em trabalho e a transformacao de ca-
lor em alta temperatura para calor em baixa tempera-
tura poderiam ser equivalentes. Desse modo, Clausius
introduziu o conceito de valor de equivaléncia de uma
transformacao térmica, que era medido pela relacao en-
tre a quantidade de calor (AQ) e a temperatura (7)
na qual ocorre a transformacao. Por intermédio desse
conceito fisico, Clausius pode entao fazer a disting¢ao
entre processos reversiveis e irreversiveis. Assim, assu-
mindo arbitrariamente que a transformacao de calor de
um corpo quente para um frio tenha um valor de equi-
valéncia positivo, apresentou uma nova versao para o
seu enunciado de 1850:

“A soma algébrica de todas as transformacées ocor-
rendo em um processo circular somente pode ser posi-
tiva.”

Em 1865, Clausius propés o termo entropia (do
grego, que significa transformagio), denotando-o por
S, em lugar do termo valor de equivaléncia, que havia
usado em 1854. Portanto, retomando suas 1déias sobre
esse novo conceito fisico, considerou um ciclo qualquer
como constituido de uma sucessao de ciclos infinitesi-
mais de Carnot e chegou ao célebre Teorema de Clau-
sius. Em notacdo atual, usando-se a expressao (1.2.3.1),
esse teorema é escrito na forma:

:]{%:]{dsgo,

onde o sinal de menor (<) ocorre para as trans-
formacoes irreversiveis e o de igualdade (=), para as
reversiveis.

Até aqui, apresentamos o
historico-empirico da Segunda Lei da Termodinamica.
Agora, vejamos como essa lei foi tratada formalmente,
via formas diferenciais exteriores, gracas aos trabalhos
pioneiros de Carathéodory, referido anteriormente, e do
fisico alemao Max Born (1882-1970; PNF, 1954), em
1921.

Em 1909, Carathéodory demonstrou o seguinte te-
orema:

Seja o uma forma diferencial linear com a proprie-
dade de que para qualquer ponto arbitrario P existem
pontos (), arbitrariamente préximos de P, que nao po-
dem ser ligados a P por intermédio de curvas nulas de
o[l Entao, localmente, existem funcoes f e g, tais que

o = fdyg. (1.2.3.7)

AQ AQ> AQ;

(1.2.3.6)

desenvolvimento



374 Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 21, no. 3, Setembro, 1999

Essa expressao, contudo, nao determina f e ¢ com-
pletamente.

Esse teorema permitiu ao proprio Carathéodory, as-
sim como, mais tarde, a Born, apresentarem uma for-
mulacao axiomatica da Termodinamica, considerando-
se os enunciados de Clausius e de Kelvin sobre a se-
gunda lei dessa parte da Fisica. Por exemplo, se-
gundo esses enunciados, ha certos tipos de trabalho re-
alizados sobre um sistema termodinamico isolado adia-
baticamente, tal como um violento movimento, que
nao pode ser recuperado por intermédio de uma trans-
formacao adiabatica reversivel. Essa afirmacao signi-
fica que essa situacao pode ocorrer em pontos proximos
do estado de equilibrio, que é, exatamente, a situacao
descrita pelo Teorema de Carathéodory. Ou seja,
existem estados termodinamicos vizinhos que nao po-
dem ser ligados por uma curva reversivel nula para a
1-forma « (calor elementar), curva essa denominada
curva adiabatica reversivel.

Por outro lado, segundo vimos anteriormente,
usando o conceito de entropia S, Clausius havia mos-
trado que a variagao liquida de S em torno de qualquer
ciclo é zero. Como ele definiu AS como a relagao
entre a troca de calor (AQ) e a temperatura abso-
luta (7") numa transformacao isotérmica [vide expressio
(1.2.3.6)], Carathéodory identificou f com T, a tempe-

dU = —PdV + T dS = (

oU

1.2. Varidveis Pressao (P) e Entropia (S):
expressao (1.2.3.9), teremos:

oV

- (W)S;

ratura absoluta (varidvel intensiva), que é sempre posi-
tiva, e g com S (varidvel extensiva), que é determinada
a menos de uma constante. Assim, na formulacao de
Carathéodory-Born, a Segunda Lei da Termodinamica
tem o seguinte enunciado:

Na vizinhanca de qualquer estado de equilibrio de
um sistema existem estados de equilibrio préximos que
nao podem ser ligados por curvas adiabaticas reversiveis
nulas da 1-forma « - calor elementar

o = T dS. (1.2.3.8)
1.2.3.1 Aplicacoes das Leis da Termodinamica

1. Fungdes (Potenciais) Termodinamicas. O uso
combinado das Primeira e Segunda Leis da Termodina-
mica, dadas pelas expressoes (1.2.2.4¢) e (1.2.3.8), isto
é:

TdS = PdV + dU, (1.2.3.9)

permite estudar as transformacoes do estado de um sis-
tema termodinamico como fun¢ao de duas variaveis in-
dependentes, por intermédio das chamadas Funcoes
(Potenciais) Termodinamicas: U, H, F, G.

1.1.  Varidveis Volume (V') e Entropia (5):
gia Interna - U. Usando-se a expressdo (1.2.3.9) e

Ener-

considerando-se que U = U(V, S), teremos:
oU oU
—)s d —)y d —
)s AV + (5g)v dS
oU
= (—)v. 1.2.3.10a, b
&y (1.2.3.100,b)

Entalpia - H. Diferenciando-se a expressao (1.2.2.7a) e usando-se a

dH = dU + d(PV) = dU + PdV + V dP —

dH = V dP + T dS. (1.2.3.11a)
Considerando-se H = H(P, S), vira:
OH OH
OH OH
vV = (a—P)S, = (ﬁ)]—". (1.2.3.11b, ¢)

1.3. Varidveis Volume (V) e Temperatura (T):

Energia Livre (Funcdo de Helmholtz) - F. Em 1877, Helmholtz
desenvolveu o conceito de energia livre F, definida por:

F=U-1T§5. (1.2.3.12a)
Diferenciando-se a expressiao acima, usando-se a expressdo (1.2.3.9) e considerando-se que ¥ = F(V, T),
resultara:
dFf = dU — d(T'S) = dU — TdS — SdT = — PdV — SdT =
or or
= (=) dV — )y dT
Gy &V + Gl dt =
or or
P = —(=)r; = —v. 1.2.3.12b
(30 (G (1:23.120,0)
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1.4.  Varidveis Pressdo (P) e Temperatura (T):

G =

Diferenciando-se a expressao (1.2.3.13a), usando-se as expressdes (1.2.3.9) e

Entalpia Livre (Funcdo de Gibbs) -
desenvolveu o conceito de entalpia livre G, definida por

H - TS5
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G. Em 1875, Gibbs

(1.2.3.13a)
(1.2.3.11a), e sendo G = G(P, T),

teremos dG = dH-d(T S) =dH-TdS-SdT =V dP-SdT =

39
= (%)

v

2. Relagoes de Maxwell. Em 1870, o fisico e mate-
matico escocés James Clerk Maxwell (1831-1879) dedu-
ziu relagdes entre as varidveis termodinamicas (P, V, T,
S) e suas derivadas parciais. Vejamos algumas dessas
relagdes. Vamos partir da expressio (1.2.3.9) e calcular
a sua diferenciacao exterior. Usando-se as Definicoes

A.le A3, teremos

dT A dS = dP A dV. (1.2.3.14)

Supondo-se S =S(P, T) e V=V(P, T), a expressio
(1.2.3.14) ficard

a1 A [(gi)T dP + (Z;)P dT] =
= P /\[(ng P + (g‘jf)P i —
(gi)T dT A dP = (Z—?)P dP A dT —
[(g—}z)T + (g_;)P] AP AAT = 0 —
(g—i)T = - (g—;{)p, (1.2.3.15a)

que representa uma Relacao de Maxwell.
Agora, considerando-se S = S(T, V) e P = P(T, V),

a expressdo (1.2.3.14) tornar-se

Ay ar 4 () av) =
= [(gi)v ar + (g—];)T dVIAdV  —
(gg)T dT A dV = (gi)v AT A dV  —
&y — Eyyarnav =0 -
(g—i)T = (g—i)v (1.2.3.15b)

que representa outra Relagao de Maxwell.

7 dP + (

9G
8T)P dT —
= - (g—g)P. (1.2.3.13b, c)

Agora, considerando-se T = T(P, S) e V= V(P, S),

a expressao (1.2.3.14) ficara:
oT

oT
[(6P)5 dP + (ﬁ)]s dS] ANdS =
ov ov
= AP A [(p)s AP + (55)p dS) —
oT ov
(5p)s AP AdS = (52)p dP AdS —

[(g—i) (gg) ]dP AdS = 0 —
(Z—ITD)S = (g—g)p, (1.2.3.15¢)

que representa, também, uma Relagao de Maxwell.
Para a deducao de outras Relagoes de Maxwell usando-
se as formas diferenciais, ver a Ref. [8].

E interessante destacar que, em 1929, Born apre-
sentou um diagrama mnemonico para obter algumas
relagoes de Maxwell.
quadrado com flechas apontando para cima ao longo
das duas diagonais. Os lados s@o denominados com os
quatro potenciais termodinamicos (F, G, H, U), nessa
ordem, partindo de F' colocado na parte de cima do
quadrado e seguindo a direcao dos ponteiros do reldgio.
Os dois vértices a esquerda sao denominados V e S, de
cima para baixo, e os dois da direita, T e P, também

Esse diagrama consiste de um

de cima para baixo. Para usar esse diagrama, consultar

a Ref. [1].

3. Outras Relag¢oes Termodinamicas.

Tomando-se a expressao (1.2.3.9), dividindo-a por
T e calculando a sua diferenciacdo exterior (vide De-
fini¢des A.1; A.3), obteremos

P 1
dds = d(z) dV + d(z) dU —

TdP — PdT 1
OIT/\CZV—ECZT/\CZU.
Considerando-se U = U(T, V) e P = P(T, V), tere-

mos
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1 .0P P
[(aT)v dT + (av)T dVI A dV — —dT/\dV—
U U
—ﬁdT/\[(aT)v dT + (6V)Tdv] =0 —
P P 1 oU
T [(6_T)V -7 T(W)T] dl'ANdV = 0 —
P U

T(5rv = P = (551 (1.2.3.16)

Agora, vamos obter uma outra relagdo termodinamica. Assim, tomando-se a expressao (1.2.3.9), dividindo-a
por P e calculando a sua diferenciacdo exterior (vide Defini¢des A.1; A.3), obtém-se

T 1
d(5) dS = d(dV) + d(5)dU —
PdT — T dP 1

1 1

—dI'NdS = — dP TdS — dU).

7 A dS P A (T dS U)
Considerando-se U = U(T, S) e P = P(T, S), teremos

oF

<§§>Td51 rds — (35 ar — (90

1 or opP ou
= 5z [T (Fp)s AT AN dS = (55)s (55)
opP ou
- (ﬁ)T (57)
or opP ou opP U
8_T)S - (6_T)S (ﬁ)T + (ﬁ)T (8T) s
or opP ou opP ou
_p = (2= 9V N, (Y8 YN
a7’ Gr)s (ga)r = (Gg)r (gp)s
Por fim, uma outra relacao termodinamica sera obtida partindo-se do produto exterior dT A dS e considerando-
se T=T(P,S),S=S(T, P)e P=(T,S). Desse modo, teremos

%dT/\dS—— )s dT +

2 ds] =
dl ANdS —

SdS/\dT] — FdT/\dSI

= T dTAdS —

1
i

T( (1.2.3.17)

dT A dS = [(gi)s P + (gg)P dS] A dS =
= (D) apnds = (CD)s ap A dT + (32 ap) =
= (S—JTD)S (gi)p dP AT =
= (Z—JTJ)S (g—i)P [(g;)s dT + (Z—?)T dS] A dT =
= ()5 (e oy as nar —
1+ (g—i)s (Z_IS“)P (gg) 1dT A dS —
(g—ITD)S (g—i)P (g—];)T = -1 (1.2.3.18)
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2.4 Terceira Lei da Termodinamica

Vimos que a Segunda Lei da Termodinamica nos
permite determinar a entropia (5) do estado de um sis-
tema termodinamico a menos de uma constante aditiva.
Em vista disso, sua definicao depende da existéncia
de uma transformacao reversivel ligando um estado de
referéncia escolhido arbitrariamente ao estado em es-
tudo. Esses dois estados, contudo, devem pertencer a
mesma superficie (variedade diferencidvel) da equacio
de estado. No entanto, se considerarmos dois sistemas
termodinamicos, ou estados meta-estaveis de um unico
sistema termodinamico, a equacao de estado correspon-
dente pode nao ser representada pela mesma superficie.
Desse modo, a Segunda Lei da Termodinamica nao
permite determinar, de maneira univoca, a variacao de
entropia entre dois estados desses sistemas, pols nao
existe uma transformacao reversivel ligando esses es-
tados. Essa univocidade sé podera ser garantida se
houver uma temperatura na qual a entropia seja uma
constante universal. Vejamos como se chegou a essa
temperatura.

Em 1819, os franceses, o quimico Pierre Louis Du-
long (1785-1838) e o fisico Alexis Thérése Petit (1791-
1820), descobriram que

“Os dtomos de todos os corpos simples tém
exatamente a mesma capactdade para o calor.”

Essa descoberta, que significa dizer que a capaci-
dade calorifica dos corpos (Cp ou Cy') é uma constante,
ficou conhecida como a Lei de Dulong-Petit. Porém,
com o desenvolvimento da Criogenia, com a qual foram
obtidas temperaturas cada vez mais baixas, verificou-
se que Cp (Cy ) diminufa & medida que a temperatura
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também diminuia.

Em 1905, o fisico e quimico alemao Walther Her-
mann Nernst (1864-1941; PNQ, 1920) demonstrou o
hoje famoso Teorema do Calor de Nernst, segundo o
qual a variacao de energia total de um gas com a tem-
peratura tende a zero na medida em que a temperatura
também tende para zero, ou seja,

L -0 = Cv x T (T — 0

A demonstracao desse teorema levou Nernst a apre-
sentar a Terceira Lei da Termodinamica: “A entropia
de um sistema termodinamico no zero absoluto (T = 0)
é uma constante universal, a qual pode ser considerada
como nula: S(0) = 0.”

Observagoes

1. Em 1910, o fisico alemao Max Karl Ernst Planck
(1858-1947; PNF, 1918) afirmou que a capacidade ca-
lorifica dos sélidos e liquidos tende a zero quando T —
0.

2. Em 1914, Nernst apresentou a hipdtese de que a
capacidade calorifica a volume constante (Cy) dos ga-
ses tende a zero quando a sua temperatura tende ao
zero absoluto. Isso significava dizer que a Terceira Lei
da Termodinamica também se aplicava aos gases.

3. O coeficiente de expansao térmica § de qualquer
substancia se anula no zero absoluto. Com efeito, to-
memos a definicao de 5 como

Loov,
v ‘or’t

3 (1.2.4.1)

Usando-se as expressdes (1.2.2.2d) e (1.2.3.8), e
considerando-se P = cte, teremos

_ as.  _ Cp
TdS = ApdP + Cpdl — (32)p = =& —
S = /Cp (dTT)p. (1.2.4.2a,b)
Usando-se as expressoes (1.2.3.15a) e (1.2.4.2a), obtém-se
oCp, 0 s, K as
(gp)r = T (5p)r (5p)r = T (57)p (55)7
oCp, v, 0 oV
(Gp)r = —T(Gmle = —T(5p)r (7P (1.2.4.2¢)
Agora, usando-se as expressoes (1.2.3.15a), (1.2.4.1) e (1.2.4.2b,c), teremos
oV 9 0 T . dr
V= Gpe = -G =~ (G [ G =
T oCp, dT oo, oV
=~ [ G = [ Gpre e~
oV oV
Ve =1Gpele = [(GR)r oz (1.2.4.3)



378 Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 21, no. 3, Setembro, 1999

A expressao (1.2.4.3) nos mostra que

Apéndice

T — 0.

Definicao A.1. Define-se forma diferencial w de grau p (p-forma) a expressao:

onde os coeficientes a;,4,..;, sao fungoes de classe
C* (infinitamente diferencidveis) das varidveis
(z!, 22, ..., 2™) e completamente antissimétricos nos
indices, e 0 produto exterior A satisfaz as propriedades:
1. dx A (dy + dz) = de Ady +dx Adz;  (A.1.2a)
2. (dx+dy)Adz = de Adz +dy Adz;  (A.1.2b)
3.a(dx Ady) =(adx) Ady = dx A (ady);

(a€eR) (A.1.2¢0)
4. dx Adx=0; (A.1.2d)
b.dx Ady = —dy Adx.  (A.1.2e)

Exemplos Para o R?, temos

1. 0O-forma (escalar): f = f(x!, z?, 3);

2. 1-forma (Pfaffiana): w; = a1 del 4+ as d2? +
as dz>;

3. 2-forma:ws = ajs de' Adz? + a5 dxt Ade® +
ass dx® A dz®;

4. 3-forma (volume): wz = ajas det A dx? A dad.

Definicao A.2. Sejam « (p-forma), 7 (g-forma) e
(a, b) € R (corpo). Define-se diferenciacdo exterior d
como uma operacao que transforma uma r-forma numa
(r + 1)-forma, com as seguintes propriedades:

l.dlaa + b f5) = ada + bdp3; (A21a)

2.d(aApB) = (da)AB+(—1)P ands; (A2.1b)

3. Lema de Poincaré: dda = d?a = 0, Y a.
(A.2.1¢)

Observagoes

1. A operacao d é completamente independente de
qualquer sistema de coordenadas;

2. A operacgao d é unica.

3. No caso particular em que f e g sao O-formas e
a eff sao 1-formas, teremos:

a)d(fg) = df ¢ + fdg, (A2.1d)

b)d(f o) = df Ao + fda, (A21e)

1
ailz’Q...z’p(l‘ y L

s &™) datt A de A LA da', (A.1.1)

JdlaANP) = daANPB — anNdE (A21f)

4. Uma forma «, para a qual da = 0, é dita fechada.
Uma forma [, que pode ser escrita como § = da para
algum «, é dita exata.

5. O Lema de Poincaré significa que uma forma
exata é fechada e, portanto, pode ser enunciado da se-
guinte maneira:

Se w é uma p-forma para a qual existe uma (p -
1)-forma « tal que doe = w, entdo dw = 0.

6. Inversa do Lema de Poincaré, também conhe-
cida como condigcao de integrabilidade:

Se w é uma p-forma (p > 1) tal que dw = 0, entdo
existe uma (p - 1)-forma a (ou o + dé¢), tal que
w = da.

Exemplos: Para o R3, temos:

1. Seja a O-forma f: f = f(z, y, z). Entao, do
Calculo Elementar podemos escrever df (1-forma) da
seguinte maneira:

_of Jf Jf

2. Sejaa l-formaw : w = fide + fo dy + f3dz,
com f; funcdes diferencidveis de (x,y,z), entdo dw é
uma 2-forma dada por:

dv = dfi Ade + dfs Ndy + dfs A dz.

3. Seja a 2forma o : a0 = frdyANdz +
fodzANdzx + fsdao Ady com f; funcoes dife-
rencidveis de (z,y,z), entdo da é uma 3-forma dada
por:

doe = dfinNdynde + dfsAdzAde + dfsAda Ady.

Defini¢cao A.3 Seja uma 1-forma « definida no R”
e dada por:

a = A(x)det, i=1, 2, ..., n (2.3.3a)

Uma curva , parametrizada (, (t)) é dita uma curva
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nula de «, se:
/ a = / (Aifz()] (1)) dt = 0, (A3.1)
I(¢)

onde #¥(t) é o vetor tangente.

Teorema de Stokes (Generalizado Seja o uma p-
forma e D um (p + 1)-dominio orientado com uma
fronteira @ D cuja orientacdo é induzida pela de D,

entao:
/dalpha:/ a. (A.4)
D aD
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