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Em um experimento, um sistema fisico em geral pode ser estudado modificando-se uma das variaveis
que o define, e observando-se a resposta do sistema a modificagio. Para um dado estudo em
particular, isso pode gerar um conjunto de pontos (z;, y;) cuja representacio grafica e argumentos
tedricos indicam a funcdo geral y(z,a1,az,...,an) que descreve tal sistema. A determinacao dos
parametros a1, az, ..., an € feita de forma que o conjunto de pontos tenha a maxima probabilidade
de pertencer a essa fungao. Em geral, isso é feito através do Método dos Minimos Quadrados.
Entretanto, um valor y(z) obtido através da fungdo ajustada, que serd denotado por y(z)m, é
apenas o melhor valor e, neste artigo, é proposta a determinagao da sua incerteza o, (). Férmulas
para a determinagdo das incertezas sao derivadas a partir da flutuagdo dos pontos experimentais
em torno de y(z), para funcdes redutiveis ao primeiro grau. A aplicagdo dessas férmulas a dois
conjuntos de dados experimentais mostram resultados satisfatorios: a fungao passa a ser dada na
forma y(z) = y(z)m £ Ty(zym o y(z) = ¥(=)m £ 30y(z)m, com uma probabilidade de 68,3% ou
99,7%, caso pudermos associar uma fungao de distribuicio normal as flutuagdes. A representagao
grafica passa a ser dada por 3 linhas, e a largura entre os limites superior e inferior da uma indicagao
da precisao experimental. Os limites permitem, também, uma visualizagdo de pontos fora da faixa
de largura 60y(z)m, © que pode indicar erros grosseiros na medigao de tais pontos.

A physical system can be studied carrying out an experiment, in which one of its variables is
modified and the resulting output of the system is observed and measured. For a given study,
this kind of experiment can generate a set of pair of coordinate points (z;,y:), which can have a
graphical representation or be represented by a given function y(z, a1, az,...,an) that is obtained
from a curve fit procedure. The determination of the parameters a1, az, ..., a» is done in such a way
that the points (z;,y;) have the maximum likelyhood to belong to the fitted function. In general,
such procedure is attained from the aplication of the Least Square Method. On the other hand,
the simulation of the attained mathematical model generates a point, denoted herein by y(z)m,
which has some uncertainty associated with it. This paper proposes to determine the uncertainties
associated with models, which can be reduced to a first order representation, in terms of the central
second moments &,(,).,, that are attained from the statistical properties of the experimental points
around y(z). Equations to determine the uncertainties are obtained for such models and applied to
two sets of experimental data. The attained results can be considered good. When the fluctuations
can be represented by a normal distribuition, the fitted function can be given in the following
form: y(z) = y(z)m £ oyzym o ¥(z) = y(=)m £ 30y(2)m, With a probability of 68.3% and 99.7%,
respectively. Herein, the graphical representation is given in terms of three lines, and the size
between the upper and lower limits gives an indication of the experimental precision. Moreover, the
visualization of the points outside those limits allows one to verify the existence of outliers during
the measuring procedure of the variables when performing the experiment.
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I Introducao

No desenvolvimento de uma experiéncia, em geral es-
tamos envolvidos com medidas. Na analise dos dados
obtidos, as vezes se faz necessario descrever o compor-
tamento de uma grandeza (efeito) em relagdo a uma
outra (causa). Para tal, suponha que tenhamos ob-
tido uma série de N pontos experimentais (x;;y;) de
incertezas desconhecidas que dao o comportamento de
um sistema. Suponha ainda, que queiramos descre-
ver tal sistema através de uma funcao. A escolha da
funcao geral pode ser feita pelo conhecimento prévio
do sistema, com o auxilio de um grafico y versus =z
tracado em papel milimetrado. Se o grafico resultar
em uma reta, devemos ter y = ax + b; caso tenhamos
uma parabola com vértice na origem (ou mesmo uma
hipérbole), podemos pensar em algo do tipo y = az?,
e assim por diante. O nosso problema, a partir dai,
consiste em determinar os parametros da funcao geral,
de forma que a funcgao especifica obtida seja aquela que
tenha a maxima probabilidade de conter os N pon-
tos (2;;4). Uma das maneiras de se fazer isso é através
da determinacao grafica dos parametros da funcao, via
linearizacao, reduzindo-a ao modelo y(z) = az +b. En-
tretanto, a utilizacao do método grafico fica subordi-
nada a um erro inerente a esse método ja que, por um
unico conjunto de pontos, pessoas distintas em geral
tracam retas distintas. Além disso, cada ponto a ser
marcado poderia ter um peso estatistico proprio e isso
nao seria completamente possivel de ser considerado
através do método grafico. As melhores opgoes para a
determinacao dos parametros sao os métodos analiticos,
e dentre eles destaca-se 0 Método dos Minimos Qua-
drados. Varios softwares' j4 foram desenvolvidos utili-
zando esse método para um grande ntiimero de fungoes,
dentre elas aquelas redutiveis ao modelo y(#) = ax +b.
Neste artigo, utilizaremos as flutuagoes dos pontos ex-
perimentais (z;;y;) em torno da fun¢do ajustada, que
simbolizaremos por y(z ), para determinar a incerteza
dessa funcao para um =z qualquer, a ser simbolizada
por Oy(zym- Assim, a funcao ajustada sera dada de
forma completa por y(r) = y(x)m £ 0y(z)m, onde
y(#)m é uma func¢ao redutivel ao primeiro grau, cujos
parametros sao determinados pelo Método dos Minimos
Quadrados, e a incerteza o, (y),, serd determinada nesse
estudo.

IT O método dos minimos qua-
drados para pontos de incer-
tezas desconhecidas

Antes de estudarmos como determinar a incerteza de

uma funcao redutivel ao primeiro grau, ajustada pelo
Método dos Minimos Quadrados, fagamos uma revisao
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deste método.

I1.1 Leituras de uma mesma quantidade

Suponha que tenhamos efetuado N leituras de uma
quantidade da grandeza y, representadas na Fig. 1. Su-
ponha ainda que N seja suficientemente grande, e que
os erros sistematicos das leituras sejam despreziveis.

< |
o
o
o

X

Figura 1: Leituras de uma mesma quantidade.

Intuitivamente sabemos que o melhor valor para a
grandeza é o valor médio y representado pela linha 2
da Fig. 1 & dado por

| N
y = — i 1
V=5 ;y (1)
O desvio da i-ésima leitura efetuada é definido como

by =¥ — ¥, (2)

e a medida da dispersao das leituras em torno do valor
médio y é dada pela variancia da amostra

N

2 1 2
WEWNoD E'_lﬁ(éyi)
ou 2 , N N
Uyzi(]\f—l) Z;(yi—y) . (3)

Devemos observar que o melhor valor para a gran-
deza, dado na Eq. (1), pode ser obtido impondo-se a
condicao de que a variancia do conjunto de leituras te-
nha o menor valor possivel. Dito de outra forma: das
trés linhas dadas na Fig. 1, a que melhor representa o
valor para as leituras de y é a linha 2, mais verossimil,
e que implica na menor variancia para o conjunto:

—2 =0. (4)

Substituindo a Eq. (3) na Eq. (4) e derivando, te-
remos:

ﬁzzw —p) (-1 =0,

=1

1Por exemplo: Curve Expert, Graph Pad Prism, Curvefit, Origin e Ajuste
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ou
1 N
y = 75 5
y N;:ly (5)

que é um resultado idéntico ao da Eq. (1). Por ou-
tro lado, a incerteza do valor médio, que denotaremos
por Oym, pode ser obtida por propagacao de erros de
medidas independentes:

Como estamos analisando os casos em que as incer-
tezas das leituras nao sao conhecidas, podemos fazeé-
las iguais a raiz quadrada da variancia das leituras,
ao que denominamos desvio padrao das leituras:

b Isso é razodvel porque a variancia

da uma medida das flutuacoes das leituras em torno do
valor médio. Dessa forma, lembrando que

C— [L2 =
Oyi = /0, = 0y.

gy _ L

63/2':]\7’

a Eq. (6) d& o seguinte resultado:

Oy

Oym = \/—N (7)

Com isso, podemos extrair o resultado final para a
medida:

Yy=y=xoym, (8)

onde g é obtido através da Eq. (5) e oyp, é 0 desvio
padrao do valor médio das leituras, e é calculado pela
Eq. (7). Ao expressar o resultado final da medida com a
incerteza dada pelo desvio padrao do valor médio, esta-
mos implicitamente admitindo que os erros sistematicos
no processo de medicao possam ser desprezados.

I1.2 Quantidades distintas: o método dos
minimos quadrados

Imagine, agora, que tenhamos N pontos distintos
(255 9;). Tmagine também que esses pontos se adequem
a uma reta y(z) = ax + b, mostrada na Fig. 2.

i y(Xi)

> X
Xi

Figura 2. Reta ajustada a pontos experimentais.

Aqui, o desvio da i-ésima ordenada é dado através
da seguinte expressao:

by; = yi —y(x;) ou by =y —ax; — b. (9)

Entao, da mesma forma que fizemos para as leitu-
ras de uma mesma quantidade, podemos definir uma
“variancia associada ao ajuste de y = az + 6 [1], [7]

N

, 1
%) T N > (i -

i=1

ax; — b)z. (10)

Naturalmente o niumero 2 do denominador refere-
se aos dois parametros a serem determinados. Para os
pontos em estudo, a melhor fun¢ao especifica é aquela
cujos valores dos parametros a e b fazem o valor da
variancia U;(x) ser o menor possivel. Podemos, entao,
determinar a e b de forma que Uj(x) seja minimo, o que
requer:

Oo? Oo?
y(z) _ y(=z) _
da 0 e 0b 0. (1)

Substituindo a Eq. (10) nas duas equagdes dadas
em (11), teremos um sistema de duas equacdes e duas
incognitas que, resolvido, nos da:
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II.3 Geracao de incertezas

parametros

para os

Tendo determinado os parametros a e b, cabe-nos
determinar quais sao as incertezas destes parametros
para, posteriormente, associar uma incerteza para o
valor médio da func¢do ajustada, y(x)m,. Lembremos,
entdao, que os parametros a e b sao fungoes das medidas
x; e y;. Assim, as incertezas desses parametros depen-
dem das incertezas dessas medidas, que denotaremos
por oz e 0y;. Entretanto, em muitas experiéncias, as
incertezas o,; e 0y; ndo sdo conhecidas, como no caso
que estamos estudando. Entao, vamos admitir, arbitra-
riamente, que o,; seja igual a zero para todos os pontos,
isto é, as medidas de x sao isentas de erros. Vamos ad-
mitir também que a incerteza de cada y; seja igual a
raiz quadrada da variancia do ajuste [2]:

Oyi = Uj(x) OU Oyi = Oy(z).- (14)

Veja que essa consideragao é bastante razoavel ja
que 0y(;) da uma medida das flutuagoes dos y; em
torno de y(z)n. Com essas consideracdes, podemos fa-
cilmente determinar as incertezas dos parametros a e b,
que denotaremos por o, e 03, € isso sera feito por pro-
pagacao de erros. Determinemos, inicialmente, uma ex-
pressao para ¢4, lembrando que estamos considerando
x; 1sento de erros:

(15)

Como estamos considerando oy; = 0y (;), podemos re-
escrever a Eq. (15) como

(16)

Oa = Oy(a)

O parametro a foi obtido na Eq. (12a), de forma que
podemos escrever:

N
da 1
—=—=| Nz; — i

ou ainda N
da\> N
3 <_“) ==, (17)
i=1 6yl D
Substituindo o resultado dado pela Eq. (17) na Eq.

(16), teremos:

N
Ta = Oy)\[ - (18a)

Com um raciocinio analogo podemos obter

(18b)
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Embora o calculo dos parametros a e b nos permita
escrever a expressdo do valor médio y(z),, da funcdo
ajustada, o calculo dos parametros o, ¢ 03 nao nos
permite, por si 86, determinar a incerteza oy (y),, desse
valor médio para um x qualquer. Isso ocorre porque,
ao tentarmos determinar uma expressao para essa in-
certeza, por propagacao de erros, deveremos conside-
rar a covariancia entre a e b ja que, em geral, esses
parametros nao sao independentes entre si por serem,
ambos, funcoes de z; e y;. Vamos, entao, determinar
uma expressao para essa covariancia para, em seguida,
determinar a incerteza o, ;) do valor médio da funcao
ajustada.

111 Covariancia entre duas

funcoes

Para compreendermos melhor como determinar a co-
variancia entre os parametros a e b, que simbolizaremos
por cov(a, b), facamos um estudo resumido do conceito
de covariancia, que é um parametro que quantifica a
influéncia da dependéncia entre duas varidveis na pro-
pagacao de erros.

I11.1 Covariancia entre duas variaveis

Suponha que tenhamos duas variaveis, z; e o, cada
uma lida N vezes, de forma que o i-ésimo par possa ser
dado por x1; = &1 + 6xy; € oy = To + Ox9;. A maloria
dos textos que abordam o problema do tratamento es-
tatistico de dados definem a covariancia [3,4] entre z;
e zo, através da seguinte expressao:

cov(zy, x9) = (Nli_l)Z((sm)(am). (19)

i=1

Da defini¢ao, é interessante observar que a variancia
de uma variavel x é um caso particular da covariancia
entre a variavel z e ela mesmo.

ITI1.2 Covariancia entre duas funcgoes de
varias variaveis

Vamos admitir que f e g sejam func¢oes de n
variaveis independentes dadas por xy, ©s, ..., £,. Neste
caso, feitas N leituras de cada varidvel independente,
uma leitura ¢ de uma variavel k pode ser escrita assim:

Tpi = Tp + Oxpy.

Expandindo f e ¢, e desprezando os termos a partir
da segunda ordem, ao final podemos escrever

O O Of 5.
ofi = B bxy; + s d0xa; + ...+ oe. Sxni  (20a)
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g g g
bg;i = =——bx1; + =——0x9; + ...+ =—0bxn;, 200
g £ Ty +6x2 Toi + +6xnx (208)
onde as derivadas sao calculadas para @1 = zy;25 =
Za,...,xn = Tn. Entao, de acordo com a definicao de

covariancia dada pela Eq. (19), podemos escrever

N

= ﬁzwﬁﬁgﬂ (21)

i=1

cov(f,g)

Com as expressdes de §f; e §g; dadas em (20a) e (20b),
a Eq. (21) pode ser reescrita da seguinte forma:

n

N
dy
cov(f,g) Z > 31‘] achov(xj,xK), (22)

sendo cov(x;, z;) definido na Eq. (19) para o caso par-
ticular das variavels x; e zs.

Caso as variaveis independentes da funcao sejam
independentes entre si, teremos cov(z;,z;) = 0 para
J # k. Nesse caso, a Eq. (22) deve ser reescrita da
seguinte forma [2],[5]:

oy
cov(f,g) = Je; Ba; Tuis (23)
ji=1

onde Ugj ¢ a variancia de z;.

II1.3 Expressao para a covariancia entre
os parametros ajustados

Com o objetivo de obter uma expressao para
cov(a,b) através da Eq. (23), devemos observar as ex-
pressdes para os parametros ¢ e b dadas em (12a) e
(12b). Entao, podemos determinar as derivadas parci-
als desses parametros lembrando que as variaveis inde-
pendentes z;, no caso, sdo as ordenadas y; dos pontos
experimentais: z; = y;. Assim, encontramos

da
o D(NxZ Zx) (24)

A , N

Como estamos admitindo oy; = 0y (,), substituindo
as expressées (24) e (25) na Eq. (23) e fazendo as sim-
plificacoes devidas, ao final teremos

(x) Z (26)

onde D foi definido na Eq. (13).

cov(a,b)

IV Erro propagado na funcgao
ajustada

Suponha que tenhamos uma fun¢ao f(z1,z2,...,2,) €
que o conjunto das n variaveis independentes tenha sido
lido por NV vezes. A incerteza em f devido as incertezas
das variaveis independentes é obtida pela férmula geral
de propagacao de erros[6]:

onde

cov(Zj, Zy) =

1 N
- 5255 - 2.
N(N—l); “ii 0%k

E interessante observar que, para j = k, teremos

cov(Zy, Z)

1 N
=N o1 ;(6%)2 =02 (28)
Por outro lado, caso as variaveis independentes
da funcao sejam independentes entre si, teremos
cov(Z;, Zr) = 0 para j # k, e a Eq. (27) reduz-se & Eq.
(6), sendo que a varidvel zz(= z;) daqui é a varidvel
y; de 14. As n varidaveis distintas correspondem as N
leituras efetuadas.

V Determinacao da incerteza

da funcao ajustada

O propdsito deste artigo é aplicar a teoria discutida an-
teriormente ao ajuste de fun¢oes redutiveis ao primeiro
grau, determinando nao sé do valor médio da fungao
y(#)m, como também associando uma incerteza Ty(a)m
a esse valor médio. No apéndice D da referéncia [6] isso
foi feito para um ponto especifico de uma reta definida
por pontos (&;;Yi; 0yi), sendo que a covariancia entre
os parametros foi obtida diretamente da matriz das co-
variancias. Aqui vamos generalizar o raciocinio para
um ponto qualquer de uma funcao do primeiro grau de-
finida por pontos (#;;y;) e estender tal raciocinio para
as func¢oes poténcia e exponencial.

V.1 Incerteza para a funcao do primeiro
grau

Tendo sido determinados os parametros a e b através
das Eq. (12a) e (12b), as incertezas o4 ¢ 03 (Eq. (18a) e
(18b)) e a covariancia cov(a, b) (Eq.(22)), podemos de-
terminar oy (;), reescrevendo a Eq. (27) para o nosso
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problema especifico, em que y(z) = ax + b. Para um
dado z, 0y(z)m sera dado por

Ay ? ay \’ dy Oy
Ty(eym = \/<a—aaa) + <%0b) + Qa—a%cov(a, b).
(29)

Como & =y e &

5 3¢ = 1, escrevemos

Oy(z)m = \/(xaa)z + o7 + 2xzcov(a, b). (30)

V.2 Incerteza para a fungao poténcia

Dada a fun¢ao poténcia

y(z) = ax’, (31)
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Assim, os parametros b e C podem ser obtidos
através das Eq. (12-a) e (12-b), as incertezas o3 e
oc sao determinadas através das Eq. (18-a) e (18-b)
e a covariancia cov(b,C) é calculada utilizando a Eq.
(26). Isso feito, podemos relembrar que Y = Iny e que
X = Inz e reescrever a Eq. (32) da seguinte forma

Iny=blnz+ C,

o que nos da
y(x) — eblnx+C. (33)

Com isso, a incerteza oy(;), pode ser obtida pela
férmula de propagacdo de erros dada na Eq. (27).
Como

oy

podemos obter uma outra fun¢ao linear nos parametros %Y _ (In )ebln 24+C
aplicando o logaritmo: ab

Iny=blnz+Ina. €

Y _ pinetc
Fazendo Y =Iny, X =1Inz e C' = Ina, escrevemos ac ~ €
Y =0X+C. (32) €SCIeveInos
|
Oy(z)ym = \/[(ln z)eblnetC . 512 4 [ebnot+C . 50]2 4 9(Inx)e2(blne+C) . cov(b, C). (34)

V.3 Incerteza para a fungao exponencial

Dada a fun¢ao exponencial
y(z) = ae’™, (35)

podemos obter uma outra fun¢ao linear nos parametros
aplicando o logaritmo

In y=bx +1In a.
Fazendo Y =In y e C'=In a, escrevemos

Novamente, os parametros b e (' sao determinados
através das Eq. (12a) e (12b), as incertezas o3 e o¢
sdo obtidas através das Eq. (18a) e (18b) enquanto que
a covariancia cov(b, C') é calculada pela Eq. (26). Isso
feito, podemos relembrar que Y = Iny, e reescrever a
Eq. (36) da seguinte forma

In y =bx+ C, o que nos da y(x) = ehote, (37)

dy __ :
Como 3% = e , & Incerteza oy (y)m

serd obtida através da Eq. (27), o que resulta em

b +C By _ e +C

€

Ty(oym = \/(xeb“‘c cop)? + (e - o0)? + 20e2005+C)cov(b, C). (38)

VI Aplicagoes

Com o objetivo de testar as solu¢oes propostas para a
determinacao das incertezas de funcoes ajustadas, va-
mos aplica-las a duas experiéncias.

VI.1 Corrente versus tempo de carga
num circuito RC

Como este é um experimento comum na maioria
dos laboratérios de ensino de Fisica, tornam-se desne-
cessarios maiores comentarios sobre o arranjo experi-



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 21, no. 3, Setembro, 1999

mental, procedimentos, etc. Feitas as medicoes, obtive-
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mos a seguinte Tabela |

TABELA1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
i(s) 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0 80,0 90,0 | 1000
(pA) | 45,8 41,4 37,7 34,1 30,9 28,9 25,5 23,1 21,0 19.2

Argumentos tedricos e uma inspe¢ao grafica de i ver-
sus t sugerem que o melhor modelo matematico para
descrever o fenomeno observado é

i(t)

Com os pontos experimentais (linearizados) e as Eqs.

= aebt.

(39)

(12a), (12b), (39), (18a), (18b), (26) e (38), obtemos a
= 50,40 + 0,33; b = - 0,00967 + 0,00011 (o que da
RC = (1034 £+ 1,2) s); cov(b,Ina) —6,1 x 1077;
sendo oy,; = 0,0096, o que da o; = 0,44 pA. Estes
parametros nos levam a construir a Tabela II relativa
ao ajuste

TABELA II
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s) 100 | 20,0 | 300 | 40,0 | 500 | 60,0 | 70,0 [ 80,0 | 90,0 | 1000
WO (RA) | 45,75 | 41,53 | 37,70 | 34,23 | 31,07 | 28,21 | 25,60 [ 23,24 | 21,10 | 19,15
Gigm (A) | 0,26 | 020 [ 0,15 [ 0,12 | 0,10 | 0,09 | 009 | 009 | 010 | 011

Entao, podemos tracar o grafico mostrado na Fig.
3, dei(t) = i(t)m£304(1)m, obtendo ndo s6 a curva ajus-
tada, como também os seus limites inferior e superior.
Assim, nds criamos uma faixa onde os valores de y(x)
devem estar contidos, com uma probabilidade de 99,7%
caso as flutuacoes tenham uma funcao de distribuicao
normal.

VI.2 Comprimento de um péndulo sim-
ples versus o seu periodo

Este também é um experimento comum em labo-
ratorios de ensino de Fisica, o que dispensa mailores
comentarios sobre o arranjo experimental, procedimen-
tos, etc. Apenas ressaltamos que, na coleta de dados,
foi utilizado o KEM - Kit para Experiéncias de
Mecanica, com mais de 70 experimentos ja desenvolvi-
dos a niveis de 29 e 3° graus. O KEM foi desenvolvido
e patenteado por professores do DF/CCT/UFPB e é
utilizado em seus laboratorios de Fisica Experimental
I. Passemos aos dados obtidos e anotados na Tabela I11

TABELA III
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(s) | 0,637 | 0,880 | 1,082 | 1,250 | 1,407 | 1,534 | 1,667 | 1,773 | 1,894 | 1,971
T (cm) | 10,0 | 200 | 30,0 | 400 | 500 | 60,0 | 70,0 | 80,0 | 90,0 | 100,0

Argumentos tedricos e uma inspecao grafica suge-
rem que o melhor modelo matematico para descrever o
fenomeno observado é

L(T) = aT?, (40)

onde estamos considerando o periodo como a variavel
independente.

Com os pontos experimentais e as Eq. (12-a), (12-
b), (40), (18-a), (18-b), (26) e (34), obtemos a =
25,3140,15 (o que d4 g = (99946) cm/s?); b = 2,011+
0,013; cov(b,Ina) = —0,000050, sendo o1, = 0,014, 0
que da o = 0,14 cm. Estes parametros nos levam a
construir a Tabela IV relativa ao ajuste

TABELA IV
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T (s) 0.637 | 0,880 | 1,082 | 1,250 | 1,407 | 1,534 | 1,667 | 1,773 | 1,894 | 1.97]
L(T) em) | 10.22 | 19,57 | 29,66 | 39,64 | 50,29 | 59,84 | 70,72 | 80,06 | 91.42 | 99,05
Gumm(cm) | 011 | 014 | 0,16 [ 0,18 [ 023 [ 029 | 038 | 047 | 0,59 | 0.67
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Entao, podemos tragar o grafico de L(T) = L(T)m+
30L(Tym (veja a Fig. 4), obtendo ndo s6 a funcao ajus-
tada como também os seus limites inferior e superior.

CORRENTE VERSUS TEMPO DE
50.00 CARGA NUM CIRCUITO RC
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15.00
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000 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00 120.00
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Figura 3: Gréfico da corrente versus o tempo de carga
num circuito RC.

COMPRIMENTO DE UM PENDULO VERSUS
120.00 O SEU PERIODO DAS OSCILAGOES

100.00
80.00

60.00

L(metros)

40.00

20.00

podireerebeerarrn ety e Lesaraedld

0.00 N
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00

T(segundos)

Figura 4: Grafico do comprimento versus o periodo de um
péndulo simples.

VII Conclusoes

Como ja sabemos, a Eq. (8) nos permite extrair um
resultado final de um conjunto de leituras de uma
mesma quantidade: o valor médio e a incerteza do va-
lor médio. Caso as flutuagoes das leituras em torno

Wilton P. Silva et al.

do valor médio obedecam a uma func¢ao de distribuicao
normal, ha uma probabilidade de 68,3% do valor ver-
dadeiro de y estar contido no intervalo definido pela
Eq. (8): y = § £ oym. Caso queiramos definir um in-
tervalo com 99,7% de probabilidade, devemos indicar
o valor verdadeiro através de um intervalo de ampli-
tude igual a 60y, 1 y = Y £ 30yn,. Naturalmente, essas
consideracoes pressupoem que os erros sistematicos das
leituras sejam despreziveis e que o numero de dados seja
suficientemente grande (maior que 20).

No caso de ajuste de curvas, a maioria dos softwares
disponiveis fazem o ajuste de varias funcés a pontos ex-
perimentais, o que significa determinar os parametros
da funcao, de forma que tal fun¢ao tenha a maxima pro-
babilidade de conter tais pontos. Assim, para um dado
z, podemos determinar o valor médio de y(x), que sim-
bolizamos por y(#),,. Por analogia com o tratamento
de leituras de uma mesma quantidade, restaria, a nds,
determinar uma incerteza para o valor médio da funcao
ajustada y()m.
tamos essa importante informacao para as funcoes re-

Nesse artigo, discutimos e acrescen-

dutiveis ao primeiro grau. Com isso, pudemos nao sé6
escrever a funcdo na forma y(x) = y(#)m & oy(z)m (ou
y(x) = y(2)m £30y()m), como também tragar o gréfico
de y(x) através de trés linhas: a linha relativa ao valor
médio da funcao e as linhas relativas aos limites infe-
rior e superior do valor médio y(x), que podemos de-
nominar de linhas de incerteza. Isso nos permite, por
exemplo, investigar se houve algum erro grosseiro na
obtencao de pontos experimentais, como deve ter sido
o caso do 62 ponto da tabela I, fora dos limites, o que
pode ser observado na Fig. 3. Ja no ajuste LxT, a Fig.
4 nos indica que nao devem ter havido erros grosseiros
consideraveis. Além disso, a largura da faixa definida
pelos limites inferior e superior nos da uma idéia da
flutuacao dos pontos em torno da curva média, o que é
um indicador da precisao experimental.

Podemos, entao, considerar como bastante positivo
e desejavel a inclusao da incerteza oy(z), no estudo
do ajuste de curvas, o que permite determinar a pre-
cisdo relativa de y(#),, para um z qualquer. H& que
se considerar, entretanto, que foram feitas linearizagoes
com o uso de logaritmos, e a as incertezas das ordena-
das Y; = Iny; foram consideradas iguais para todos os
pontos obtidos com a linearizagao: oy; = 0y(). En-
tretanto, é mais razodvel considerar que as ordenadas
originais (y;) tenham a mesma incerteza, ainda que des-
conhecidas, posto que devem ter sido lidas em condicoes
similares, e fol suposto erros sistematicos despreziveis.
Assim, a inclusao de corre¢oes nas equacoes deduzidas,
visando levar em conta essas consideracoes, devem pro-
duzir resultados ainda melhores.
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