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Um sistema magn�etico composto de dois s��tios atômicos e dois el�etrons �e estudado sob a �otica do
modelo de Hubbard. Os autovalores de energia s~ao obtidos por diagonaliza�c~ao alg�ebrica exata do ha-
miltoniano do modelo. As fun�c~oes termodinâmicas calor espec���co, entropia, energia interna, mag-
netiza�c~ao e susceptibilidade magn�etica s~ao determinadas a partir do c�alculo da fun�c~ao de parti�c~ao
dependente de um campo magn�etico externo h utilizando o m�etodo do ensemble canônico. O sis-
tema, representado no formalismo da segunda quantiza�c~ao, apresenta uma estrutura conceitual e
matem�atica acess��vel a alunos cursando o �ultimo ano de gradua�c~ao, e os resultados mostram uma
grande riqueza de fenômenos f��sicos com detalhes que viabilizam o aprofundamento da compreens~ao
dos mecanismos quânticos envolvidos nas propriedades termodinâmicas e dos m�etodos empregados
para obtê-las.

A system composed of two atomic sites and two electrons is studied under the optics of the Hub-
bard model. The energy eigenvalues are obtained from the exact algebraic diagonalization of the
Hamiltonian model. The thermodynamic functions speci�c heat, entropy, internal energy, magneti-
zation, and magnetic susceptibility are determined from of the calculation of the partition function
dependent of an external magnetic �eld h utilizing the canonical ensemble method. The system, re-
presented in the second quantization formalism, presents a conceptual and mathematical structure
accessible to students of the last year of under-graduate course, and the results show a rich variety
of physics phenomena with details that make feasible a deeper comprehension of the quantum me-
chanisms involved in the thermodynamics properties and of the methods employed to obtain such
properties.

I Introdu�c~ao

No ensino de mecânica estat��stica raramente emprega-

se modelos de sistemas magn�eticos no formalismo de

segunda quantiza�c~ao. As raz~oes principais para isso

s~ao as di�culdades matem�aticas e conceituais envolvi-

das com o formalismo.

Neste trabalho, resolve-se o problema do c�alculo das

propriedades termodinâmicas de um sistema magn�etico

de dois s��tios atômicos, com dois el�etrons, submetido

a um campo magn�etico est�atico e uniforme, sob a

dinâmica do modelo de Hubbard [1,2], utilizando o

m�etodo do ensemble canônico. Trata-se de um sistema

com solu�c~ao alg�ebrica exata e uma estrutura conceitual

e matem�atica acess��vel a alunos cursando o �ultimo ano

de gradua�c~ao [3].

Os resultados mostram uma grande riqueza de

fenômenos f��sicos, com as propriedades das grandezas

estudadas expressando detalhes que permitem o apro-

fundamento do aprendizado dos conceitos de diversas

fun�c~oes termodinâmicas e de m�etodos da mecânica es-

tat��stica.

O modelo de Hubbard para dois s��tios, o c�alculo

alg�ebrico das autoenergias e a an�alise do estado funda-

mental do sistema s~ao apresentados na se�c~ao II. A se�c~ao

III �e dedicada �a determina�c~ao e an�alise das fun�c~oes

termodinâmicas calor espec���co, entropia, energia in-

terna, magnetiza�c~ao e susceptibilidade magn�etica. As

conclus~oes s~ao expressas na se�c~ao IV.

II O modelo e o espectro de

energias

O modelo de Hubbard [1,2], em sua vers~ao mais sim-

ples, descreve os efeitos de correla�c~ao dos el�etrons em

uma rede cristalina considerando-se uma banda s como

hipoteticamente estreita. O hamiltoniano do modelo

consiste de duas partes essenciais: o termo que expressa

a dinâmica eletrônica inters��tios (\hopping"), caracte-
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rizado pela integral de transferência eletrônica entre

s��tios vizinhos t, e o termo de repuls~ao coulombiana in-

tras��tio, representado pela energia U . Para um sistema

de dois s��tios atômicos, a e b, submetido a um campo

magn�etico est�atico e uniforme na dire�c~ao z (HZ), po-

demos escrever o hamiltoniano como

c

H = �t
X
�

(ay�b� + by�a�) + U (na"na# + nb"nb#) � h
X
�

�(na� + nb�); (1)

d

onde, ay�(b
y
�) e a�(b�) s~ao operadores de cria�c~ao e des-

trui�c~ao de el�etrons [4], respectivamente, do s��tio a(b);

� �e o ��ndice do spin (+1, -1 ou ", #), na� = ay�a�(nb� =

by�b�) �e o operador n�umero para el�etrons no s��tio a (b),

e h = �BH
Z .

Devido ao princ��pio de exclus~ao de Pauli, dois

el�etrons de mesmo spin n~ao podem ocupar um mesmo

s��tio. Assim, um sistema de dois s��tios com dois el�etrons

apresenta seis poss��veis con�gura�c~oes de spins, con-

forme est~ao apresentadas na Tabela I.

Na Tabela I e no que segue abaixo s~ao apresen-

tados os vetores de estado jA >; :::; jF >, correspon-

dentes �as con�gura�c~oes de spins em termos do estado

vazio (v�acuo), j0 >, de�nido tal que um operador de

cria�c~ao agindo sobre j0 > cria um el�etron nesse s��tio

[(ay�j0 >= j1 >); (by�j0 >= j1 >)]; e um operador de

destrui�c~ao agindo sobre o estado vazio destr�oi o estado

[(a�j0 >= 0); (b�j0 >= 0)]:

Considerando os valores de Sz no que segue, os es-

tados do sistema s~ao separados em dois grupos, Sz = �

e Sz = 0:

(a) Estados com Sz = �

De�nindo

j	1i = jAi e j	2i = Bi; (2)

e aplicando o operador hamiltoniano, encontra-se

c

Hj	1;2i = �t
X
�

ay�b�a
y
�0b

y
�0 j0i � t

X
�

by�a�a
y
�0b

y
�0 j0i

+ Uay"a"a
y
#a#a

y
�0b

y
�0 j0i+ Uby"b"b

y
#b#a

y
�0b

y
�0 j0i

+ h
X
�

�ay�a�a
y
�0b

y
�0 j0i � h

X
�

�by�b�a
y
�0b

y
�0 j0i: (3)

Utilizando as rela�c~oes de anticomuta�c~ao para f�ermions [4] o primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (3) fornece
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�t
X
�

ay�b�a
y
�0b

y
�0 j0i = t

X
�

ay�a
y
�0b

y
�b

y
�0 j0i =

= t
X
�

ay�a
y
�0(���0 � by�0b�)j0i = t

X
�

���0ay�a
y
�0 j0i = tay�a

y
�j0i = 0 :

Com procedimento an�alogo encontra-se facilmente que o segundo, o terceiro e o quarto termo da Eq. (3) tamb�em

s~ao nulos, e que o quinto e o sexto termo fornecem

�h
X
�0

�0ay�0a�0ay�b
y
�j0i � h

X
�0

�0by�0b�0ay�b
y
�j0i = �2h�ay�by�j0i :

d

Assim,

Hj	1i = �2hj	1i e Hj	2i = 2hj	2i (4)

e desse modo, as autoenergias para os estados com

Sz = � s~ao E1 = �2h e E2 = 2h:

(b) Estados com Sz = 0

De�nindo

j	3i = 1p
2
(jCi � jDi)

j	4i = 1p
2
(jEi � jF i)

j	50i = 1p
2
(jCi+ jDi) (5)

j	60i = 1p
2
(jEi+ jF i);

encontra-se

Hj	3i = 0 (6)

Hj	4i = U j	4i
Hj	50i = �2tj	60i
Hj	60i = �2tj	50i+ U j	60i:

Os estados j	3i e j	4i têm autoenergias, respecti-

vamente, E3 = 0 e E4 = U: As demais autoenergias

s~ao determinadas pela solu�c~ao do sistema determinado

a partir das rela�c~oes para j	50i e j	60i em (6):

�E �2t
�2t U � E

= E2 �EU � 4t2 = 0; (7)

que tem solu�c~oes dadas por

E5 =
U +

p
U2 + 16t2

2
e:E6 =

U �p
U2 + 16t2

2
: (8)

A energia do estado fundamental com campo

magn�etico nulo �e E6 como pode ser visto facilmente

atrav�es das curvas da Fig. 1.

Figura 1. Autoenergias em fun�c~ao de U para h = 0.

Com um campo magn�etico aplicado, o estado que

corresponde a E1 passa a competir com o de E6, e o

estado fundamental �ca duplamente degenerado para

valores de h que tornam E1 = E6. Estes valores, de-

notados por hc e referidos neste trabalho por campos

cr��ticos, s~ao determinados a partir de

hc = �1

4
(U �

p
U2 + 16t2): (9)

A Fig. 2 mostra a competi�c~ao entre os estados

correspondentes a E1 e E6 para o caso particular de

U=t = 0; 5: Para campos menores do que hc a ener-

gia do estado fundamental �e E6 e para campos maiores

do que hc �e E1. Para h = hc o estado fundamental �e

duplamente degenerado.
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III As fun�c~oes termodinâmicas

A fun�c~ao de parti�c~ao �e dada por c

Z = Tre��Ĥ =
6X
i=1

e��Ei = 1 + 2cosh(2�h) + 2e��U=2cosh

�
1

2
�(U2 + 16t2)1=2

�
+ e�U ; (10)

d

sendo � = 1=kBT:

Atrav�es da fun�c~ao de parti�c~ao pode-se determinar

diretamente as fun�c~oes termodinâmicas calor espec���co,

entropia, energia interna, magnetiza�c~ao e susceptibili-

dade magn�etica.

Calor espec���co

A capacidade calor���ca �e dada por

c

C� =
@hHi
@T

= kB�
2
@2 lnZ

@�2
= kB�

2

"
1

Z

@2Z

@�2
� 1

Z2

�
@Z

@�

�2#
: (11)

d

Figura 2. E1 e E6 em fun�c~ao do campo magn�etico h para
U=t = 0; 5. hc=t = 0; 883:

A Fig. 3 mostra o calor espec���co (C�=2kB) em

fun�c~ao da temperatura e do campo magn�etico aplicado

para v�arios valores de U . O n�umero 2 que aparece divi-

dindo o valor de C�, corresponde ao n�umero de s��tios,

e aparecer�a tamb�em em outras grandezas.

Para h = 0 e U=t < 4, as curvas do calor espec���co

apresentam um pico e para U=t � 4 dois picos. O

primeiro pico, que ocorre em baixas temperaturas, �e

devido ao ordenamento antiparalelo e o segundo pico,

que surge em altas temperaturas, �e devido �a transi�c~ao

gradual metal-isolante. [5]

Quando �e aplicado o campo magn�etico os spins dos

el�etrons tendem a se alinhar com o campo (dire�c~ao z).

Este alinhamento quebra o ordenamento antiparalelo.

No caso de U=t < 4, a quebra do ordenamento antipa-

ralelo �e vista como uma diminui�c~ao do pico (Fig. 3(a))

at�e surgir um segundo pico (o menor deles) provocado

pelo campo magn�etico. Ao se atingir o campo cr��tico,

em que os dois picos se sobrep~oem, ocorre a transi�c~ao

de ordenamento antiparalelo para paralelo, que vai di-

minuindo com o crescimento do campo, at�e restar um

�unico pico (ordenamento paralelo). Com o aumento

do campo magn�etico, este pico come�car�a a crescer e se

formar�a em regi~oes de temperaturas mais altas. Para

U=t � 4, o fenômeno f��sico descrito acima ocorre, s�o

que se tem tamb�em a presen�ca do pico correspondente

�a transi�c~ao gradual metal-isolante (Figs. 3(b) e 3(c))

que desaparecer�a com campos acima do cr��tico.

Entropia

A entropia pode ser determinada de

S = �@F

@T
= kB

�
lnZ � �

Z

@Z

@�

�
; (12)

em que F = �k0T ln Z �e a energia livre de Helmholtz.

A Fig. 4 mostra o comportamento da entropia em

fun�c~ao da temperatura para U=t = 0,5 e v�arios valores

de h. Pode-se observar que a entropia come�ca com o

valor zero tanto para h menores do que hc quanto para

h maiores do que hc (hc=t = 0; 883) ou come�ca com o

valor kln2 para h = hc, em T = 0, e tende para kln6
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Figura 3. Calor espec���co em fun�c~ao da temperatura. (a)
U=t = 0; 5; hc=t = 0; 883: (b) U=t = 4; hc=t = 0; 414: (c)
U=t = 9; hc=t = 0; 212: Os n�umeros que identi�cam as cur-
vas s~ao os valores de h=t.

em altas temperaturas. A raz~ao para isso �e que o estado

fundamental do sistema �e n~ao-degenerado para h 6= hc
e, como conseq�uência, S(T = 0) = kln1 = 0: Para

h = hc o estado fundamental �e duplamente degene-

rado e, portanto, S(T = 0) = kln2. Com o aumento

da temperatura, o efeito da energia t�ermica torna pau-

latinamente desprez��veis as diferen�cas de energias dos

demais autoestados em rela�c~ao �a energia do estado fun-

damental independentemente do valor do campo h. A

conseq�uência disso �e uma eleva�c~ao sistem�atica da en-

tropia com o aumento da temperatura, conduzindo no

limite de altas temperaturas a uma competi�c~ao en-

tre todos os seis estados do sistema e, portanto, a

S(T !1) = kln6:

Figura 4. Entropia em fun�c~ao da temperatura para U=t =
0; 5: hc=t = 0; 883. Os n�umeros que identi�cam as curvas
s~ao os valores de h=t.

Energia interna

A energia interna �e de�nida como

E = hHi = TrHe��H

Z
= �@lnZ

@�
= � 1

Z

@Z

@�
: (13)

Os gr�a�cos da Fig. 5 mostram a energia interna

em fun�c~ao da temperatura para alguns valores de U e

h. Eles indicam que com o aumento de U , para campo

nulo, ocorre um aumento da energia interna, o que �e fa-

cilmente entendido considerando-se que o termo de re-

puls~ao coulombiana �e positivo no hamiltoniano do mo-

delo. Entretanto, quando o campo magn�etico �e apli-

cado, a energia interna cai porque a contribui�c~ao do

termo devido ao campo magn�etico para o hamiltoniano

do modelo tem o sinal negativo.
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Figura 5. Energia interna em fun�c~ao da temperatura. (a)
U=t = 0; 5: (b) U=t = 5: Os n�umeros que identi�cam as
curvas s~ao os valores de h=t.

Magnetiza�c~ao

A magnetiza�c~ao na dire�c~ao z �e de�nida como

Mz = ��Bh@H
@h

i = �B
�Z

@Z

@h
: (14)

A Fig. 6 apresenta os gr�a�cos da magnetiza�c~ao na

dire�c~ao z em fun�c~ao da temperatura para U=t = 0; 5 e

v�arios valores de h. A magnetiza�c~ao abaixo do campo

cr��tico come�ca em zero para T = 0 pois o estado fun-

damental de�ne o ordenamento antiparalelo dos spins

(Sz = 0), e forma um pico que logo cai com aumento

da temperatura. Este pico �e devido �a competi�c~ao en-

tre os efeitos do campo magn�etico que tende a alinhar

o sistema e da temperatura que tende a destruir este

alinhamento.

Figura 6. Magnetiza�c~ao em fun�c~ao da temperatura para
U=t = 0; 5: hc=t = 0; 883: Os n�umeros que identi�cam as
curvas s~ao os valores de h=t.

Quando o campo cr��tico �e alcan�cado, independente-

mente do valor de U , a magnetiza�c~ao a baixas tempera-

turas sobe para um valor em torno de 0,5 porque ocorre

uma degenerescência no estado fundamental entre esta-

dos de ordenamento paralelo (Sz = 1) e de ordenamento

antiparalelo (Sz = 0). Depois, a magnetiza�c~ao come�ca

a cair com o aumento da temperatura. Para campos

acima do cr��tico, o sistema atinge o valor m�aximo de

magnetiza�c~ao (Sz = 1) para baixas temperaturas (dois

el�etrons alinhados) e esse valor decresce com o aumento

da temperatura pois esta tende a destruir o alinhamento

em raz~ao da competi�c~ao com os demais estados provo-

cada pela excita�c~ao t�ermica.

Susceptibilidade magn�etica

A susceptibilidade magn�etica �e de�nida por

�zz = �B
@Mz

@h
jh!0: (15)

Utilizando a Eq. (14), encontra-se que



Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 21, no. 3, Setembro, 1999 327

�zz = 8�2B�

�
3 + 2e��U=2cosh

�
1

2
�(U2 + 16t2)1=2

�
+ e��U

��1
: (16)

d

O gr�a�co da susceptibilidade magn�etica represen-

tado na Fig. 7 exibe os dois picos que aparecem no ca-

lor espec���co. Em temperaturas baixas o pico do calor

espec���co corresponde ao m�aximo da susceptibilidade.

Na regi~ao de temperaturas altas, em que se encontra o

segundo pico do calor espec���co, h�a uma mudan�ca gra-

dual da constante de Curie. Observa-se tamb�em que

quanto maior for U , maior ser�a o pico da susceptibi-

lidade devido ao fato de que o sistema se torna mais

localizado [5].

Figura 7. Susceptibilidade magn�etica em fun�c~ao da tempe-
ratura. Os n�umeros que identi�cam as curvas s~ao os valores
de U=t.

IV Conclus~oes

O c�alculo alg�ebrico exato do espectro de autoenergias

e de diversas fun�c~oes termodinâmicas do modelo de

Hubbard aplicado a um sistema de dois s��tios atômicos

submetido a um campo magn�etico est�atico e uniforme,

apresentado neste trabalho, constitui-se como um po-

deroso material did�atico para o aprendizado do forma-

lismo de segunda quantiza�c~ao e do m�etodo do ensemble

canônico da mecânica estat��stica quântica. Al�em disso,

o material apresentado viabiliza o aprofundamento da

compreens~ao dos mecanismos quânticos envolvidos nas

propriedades termodinâmicas do sistema tratado.

Deve ser destacado, tamb�em, que o estudo alg�ebrico

exato de modelos aplicados a pequenos sistemas

atômicos (\clusters") �e considerado um laborat�orio

do f��sico te�orico, tendo em vista a potencialidade do

m�etodo da inferência para a busca de solu�c~oes exatas

de sistemas \in�nitos" e a possibilidade de valida�c~ao de

teorias aproximadas desses mesmos sistemas [6].
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