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Neste trabalho determinamos numericamente as autoenergias para uma mol�ecula diatômica cujos
�atomos integrantes est~ao sujeitos ao potencial de Lennard-Jones. Uma descri�c~ao bastante did�atica
do surgimento desse potencial �e apresentada. As energias de liga�c~ao foram calculadas atrav�es das
regras de quantiza�c~ao de Bohr-Wilson-Sommerfeld e pela solu�c~ao da equa�c~ao de Schr�odinger.

In this work we �nd by numerical methods the binding energy for some diatomic molecules whose
atoms are subject to the Lennard-Jones potential. We also discuss in detail how to obtain this
potential. The binding energies were calculated by mean of two forms: using the Bohr-Wilson-
Sommerfeld quantization rules and solving the Schr�odinger equation.

I Introdu�c~ao

As aplica�c~oes do potencial de Lennard-Jones (L-J) s~ao

bastante variadas, mas a mais conhecida �e a que envolve

o tratamento de mol�eculas diatômicas como oxigênio

e hidrogênio. O estudo de uma mol�ecula diatômica,

considerando-se que o potencial que descreve as in-

tera�c~oes entre seus �atomos constituintes �e o potencial

L-J, �e um exemplo rico em conceitos f��sicos que contri-

bui em muito para a forma�c~ao b�asica em F��sica. Al�em

disso, a solu�c~ao computacional deste problema faz uso

de conceitos b�asicos em an�alise num�erica (como deri-

vadas e integrais), permitindo a liga�c~ao entre o uso de

ferramentas computacionais e a solu�c~ao de problemas

f��sicos. No que segue, abordamos o surgimento deste

potencial e sua aplica�c~ao �a uma mol�ecula diatômica.

Quando tratamos mol�eculas �e comum considerar-

mos que a cada movimento dos n�ucleos os el�etrons

se rearranjam rapidamente em torno deles, de modo

que podemos desprezar as poss��veis deforma�c~oes da

nuvem eletrônica (aproxima�c~ao de Bohr-Oppenheimer)

[1]. Essa considera�c~ao pode ser sempre usada, desde

que a massa nuclear �e muitas vezes maior que a massa

eletrônica. Uma mol�ecula simples pode ser formada

pelo acoplamento de dois �atomos, ionizados ou n~ao, se

houver uma resultante de for�cas que impe�ca a separa�c~ao

(dissocia�c~ao). Vamos considerar a intera�c~ao entre dois

�atomos neutros que est~ao separados por uma distância

muitomaior que o raio de qualquer um deles. Apesar de

neutros, esses �atomos podem apresentar um momento

dipolar local n~ao nulo devido ao movimento dos el�etrons

ao redor do n�ucleo, e isso se traduz por uma intera�c~ao

(for�ca) atrativa, conhecida como for�ca de Van der Waals

[2, 3, 4]. �A medida que a distância entre os �atomos vai

diminuindo, outra intera�c~ao come�ca a ser importante:

a proximidade de cargas de mesmo sinal origina uma

for�ca repulsiva eletrost�atica (repuls~ao coulombiana). O

resultado �nal da competi�c~ao entre estas duas for�cas �e

a forma�c~ao e coes~ao de uma mol�ecula.

Como essas for�cas dependem apenas da distância,

elas s~ao conservativas, ou em outras palavras, o tra-

balho realizado por elas somente depende dos pontos

inicial e �nal do movimento considerado. Isto signi�ca

que podemos associar a tais for�cas um potencial U (r)

tal que a for�ca seja obtida atrav�es do seu gradiente:

F = rU (1)

Um potencial U (r) que ret�em as caracter��sticas de

repuls~ao e atra�c~ao discutidas acima, foi proposto por

Lennard-Jones, e �e escrito como:

�pajc@power.ufscar.br
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U (r) = 4V0

��a
r

�12
�
�a
r

�6�
(2)

no qual, V0 �e o profundidade do po�co de potencial e a

�e uma constante com dimens~ao de comprimento. A �-

gura 1 mostra como �e a forma deste potencial. O ponto

r = rmin corresponde �a posi�c~ao de equil��brio est�avel,

e as energias negativas (U (r) < 0) correspondem aos

�atomos ligados formando mol�eculas (energias discre-

tas), enquanto que as energias positivas (U (r) > 0)

formam um cont��nuo e correspondem �a mol�ecula dis-

sociada (�atomos separados). Portanto, U (r) = V0 �e a

energia necess�aria para a dissocia�c~ao de uma mol�ecula.

Energias negativas muito pr�oximas de E = V0 corres-

pondem �a pequenas vibra�c~oes, ou seja, pequenas os-

cila�c~oes em torno da posi�c~ao de equil��brio r = rmin.

Neste caso o potencial L-J pode ser aproximado por

uma par�abola, cuja express~ao pode ser facilmente ob-

tida expandindo-se o potencial L-J (equa�c~ao (2)) em

uma s�erie de Taylor centrada no ponto de m��nimo:

Figura 1. Forma do potencial de Lennard-Jones. Os pon-
tos rin e rout indicam os pontos de retorno cl�assicos e rmin

representa o m��nimo do potencial. Pr�oximo a esse m��nimo,
pode-se aproximar o potencial L-J por uma par�abola (ver
texto).

c

U (r) = U (rmin) +
dU (rmin)

dr
(r � rmin) +

1

2!

d2U (rmin)

dr2
(r � rmin)

2 (3)

= V0 +
57:1464V0a

2

2
(r � rmin)

2 (4)

d

onde U (rmin) = V0 �e o valor do potencial no fundo do

po�co e dU(rmin)
dr = 0 pois a for�ca �e nula no ponto de

m��nimo.

�A medida que a energia aumenta, as amplitudes das

oscila�c~oes tamb�emaumentam,mas permanecem limita-

das �a distância entre os pontos de retorno (rin e rout)

enquanto o limite E = 0 n~ao �e alcan�cado. Se a energia

continuar aumentando at�e tornar-se maior que zero, a

distância entre os pontos de retorno ser�a in�nita e a

mol�ecula ser�a dissociada (rigorosamente, um dos pon-

tos de retorno (rout) n~ao poder�a ser de�nido).

Na pr�oxima se�c~ao, discutiremos os aspectos quan-

titativos do potencial de Lennard-Jones e faremos a

aplica�c~ao deste potencial para uma sistema f��sico real,

como uma mol�ecula diatômica (como O2 ou H2). Para

o estudo de uma mol�ecula, �e necess�aria a determina�c~ao

dos n��veis de energia existentes e isto ser�a feito nu-

mericamente atrav�es das condi�c~oes de quantiza�c~ao de

Bohr-Wilson-Sommerfeld e da solu�c~ao da equa�c~ao de

Schr�odinger.

II Teoria

Em primeiro lugar, devemos escrever o hamiltoniano

do sistema. Como uma boa aproxima�c~ao para o hamil-

toniano que descreve uma mol�ecula, podemos tomar a

forma aditiva abaixo:

H = Ht +He +Hr +Hv (5)

onde Ht �e o hamiltoniano que descreve o movimento

translacional, He, �e o hamiltoniano relacionado com o

movimento dos el�etrons, Hr descreve o movimento da

mol�ecula em torno do seu centro de massa e Hv est�a

relacionado com o movimento vibracional dos n�ucleos

dos �atomos, um em rela�c~ao ao outro. Nesta forma adi-

tiva [2], os movimentos relacionados a cada um dos ter-

mos est~ao separados e as energias correspondentes po-

dem ser calculadas independentemente. A componente

eletrônica �e geralmente muito maior do que kT e pode

ser aproximada pela energia do primeiro estado exci-

tado. A componente rotacional pode ser tratada con-

siderando a mol�ecula como um rotor r��gido, sendo pro-

porcional ao momento angular. A componente trans-

lacional est�a relacionada apenas com o movimento do
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centro de massa e �e proporcional a P 2=2� (P = mo-

mento do centro de massa, � = massa reduzida da

mol�ecula). Finalmente, a componente vibracional des-

creve os estados ligados, que s~ao o objeto de interesse

deste trabalho. Discutiremos em seguida como obter a

componente Hv.

A origem da intera�c~ao atrativa ou da intera�c~ao de

Van der Waals descrita na se�c~ao anterior pode ser ob-

tida com base no seguinte modelo: consideremos dois

�atomos neutros separados por uma distância R, muito

maior que o raio nuclear de cada um deles. A neutra-

lidade implica um n�umero igual de cargas positivas e

negativas e se a distribui�c~ao destas cargas for r��gida,

nunca haver�a intera�c~ao (atrativa ou repulsiva) entre es-

tes �atomos. Por�em, sabemos que os el�etrons est~ao em

constante movimento ao redor dos n�ucleos mesmo no

mais baixo estado eletrônico do �atomo, e num dado ins-

tante t pode-se ter um momento de dipolo n~ao nulo (a

m�edia temporal do momento de dipolo, por outro lado,

�e nula). Na �gura 2, temos um esquema dessa situa�c~ao:

no instante t1, o movimento eletrônico no �atomo 1 d�a

origem a um momento de dipolo �!p1 que produz um

campo
�!
E em todo o espa�co. Em geral, um campo

�!
E produzido por duas distribui�c~oes de carga separa-

das por uma distância R como em nosso caso, pode ser

escrito em termos dos momentos de dipolo das distri-

bui�c~oes [5], como (considerando a origem em uma das

cargas):

�!
E = �

1

4�"0

2
4�!p1
R3

�
3
�!
R � �!p1
R5

�!
R

3
5 (6)

O �atomo 2 sujeito a este campo tornar-se-�a polari-

zado com um momento de dipolo �!p2 , que surge como

resposta da polarizabilidade � da distribui�c~ao de carga

deste �atomo ao campo externo aplicado. O momento

induzido pode ser escrito como:

�!p2 = � �
�!
E (7)

A energia potencial adquirida por um dipolo el�etrico

sujeito a um campo
�!
E �e dado por:

V = ��!p �
�!
E = �� �

�!
E�
�!
E (8)

Substituindo as equa�c~oes (6) e (7) na equa�c~ao (8),

obtemos uma express~ao para a energia potencial de in-

tera�c~ao dos dois �atomos separados pela distância R:

V (R) =

�
��

4�"0

�
1 + 3 cos2 �

�� p1
R6

�
cte

R6
(9)

Comparando as equa�c~oes (2) e (9), observamos que

a intera�c~ao atrativa proposta
�
� 1

r6

�
�e correspondente

�a descri�c~ao anal��tica obtida para a intera�c~ao.

Figura 2. Intera�c~ao eletrost�atica entre dois �atomos: o movi-

mento eletrônico (representado pelo momento �!p1 ) no �atomo
1 produz um campo el�etrico em todo o espa�co e induz no

�atomo 2 um momento de dipolo (�!p2 ). A intera�c~ao entre os
dois momentos de dipolo d�a origem a uma for�ca atrativa
entre os �atomos.

Conforme os �atomos aproximam-se, suas distri-

bui�c~oes eletrônicas gradualmente v~ao se sobrepondo e

da�� surge uma intera�c~ao repulsiva, composta de duas

contribui�c~oes: a repuls~ao eletrost�atica devido �a pro-

ximidade de cargas el�etricas de mesmo sinal e a re-

puls~ao provocada pelo princ��pio de exclus~ao de Pauli.

Quando a nuvem eletrônica do �atomo 1 se sobrep~oe

�a do �atomo 2, h�a a tendência dos el�etrons do �atomo

1, por exemplo, em ocupar os estados (j�a ocupados)

do �atomo 2. O princ��pio de exclus~ao de Pauli impede

que uma ocupa�c~ao m�ultipla ocorra e imp~oe que alguns

el�etrons sejam promovidos a estados de energia maior

n~ao ocupados. Este processo aumenta a energia do

sistema dando uma contribui�c~ao repulsiva para a in-

tera�c~ao, como visto na regi~ao onde E > 0 na �gura 1. A

forma adotada para o potencial repulsivo descrito acima

�e emp��rica, baseada no ajuste de dados experimentais

obtidos de medidas de propriedades termodinâmicas de

gases nobres como o argônio, xenônio, neônio e outros.

Atrav�es destes ajustes, chegou-se a uma lei de potência

semelhante �a do potencial atrativo:

V (R) =
cte

R12
(10)

A equa�c~ao (2) proposta por Lennard-Jones leva em

conta os comportamentos assint�oticos (9) e (10). Uma
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vez que sabemos como surge o potencial de intera�c~ao

entre os �atomos de umamol�ecula e tamb�em conhecemos

a sua forma, podemos escrever o hamiltoniano como

Hv =
p2

2m
+ U (r) (11)

e encontrar as energias vibracionais caracter��sticas

desta mol�ecula.

III Resolu�c~ao num�erica

Nosso problema consiste na obten�c~ao dos estados liga-

dos que, com sabemos, formar~ao um conjunto discreto

de energias entre �V0 e 0. Estamos interessados so-

mente nas energias de vibra�c~ao das mol�eculas, as quais

podem ser obtidas por duas formas:

1. explorando a proximidade de um comportamento

cl�assico das mol�eculas em fun�c~ao da grande massa

de seus n�ucleos, de modo a aplicarmos as regras

de quantiza�c~ao de Bohr-Wilson-Sommerfeld;

2. resolvendo a equa�c~ao de Schr�odinger para o sis-

tema.

Para efeito de compara�c~ao entre a \velha" e \mo-

derna" Mecânica Quântica, utilizaremos as duas for-

mula�c~oes dadas acima.

III.1 Solu�c~ao pela regra de Bohr-Wilson-
Sommerfeld (BWS)

O primeiro passo para a aplica�c~ao deste m�etodo con-

siste em resolver as equa�c~oes cl�assicas de movimento.

Baseados no formalismo hamiltoniano, fazemos uso das

coordenadas q1; :::; q3N e dos momentos canonicamente

conjugados p1; :::; p3N como vari�aveis independentes. A

regra de quantiza�c~ao BWS introduz a suposi�c~ao de que

somente as �orbitas cl�assicas que obedecem aI
pkdqk = (n +

1

2
)~ (12)

s~ao permitidas. Essa integral �e chamada de integral

de a�c~ao [1] ou simplesmente a�c~ao e pode ser aplicada

somente a sistemas peri�odicos.

Um modelo unidimensional que descreve o mo-

vimento peri�odico de aproxima�c~ao e afastamento

dos n�ucleos (que n~ao necessariamente precisa ser

harmônico) deve ter uma energia total constante dada

pela soma das energias potencial e cin�etica, e pode ser

escrita como (compare com a equa�c~ao (11)):

E =
p2

2m
+ U (x) (13)

onde p �e o momento relativo dos n�ucleos, m �e a massa

reduzida do sistema e U (x) �e o potencial L-J. Assim,

podemos tratar o movimento peri�odico dos n�ucleos para

uma energia E (que �e uma constante do movimento) de-

�nindo uma trajet�oria fechada no espa�co de fase p� x

(vide �gura 4). Classicamente, haver�a in�nitas tra-

jet�orias poss��veis associadas a cada energia pertencente

ao intervalo �V0 < E < 0, e cada uma delas ser�a des-

crita por:

p(x) = �
p
2m(E � U (x)) (14)

As energias quantizadas s~ao obtidas quantizando o

movimento de acordo com a regra BWS (equa�c~ao (12)).

Para este �m, colocando-se a equa�c~ao (14) na equa�c~ao

(12), encontramos:

c

S(En) = 2

�
2m

~

�1=2 Z xout

xin

[En � U (x)]
1=2

dx =

�
n+

1

2

�
2� (15)

Nossa tarefa agora �e resolver a equa�c~ao (15) lembrando que U (x) �e dado pelo potencial de L-J (equa�c~ao (2)).

Para tratar o problema computacionalmente [6, 7], �e conveniente de�nirmos algumas quantidades adimensionais

para evitar erros advindos de grandezas muito grandes ou muito pequenas. De�nindo:

"n =
En

V0
(16)

y =
x

a
(17)

 =

�
2ma2V0

~2

�
(18)

as equa�c~oes (15) e (14) podem ser reescritas respectivamente por:
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S(En) = 

Z xout

xin

"
"n � 4

"�
1

y

�12

�

�
1

y

�6
##1=2

dy =

�
n+

1

2

�
2� (19)

p(y) = �

vuut2mV0

 
"n � 4

"�
1

y

�12

�

�
1

y

�6
#!

(20)

d

Tamb�em, com estas substitui�c~oes o potencial L-J

(equa�c~ao (2)) �ca \normalizado", isto �e, V0 = �1 e

xmin = 21=6, como mostrado na �gura 1.

A quantidade  de�ne a natureza do sistema. Como

~ �e uma constante universal, o limite cl�assico �e obtido

para  grande, e o limite quântico para  pequeno.

Conhecendo o momento de in�ercia da mol�ecula e sua

energia de dissocia�c~ao, �e poss��vel determinar por meios

experimentais os parâmetros a e V0, e �nalmente . Os

detalhes do c�alculo computacional est~ao no apêndice A.

Figura 3. Estados ligados para duas mol�eculas pr�oximas dos
limites quântico (hidrogênio) e cl�assico (oxigênio). Note que
o espa�camento entre os n��veis �e bastante grande para os es-
tados mais baixos, e conforme a energia �ca menos negativa,
este espa�camento vai diminuindo at�e tornar-se um cont��nuo.

Na �gura 3 est~ao as energias dos estados ligados no

po�co de potencial L-J para  = 21:7 e  = 150. �A

medida que  cresce (aqui mostrados apenas dois ca-

sos), os n��veis de energia v~ao �cando menos espa�cados,

tendendo para um cont��nuo, correspondendo ao limite

cl�assico. Este mesmo comportamento pode ser visto na

�gura 4, em que as curvas mais internas no espa�co de

fase se aproximam de uma elipse. Para grandes valo-

res de , o n�umero de trajet�orias mais internas com

um comportamento el��ptico aumenta, aproximando-se

do limite cl�assico. O comportamento harmônico sem-

pre ser�a veri�cado para estados ligados mais pr�oximos

do fundo do po�co, enquanto que para energias pr�oximas

de zero, o comportamento anarmônico �e sempre veri�-

cado, e no limite de dissocia�c~ao da mol�ecula n~ao haver�a

a convergência das curvas inferiores e superiores.

Figura 4. Trajet�orias no espa�co de fase para quatro valores
de :

Na �gura 5 est~ao as energias calculadas para os es-

tados ligados mais pr�oximos do fundo do po�co que apre-

sentam um comportamento parab�olico. A reta mostra

os resultados obtidos analiticamente para um poten-

cial parab�olico; os pontos sobre essa reta foram calcu-

lados numericamente utilizando a expans~ao at�e segunda

ordem do potencial L-J (equa�c~ao (4)) . Podemos no-

tar que para estados mais excitados (mais afastados do

fundo do po�co) os resultados �cam acentuadamente di-

vergentes e enquanto o potencial parab�olico prediz um

n�umero in�nito de estados ligados, no potencial L-J as

energias v~ao convergindo para um valor pr�oximo de zero

indicando um n�umero �nito de estados ligados.
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Figura 5. Compara�c~ao entre as energias calculadas nume-
rica e analiticamente para a aproxima�c~ao parab�olica do po-
tencial L-J e as energias calculadas com o potencial L-J.
Para discuss~ao, ver texto.

III.2 Solu�c~ao pela equa�c~ao de
Schr�odinger

Estamos interessados nos estados vibracionais com

energias En, descritos por n��veis ligados com auto-

fun�c~oes  n(x) que s~ao as solu�c~oes da equa�c~ao de

Schr�odinger:

�
�~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

�
 n(x) = En n(x) (21)

onde V (x) = U (x), o potencial de L-J.

A solu�c~ao desta equa�c~ao diferencial fornece au-

tomaticamente as autoenergias e autofun�c~oes procu-

radas. Para tratar o problema computacionalmente

[7], algumas mudan�cas devem ser feitas na equa�c~ao

de Schr�odinger (equa�c~ao (21)), que pode ser reescrita

como:

�
1



d2

dy2
+ v(y) � "n

�
 n(y) = 0 (22)

com

v(y) = 4

�
1

y12
�

1

y6

�
e "n = En=V0. A quantidade  �e a mesma que foi

de�nida na equa�c~ao (18).

Na forma da equa�c~ao (22), a equa�c~ao de Schr�odinger

est�a pronta para a aplica�c~ao de um m�etodo num�erico

para sua solu�c~ao. Mais detalhes acerca do m�etodo com-

putacional podem ser vistos no apêndice A.

Na �gura 6 mostramos alguns valores das energias

de liga�c~ao e suas respectivas fun�c~oes de onda para um

 �xo ( = 50). �A medida que a energia de liga�c~ao

aumenta (vai se tornando menos negativa), a possibi-

lidade de dissocia�c~ao tamb�em aumenta, e portanto a

fun�c~ao de onda tender�a para um comportamento osci-

lat�orio puro, caracter��stico de ondas livres.

Figura 6. Figura comparativa entre as fun�c~oes de onda en-
contradas para  = 50 atrav�es da solu�c~ao da equa�c~ao de
Schr�odinger. Como explicado no texto, para estados mais
pr�oximo de E = 0, h�a a tendência da mol�ecula em dissociar-
se. Os gr�a�cos apresentados n~ao est~ao em escala.

Na tabela 1 est~ao os resultados num�ericos para as

energias obtidos pelo m�etodo de BWS e pela resolu�c~ao

direta da equa�c~ao de Schr�odinger. Podemos notar que

para  = 21:7 os dois resultados diferem ligeiramente,

enquanto que para  = 200 os dois resultados est~ao

muito pr�oximos, o que �e esperado, pois para grandes

valores de  o comportamento do sistema �e aproxima-

damente cl�assico, situa�c~ao na qual melhor se aplica a

regra de quantiza�c~ao de BWS.

(=21.7) BWS Schr�od. (=100) BWS Schr�od. (=200) BWS Schr�od.

n = 1 -0.772 -0.775 n = 1 -0.947 -0.947 n = 1 -0.973 -0.973
n = 2 -0.421 -0.430 n = 2 -0.847 -0.848 n = 2 -0.921 -0.922
n = 3 -0.194 -0.206 n = 3 -0.754 -0.755 n = 3 -0.871 -0.872

Tabela 1: Compara�c~ao entre as energias encontradas para os três primeiros estados ligados para alguns valores de

. Note a proximidade nos valores das energias para  = 200, enquanto que para  = 21:7 o espa�camento �e bastante

acentuado.
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IV Conclus~ao

Neste trabalho �zemos um estudo o mais did�atico

poss��vel sobre o surgimento do potencial de Lennard-

Jones e ressaltamos a sua importância para o estudo de

mol�eculas diatômicas. Tamb�em mostramos os passos

necess�arios para se implementar computacionalmente

o processo de obten�c~ao das energias de liga�c~ao dessas

mol�eculas. Mostramos como utilizar dois m�etodos para

a obten�c~ao das energias de liga�c~ao: pela regra de quan-

tiza�c~ao de Bohr- Sommerfeld-Wilson e pela resolu�c~ao

direta da equa�c~ao de Schr�odinger. Em um trabalho

posterior, pretendemos detalhar os passos aqui indica-

dos, comentando alguns m�etodos de integra�c~ao, c�alculo

de ra��zes e deriva�c~ao necess�arios para a implementa�c~ao

computacional.

Os autores desejam agradecer a orienta�c~ao compu-

tacional de F. C. Alcaraz.

A Algoritmos para as solu�c~oes

num�ericas

Aqui s~ao apresentados de maneira suscinta os passos

empregados para os c�alculos apresentados neste traba-

lho. Ressaltamos que os valores encontrados para as

energias dos estados ligados foram obtidas dentro de

uma precis~ao da ordem de 10�5, para os dois m�etodos

propostos.

AI Passos para a implementa�c~ao com-
putacional da regra de quantiza�c~ao
BWS

Queremos encontrar as energias que satisfazem a igual-

dade (19), para um dado valor de . Para tanto pode-

mos seguir os passos enumerados abaixo:

1. escolher um valor inicial para a energia "n (por

exemplo, -0.99), e encontrar as duas ra��zes da

equa�c~ao (20). As ra��zes ser~ao os limites da in-

tegral da a�c~ao que correspondem aos pontos de

retorno cl�assicos. V�arios m�etodos computacionais

est~ao dispon��veis para este �m. O m�etodo mais

simples para procura de ra��zes �e o da busca linear;

2. calcular a integral (parte esquerda da equa�c~ao

(19)) e comparar com o lado direito, come�cando

com n = 0 correspondente ao estado fundamental.

A igualdade entre os dois lados da equa�c~ao (19)

deve ocorrer dentro de uma certa precis~ao como

por exemplo, S("n)� (n+ 1
2 )� = 10�5: O c�alculo

da integral pode ser feito por v�arios m�etodos (a

regra de Simpson �e uma boa escolha);

3. se a condi�c~ao do passo anterior n~ao for obedecida

(situa�c~ao mais prov�avel), incrementa-se a energia

inicial por um pequeno valor (da ordem da pre-

cis~ao, passo 2), retornando ao passo 1. Esse pro-

cedimento �e repetido at�e que a precis~ao desejada

seja alcan�cada;

4. encontrada a energia do estado fundamental,

modi�ca-se novamente "n para a procura da ener-

gia do primeiro estado excitado (n = 1) e repete-

se o procedimento acima enquanto "n < 0:

AII Passos para a implementa�c~ao com-
putacional da solu�c~ao da equa�c~ao
de Schr�odinger

Neste caso queremos resolver a equa�c~ao (22) (adimen-

sionalizada), para encontrar as energias de liga�c~ao e

as respectivas fun�c~oes de onda que descrevem uma

mol�ecula diatômica. A equa�c~ao (22) est�a na forma ade-

quada para a aplica�c~ao do m�etodo num�erico de Nume-

rov para solu�c~ao de equa�c~oes diferenciais de segunda

ordem [6]. Tipicamente, quando se traballha com um

sistema que envolve barreiras e po�cos de potencial, �e

necess�ario encontrar a solu�c~ao geral como uma com-

bina�c~ao de duas solu�c~oes: uma (	d) obtida por inte-

gra�c~ao decrescente (x ! 1 at�e x = xmatch) e ou-

tra (	c) obtida por integra�c~ao crescente (x = 0 at�e

x = xmatch ). �E comum escolher xmatch em uma das

interfaces po�co/barreira. No caso do potencial L-J, o

limite x!1 pode ser tomado como aproximadamente

3a: O procedimento para a resolu�c~ao do problema pode

ser assim resumido:

1. Come�cando com uma dada energia "n calculamos

as duas solu�c~oes 	c e 	d . O ponto xmatch de-

pende de cada valor de "n e deve ser escolhido

como uma das ra��zes de v(y) � "n , dentro da

precis~ao desejada;

2. Uma poss��vel solu�c~ao geral �e a combina�c~ao 	G =

	c + 	d, com 	c(xmatch) = 	d(xmatch). Para

veri�car se 	G de fato �e solu�c~ao da equa�c~ao (22)

e correspondente �a energia "n, devemos veri�car

se as derivadas no ponto xmatch s~ao iguais, dentro

de uma certa precis~ao;
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3. Caso a condi�c~ao do passo anterior (	0

c(xmatch) =

	0

d(xmatch)) n~ao seja satisfeita, muda-se "n,

encontram-se novas 	c e 	d e o novo valor de

xmatch e repete-se o passo 2.

4. Se a condi�c~ao (	0

c(xmatch) = 	0

d(xmatch)) for sa-

tisfeita, 	G = 	c + 	d ser�a a autofun�c~ao pro-

curada com energia "n. O n�umero de zeros de

	G indica qual n��vel ligado foi calculado (ver �-

gura 6). Em seguida, muda-se "n retornando ao

passo 1.
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