242 Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 21, no. 2, Junho, 1999

O Potencial de Lennard-Jones:

Aplicacao a Moléculas Diatomicas

(The Lennard-Jones Potential: aplication to diatomic molecules)

Adenilson J. Chiquito* e Norton G. de Almeida

Departamento de Fisica, Universidade Federal de Sdo Carlos

Rodovia Washigton Luiz, Km 235, Caiza Postal 676, CEP: 18565-905 Sdao Carlos - Sdo Paulo

Recebido em 3 de Margo, 1998

Neste trabalho determinamos numericamente as autoenergias para uma molécula diatdmica cujos

atomos integrantes estao sujeitos ao potencial de Lennard-Jones. Uma descricao bastante didatica

do surgimento desse potencial é apresentada. As energias de ligacdo foram calculadas através das

regras de quantizagao de Bohr-Wilson-Sommerfeld e pela solugdo da equagao de Schrodinger.

In this work we find by numerical methods the binding energy for some diatomic molecules whose

atoms are subject to the Lennard-Jones potential.

We also discuss in detail how to obtain this

potential. The binding energies were calculated by mean of two forms: using the Bohr-Wilson-

Sommerfeld quantization rules and solving the Schrodinger equation.

I Introducao

As aplicacbes do potencial de Lennard-Jones (L-J) séo
bastante variadas, mas a mais conhecida é a que envolve
o tratamento de moléculas diatomicas como oxigénio
e hidrogénio. O estudo de uma molécula diatomica,
considerando-se que o potencial que descreve as in-
teragoes entre seus atomos constituintes é o potencial
L-J, é um exemplo rico em conceitos fisicos que contri-
bui em muito para a formagao basica em Fisica. Além
disso, a solugao computacional deste problema faz uso
de conceitos basicos em andlise numérica (como deri-
vadas e integrais), permitindo a ligacdo entre o uso de
ferramentas computacionais e a solucao de problemas
fisicos. No que segue, abordamos o surgimento deste
potencial e sua aplicacao a uma molécula diatomica.
Quando tratamos moléculas é comum considerar-
mos que a cada movimento dos nucleos os elétrons
se rearranjam rapidamente em torno deles, de modo
que podemos desprezar as possiveis deformacoes da
nuvem eletrénica (aproximagao de Bohr-Oppenheimer)
[1]. Essa consideracdo pode ser sempre usada, desde
que a massa nuclear é muitas vezes maior que a massa
eletronica. Uma molécula simples pode ser formada
pelo acoplamento de dois atomos, ionizados ou nao, se

houver uma resultante de for¢cas que impeca a separacao
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(dissociacao). Vamos considerar a interacdo entre dois
atomos neutros que estao separados por uma distancia
muito maior que o raio de qualquer um deles. Apesar de
neutros, esses atomos podem apresentar um momento
dipolar local nao nulo devido ao movimento dos elétrons
ao redor do ntcleo, e 1sso se traduz por uma interacao
(for¢a) atrativa, conhecida como for¢a de Van der Waals
[2, 3, 4]. A medida que a distancia entre os 4tomos vai
diminuindo, outra interacao comeca a ser importante:
a proximidade de cargas de mesmo sinal origina uma
forga repulsiva eletrostatica (repulsao coulombiana). O
resultado final da competicao entre estas duas forgas é

a formacao e coesao de uma molécula.

Como essas forcas dependem apenas da distancia,
elas sao conservativas, ou em outras palavras, o tra-
balho realizado por elas somente depende dos pontos
inicial e final do movimento considerado. Isto significa
que podemos associar a tais forgas um potencial U(r)

tal que a forca seja obtida através do seu gradiente:

F=vU (1)

Um potencial U(r) que retém as caracteristicas de
repulsao e atracao discutidas acima, foi proposto por

Lennard-Jones, e é escrito como:
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an 12 an b
U(r) = 4V, (—) - (—) (2)
r r
no qual, Vy é o profundidade do pogo de potencial e a
é uma constante com dimensao de comprimento. A fi-
gura 1 mostra como é a forma deste potencial. O ponto
r = Tmin corresponde a posicao de equilibrio estavel,
e as energias negativas (U(r) < 0) correspondem aos
atomos ligados formando moléculas (energias discre-
tas), enquanto que as energias positivas (U(r) > 0)
formam um continuo e correspondem a molécula dis-
sociada (dtomos separados). Portanto, U(r) = V; é a
energia necessaria para a dissociacao de uma molécula.
Energias negativas muito préximas de F = V; corres-
pondem & pequenas vibragoes, ou seja, pequenas os-

cilagoes em torno da posicao de equilibrio r = rp4,.
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Neste caso o potencial L-J pode ser aproximado por
uma parabola, cuja expressao pode ser facilmente ob-
tida expandindo-se o potencial L-J (equa¢io (2)) em

uma série de Taylor centrada no ponto de minimo:

Atomo 2

Atomo 1

R

Figura 1. Forma do potencial de Lennard-Jones. Os pon-
t0S Tin € Tour indicam os pontos de retorno classicos € rmin
representa o minimo do potencial. Préximo a esse minimo,
pode-se aproximar o potencial L-J por uma pardbola (ver
texto).

dU (7min) 1 d?U(rmin) 9
U(T) = U(rmin) + 4d7“ (7“ - rmin) + _2' 4d7°2 (7“ - rmin) (3)
57.1464Vya’
= VO + 40& (7“ - rmin)z (4)

2

onde U(rmin) = Vo é o valor do potencial no fundo do

AU (7 min . ,
pogo e % = 0 pois a forca é nula no ponto de

minimo.

A medida que a energia aumenta, as amplitudes das
oscilacoes também aumentam, mas permanecem limita-
das & distancia entre os pontos de retorno (rin € rout)
enquanto o limite £ = 0 nao é alcancado. Se a energia
continuar aumentando até tornar-se maior que zero, a
distancia entre os pontos de retorno sera infinita e a
molécula serd dissociada (rigorosamente, um dos pon-

tos de retorno (rey:) nao poderd ser definido).

Na préxima secao, discutiremos os aspectos quan-
titativos do potencial de Lennard-Jones e faremos a
aplicacao deste potencial para uma sistema fisico real,
como uma molécula diatomica (como Oz ou Hy). Para
o estudo de uma molécula, é necessaria a determinacao
dos niveis de energia existentes e isto sera feito nu-
mericamente através das condicdes de quantizacao de
Bohr-Wilson-Sommerfeld e da solu¢ao da equacgao de

Schrodinger.

|
IT Teoria

Em primeiro lugar, devemos escrever o hamiltoniano
do sistema. Como uma boa aproximacao para o hamil-
toniano que descreve uma molécula, podemos tomar a

forma aditiva abaixo:

H=H+H.+H +H, (5)

onde H; é o hamiltoniano que descreve o movimento
translacional, H., é o hamiltoniano relacionado com o
movimento dos elétrons, H, descreve o movimento da
molécula em torno do seu centro de massa e H, esta
relacionado com o movimento vibracional dos ntcleos
dos atomos, um em relagao ao outro. Nesta forma adi-
tiva [2], os movimentos relacionados a cada um dos ter-
mos estdo separados e as energias correspondentes po-
dem ser calculadas independentemente. A componente
eletronica é geralmente muito maior do que k7 e pode
ser aproximada pela energia do primeiro estado exci-
tado. A componente rotacional pode ser tratada con-
siderando a molécula como um rotor rigido, sendo pro-
porcional ao momento angular. A componente trans-

lacional esta relacionada apenas com o movimento do
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centro de massa e é proporcional a P?/2yu (P = mo-
mento do centro de massa, g = massa reduzida da
molécula). Finalmente, a componente vibracional des-
creve os estados ligados, que sao o objeto de interesse
deste trabalho. Discutiremos em seguida como obter a
componente H,.

A origem da interagao atrativa ou da interagao de
Van der Waals descrita na secao anterior pode ser ob-
tida com base no seguinte modelo: consideremos dois
atomos neutros separados por uma distancia R, muito
malor que o raio nuclear de cada um deles. A neutra-
lidade implica um nimero igual de cargas positivas e
negativas e se a distribuicao destas cargas for rigida,
nunca haverd interagao (atrativa ou repulsiva) entre es-
tes atomos. Porém, sabemos que os elétrons estao em
constante movimento ao redor dos nucleos mesmo no
mais baixo estado eletronico do d&tomo, e num dado ins-
tante ¢ pode-se ter um momento de dipolo ndo nulo (a
média temporal do momento de dipolo, por outro lado,
é nula). Na figura 2, temos um esquema dessa situagao:
no instante ¢, o movimento eletronico no atomo 1 da
origem a um momento de dipolo p; que produz um
campo E em todo o espaco. Em geral, um campo
E produzido por duas distribuigdes de carga separa-
das por uma distancia R como em nosso caso, pode ser
escrito em termos dos momentos de dipolo das distri-
buic¢des [5], como (considerando a origem em uma das

cargas):

1 | 3R-pr
Fo_ L |B_ 3Ky ©)
471'60 R3 R5

O atomo 2 sujeito a este campo tornar-se-a polari-
zado com um momento de dipolo p3, que surge como
resposta da polarizabilidade « da distribuicao de carga
deste atomo ao campo externo aplicado. O momento

induzido pode ser escrito como:

—

ps=a - F (7)
A energia potencial adquirida por um dipolo elétrico

sujeito a um campo E ¢ dado por:

V=-p E=-a EE (8)

Substituindo as equagdes (6) e (7) na equagio (8),

obtemos uma expressao para a energia potencial de in-
teracao dos dois dtomos separados pela distancia R:

—o P1 cte

(1—1—3(:0529) ﬁzﬁ (9)

V(R) - 471'60

Comparando as equagdes (2) e (9), observamos que
a interagao atrativa proposta (N %e) é correspondente

a descri¢ao analitica obtida para a interacgao.

1,0 |
05t Ur)> 0
<) Tin out
0,0
2
£3]
Rl N <-——estados ligados U(r) <0
1ol o= 21/6
1 1 2 1 1 2 L 1 1 L

r/a

Figura 2. Interagdo eletrostdtica entre dois 4tomos: o movi-

mento eletrénico (representado pelo momento p7) no dtomo

1 produz um campo elétrico em todo o espago e induz no

dtomo 2 um momento de dipolo (pz). A interagio entre os

dois momentos de dipolo da origem a uma forga atrativa
entre os atomos.

Conforme os atomos aproximam-se, suas distri-
buigoes eletronicas gradualmente vao se sobrepondo e
dai surge uma interagao repulsiva, composta de duas
contribui¢oes: a repulsao eletrostatica devido a pro-
ximidade de cargas elétricas de mesmo sinal e a re-
pulsao provocada pelo principio de exclusao de Pauli.
Quando a nuvem eletronica do atomo 1 se sobrepde
a do atomo 2, ha a tendéncia dos elétrons do dtomo
1, por exemplo, em ocupar os estados (ji ocupados)
do atomo 2. O principio de exclusao de Pauli impede
que uma ocupagao miultipla ocorra e impoe que alguns
elétrons sejam promovidos a estados de energia maior
nao ocupados. Este processo aumenta a energia do
sistema dando uma contribui¢ao repulsiva para a in-
teracao, como visto na regiao onde £ > O na figura 1. A
forma adotada para o potencial repulsivo descrito acima
é empirica, baseada no ajuste de dados experimentais
obtidos de medidas de propriedades termodinamicas de
gases nobres como o argonio, xenonio, nednio e outros.
Através destes ajustes, chegou-se a uma lei de poténcia

semelhante & do potencial atrativo:

V(R) = o (10)

A equacdo (2) proposta por Lennard-Jones leva em

conta os comportamentos assintéticos (9) e (10). Uma
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vez que sabemos como surge o potencial de interagao
entre os atomos de uma molécula e também conhecemos

a sua forma, podemos escrever o hamiltoniano como

2

H,=—+Ul(r 11

=2 v (an

e encontrar as energias vibracionais caracteristicas

desta molécula.

IIT Resolucao numérica

Nosso problema consiste na obtencao dos estados liga-
dos que, com sabemos, formarao um conjunto discreto
de energias entre —V e 0. Estamos interessados so-
mente nas energias de vibracao das moléculas, as quais

podem ser obtidas por duas formas:

1. explorando a proximidade de um comportamento
classico das moléculas em funcao da grande massa
de seus nicleos, de modo a aplicarmos as regras

de quantizacao de Bohr-Wilson-Sommerfeld;

2. resolvendo a equacao de Schrodinger para o sis-

tema.

Para efeito de comparacao entre a “velha” e “mo-
derna” Mecanica Quantica, utilizaremos as duas for-
)

mulacoes dadas acima.

IT1.1 Solugao pela regra de Bohr-Wilson-
Sommerfeld (BWS)

O primeiro passo para a aplicacao deste método con-
siste em resolver as equacgoes cldssicas de movimento.

Baseados no formalismo hamiltoniano, fazemos uso das
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coordenadas q1, ..., gsnx ¢ dos momentos canonicamente
conjugados p1, ..., psny como variaveis independentes. A

regra de quantizacao BWS introduz a suposicao de que

somente as orbitas classicas que obedecem a

]{pkd% =(n+ %)h (12)

sao permitidas. Essa integral é chamada de integral
de ac¢ao [1] ou simplesmente acao e pode ser aplicada
somente a sistemas periddicos.

Um modelo unidimensional que descreve o mo-
vimento periédico de aproximacao e afastamento
dos nicleos (que ndo necessariamente precisa ser
harmoénico) deve ter uma energia total constante dada
pela soma das energias potencial e cinética, e pode ser

escrita como (compare com a equagdo (11)):

E= i + U(x) (13)
2m

onde p é o momento relativo dos nicleos, m é a massa
reduzida do sistema e U(x) é o potencial L-J. Assim,
podemos tratar o movimento peridédico dos nicleos para
uma energia E (que é uma constante do movimento) de-
finindo uma trajetéria fechada no espacgo de fase p x x
(vide figura 4).

Jetérias possiveis associadas a cada energia pertencente

Classicamente, havera infinitas tra-

ao intervalo —Vy < F < 0, e cada uma delas sera des-

crita por:

plx) =+

As energias quantizadas sao obtidas quantizando o

9m(E — U(x)) (14)

movimento de acordo com a regra BWS (equagao (12)).
Para este fim, colocando-se a equac¢io (14) na equagio

(12), encontramos:

S(Ep) =2 (%m) v / (B, — U(a))? da = (n + %) o7 (15)

in

Nossa tarefa agora é resolver a equagio (15) lembrando que U(x) é dado pelo potencial de L-J (equagao (2)).

Para tratar o problema computacionalmente [6, 7], é conveniente definirmos algumas quantidades adimensionais

para evitar erros advindos de grandezas muito grandes ou muito pequenas. Definindo:

By
n = 1
£ T (16)
T
= — 1
y p (17)
2ma’Vj
7= ( 72 ) (18)

as equacoes (15) e (14) podem ser reescritas respectivamente por:
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Também, com estas substituicoes o potencial L-J
(equagdo (2)) fica “normalizado”, isto é, V5 = —1 e
Tonin = 21/6, como mostrado na figura 1.

A quantidade v define a natureza do sistema. Como
h é uma constante universal, o limite classico é obtido
para v grande, e o limite quantico para v pequeno.
Conhecendo o momento de inércia da molécula e sua
energia de dissociacao, é possivel determinar por meios
experimentais os parametros a e Vp, e finalmente y. Os

detalhes do calculo computacional estao no apéndice A.

y=21.7 (hidrogénio)

o
S
T

0,4F v=150 (oxigénio)

0.2F

0,0
02| | \n=27

gl ) 15 S S I P
10 15 20 25 30 10 15 20 25 30

posic¢éo (x)

Figura 3. Estados ligados para duas moléculas préoximas dos
limites quéntico (hidrogénio) e cldssico (oxigénio). Note que
0 espacamento entre os niveis é bastante grande para os es-
tados mais baixos, e conforme a energia fica menos negativa,
este espagamento vai diminuindo até tornar-se um continuo.

Na figura 3 estao as energias dos estados ligados no
poco de potencial L-J para v = 21.7 e v = 150. A
medida que y cresce (aqui mostrados apenas dois ca-
sos), os niveis de energia vao ficando menos espagados,
tendendo para um continuo, correspondendo ao limite
classico. Este mesmo comportamento pode ser visto na
figura 4, em que as curvas mais internas no espaco de
fase se aproximam de uma elipse. Para grandes valo-
res de v, o numero de trajetérias mais internas com

um comportamento eliptico aumenta, aproximando-se

do limite classico. O comportamento harmonico sem-
pre sera verificado para estados ligados mais proximos
do fundo do pogo, enquanto que para energias préximas
de zero, o comportamento anarmonico é sempre verifi-
cado, e no limite de dissocia¢ao da molécula nao havera

a convergencia das curvas inferiores e superiores.

Momentum

Momentum

8 10 14 12 13 14 15 18 17 18 1 10 11 12 13 14 15 18

Posigiio Posi¢iio

Figura 4. Trajetérias no espago de fase para quatro valores
de ~.

Na figura 5 estao as energias calculadas para os es-
tados ligados mais préximos do fundo do poco que apre-
sentam um comportamento parabdlico. A reta mostra
os resultados obtidos analiticamente para um poten-
cial parabdlico; os pontos sobre essa reta foram calcu-
lados numericamente utilizando a expansao até segunda
ordem do potencial L-J (equagao (4)) . Podemos no-
tar que para estados mais excitados (mais afastados do
fundo do pogo) os resultados ficam acentuadamente di-
vergentes e enquanto o potencial parabdlico prediz um
numero infinito de estados ligados, no potencial L-J as
energias vao convergindo para um valor proximo de zero

indicando um numero finito de estados ligados.



Adenilson J. Chiquito e Norton G. de Almeida

04 |
y=50
02 |
L »
00 . = =
]

>O 02
e

04}
83

m  Lennard-Jones
08 ® Aprox. Parabdlica
Célculo analitico

08 +
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' 0 2 4 6 8 10 12

n(niveis de energia)

Figura 5. Comparagdo entre as energias calculadas nume-
rica e analiticamente para a aproximagao parabdlica do po-
tencial 1-J e as energias calculadas com o potencial L-J.
Para discussao, ver texto.

I11.2 Solugao
Schrodinger

pela  equagao de

Estamos interessados nos estados vibracionais com
energias FE,, descritos por niveis ligados com auto-
fungdes ¥, (z) que sdo as solucdes da equagdo de
Schrodinger:

_hZ d2
onde V(z) = U(x), o potencial de L-J.

A solucao desta equacgao diferencial fornece au-
tomaticamente as autoenergias e autofun¢oes procu-
radas. Para tratar o problema computacionalmente
[7], algumas mudancas devem ser feitas na equagao
de Schrodinger (equagao (21)), que pode ser reescrita

COIMo:

com

y

e ¢, = Fo/Vo. A quantidade v é a mesma que foi

o=l

definida na equagao (18).
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Na forma da equagao (22), a equacao de Schrodinger
estd pronta para a aplicacao de um método numérico
para sua solucao. Mais detalhes acerca do método com-
putacional podem ser vistos no apéndice A.

Na figura 6 mostramos alguns valores das energias
de ligacao e suas respectivas func¢oes de onda para um
~v fixo (y = 50). A medida que a energia de ligacao
aumenta (vai se tornando menos negativa), a possibi-
lidade de dissociagao também aumenta, e portanto a
funcao de onda tenderd para um comportamento osci-

latorio puro, caracteristico de ondas livres.

E,=-0711

E,=-0.89

. Unidades arbitrarias

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

posicéo (x)

Figura 6. Figura comparativa entre as funcdes de onda en-
contradas para v = 50 através da solugao da equagao de
Schrodinger. Como explicado no texto, para estados mais
préximo de £ = 0, h4 a tendéncia da molécula em dissociar-
se. Os gréaficos apresentados nao estiao em escala.

Na tabela 1 estao os resultados numeéricos para as
energias obtidos pelo método de BWS e pela resolucao
direta da equacao de Schrodinger. Podemos notar que
para v = 21.7 os dois resultados diferem ligeiramente,
enquanto que para v = 200 os dois resultados estao
muito proximos, o que é esperado, pois para grandes
valores de ¥ o comportamento do sistema é aproxima-
damente classico, situacao na qual melhor se aplica a

regra de quantizacao de BWS.

[ (4=21.7) BWS Schrod. || (y=100) BWS Schrod. || (y=200) BWS Schrod. ||
n=1 -0.772  -0.775 n=1 -0.947  -0.947 n=1 -0.973  -0.973
n=2 -0.421  -0.430 n =2 -0.847  -0.848 n=2 -0.921  -0.922
n=3 -0.194  -0.206 n=3 -0.754  -0.755 n=3 -0.871  -0.872

Tabela 1: Comparacao entre as energias encontradas para os trés primeiros estados ligados para alguns valores de

7. Note a proximidade nos valores das energias para ¥ = 200, enquanto que para v = 21.7 o espacamento é bastante

acentuado.
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IV  Conclusao

Neste trabalho fizemos um estudo o mais didatico
possivel sobre o surgimento do potencial de Lennard-
Jones e ressaltamos a sua importancia para o estudo de
moléculas diatomicas. Também mostramos os passos
necessarios para se implementar computacionalmente
o processo de obtencao das energias de ligacao dessas
moléculas. Mostramos como utilizar dois métodos para
a obtencao das energias de ligacao: pela regra de quan-
tizacao de Bohr- Sommerfeld-Wilson e pela resolugao
direta da equacao de Schrodinger. Em um trabalho
posterior, pretendemos detalhar os passos aqui indica-
dos, comentando alguns métodos de integracao, calculo
de raizes e derivacao necessarios para a implementacgao
computacional.

Os autores desejam agradecer a orientagao compu-
tacional de F. C. Alcaraz.

A Algoritmos para as solugoes
numéricas

Aqui sao apresentados de maneira suscinta os passos
empregados para os calculos apresentados neste traba-
lho. Ressaltamos que os valores encontrados para as
energias dos estados ligados foram obtidas dentro de
uma precisdo da ordem de 107°, para os dois métodos

propostos.

Al Passos para a implementacao com-
putacional da regra de quantizagao

BWS

Queremos encontrar as energias que satisfazem a igual-
dade (19), para um dado valor de y. Para tanto pode-

mos seguir os passos enumerados abaixo:

1. escolher um valor inicial para a energia ¢, (por
exemplo, -0.99), e encontrar as duas raizes da
equacao (20). As rafzes serdo os limites da in-
tegral da acao que correspondem aos pontos de
retorno classicos. Varios métodos computacionais
estao disponiveis para este fim. O método mais

simples para procura de raizes é o da busca linear;

2. calcular a integral (parte esquerda da equagdo
(19)) e comparar com o lado direito, comegando
com n = 0 correspondente ao estado fundamental.
A igualdade entre os dois lados da equagao (19)

deve ocorrer dentro de uma certa precisao como

por exemplo, S(e,) — (n + %)ﬂ' =107%. O calculo
da integral pode ser feito por vérios métodos (a

regra de Simpson é uma boa escolha);

3. se a condi¢ao do passo anterior nao for obedecida
(situagdo mais provavel), incrementa-se a energia
inicial por um pequeno valor (da ordem da pre-
cisdo, passo 2), retornando ao passo 1. Esse pro-
cedimento é repetido até que a precisao desejada

seja alcancada;

4. encontrada a energia do estado fundamental,
modifica-se novamente ¢,, para a procura da ener-
gia do primeiro estado excitado (n = 1) e repete-

se o procedimento acima enquanto &, < 0.

AII Passos para a implementacao com-
putacional da solugao da equagao
de Schrodinger

Neste caso queremos resolver a equacao (22) (adimen-
sionalizada), para encontrar as energias de ligacio e
as respectivas funcoes de onda que descrevem uma
molécula diatomica. A equacdo (22) estd na forma ade-
quada para a aplicacao do método numérico de Nume-
rov para solucao de equagoes diferenciais de segunda
ordem [6]. Tipicamente, quando se traballha com um
sistema que envolve barreiras e pocos de potencial, é
necessario encontrar a solu¢ao geral como uma com-
bina¢do de duas solugdes: uma (¥4) obtida por inte-
gracao decrescente (¥ — 00 até & = Zmaren) € OU-
tra (¥.) obtida por integragdo crescente (z = 0 até
T = Tmatch )- E comum escolher Tmaten €M uma das
interfaces pogo/barreira. No caso do potencial L-J, o
limite x — oo pode ser tomado como aproximadamente
3a. O procedimento para a resolucao do problema pode

ser assim resumido:

1. Comecando com uma dada energia ¢, calculamos

as duas solucoes ¥, e ¥; . O ponto @,aten, de-
pende de cada valor de ¢, e deve ser escolhido
como uma das raizes de v(y) — ¢, , dentro da

precisao desejada;

2. Uma possivel solugao geral é a combinagao ¥ =
v, + \dea coIm \Pc(xmatch) = \Pd(xmatch)~ Para
verificar se ¥ de fato é solu¢io da equacio (22)
e correspondente & energia ¢,, devemos verificar
se as derivadas no ponto 4. Sa0 iguais, dentro

de uma certa precisao;
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3. Caso a condi¢ao do passo anterior (W, (Zmaten) = Mechanics, McGraw-Hill International Editions (1935).
\I’/d(l’match)) nao seja satisfeita, muda-se ¢,, [2] Reif, F., Fundamentals of Statistical and Thermal Phy-
encontram-se novas ¥, e ¥,; e o novo valor de sics , McGraw-Hill (1965).

Tinateh € Tepete-se o passo 2. [3] Nussenzveig, H. M., Curso de Fisica Bdsica, 1 -
Mecanica, 3a. edigdo, Editora Edgard Blicher Ltda

4. Se a condicdo (¥.(Tmaten) = ¥ (Zmaten)) for sa- (1996).
tisfeita, Wz = W, + ¥y serd a autofuncao pro- [4] Kittel, C., Introduction to Solid State Physics, John Wi-
curada com energia £,. O numero de zeros de ley and Sons (1968).

U indica qual nivel ligado foi calculado (ver fi- [5] Veja por exemplo: Reitz, J. R.; Milford, F. J. e Christy,

R. W., Fundamentos da Teoria Fletromagnética , cap.
2, secdo 2.8, Editora Campus (1988)

[6] Koonin, S. E., Computational Physics, Addison Wesley
Publishing Company (1986)..
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gura 6). Em seguida, muda-se £, retornando ao

passo 1.
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