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O formalismo da Supersimetria tem possibilitado varias aplicagées em Mecanica Quéantica. Neste
artigo mostra-se como este formalismo pode ser utilizado para resolver a equagao de Schrodinger
para o oscilador harmoénico e para o potencial coulombiano. Procura-se enfatizar o método de

resolugao e sua aplicagdo.

I Introducao

A introducao da supersimetria para estudar sistemas
quanticos tem gerado varias aplicacoes e motivado,
principalmente devido a sua simplicidade, muitos tra-
balhos a respeito (veja, por exemplo, ref [1] - [5]).

Recentemente, procurou-se através de uma aborda-
gem didatica, introduzir os conceitos fundamentais da
Mecanica Quantica Supersimétrica [1]. No presente tra-
balho pretende-se explorar mais profundamente o uso
deste formalismo na solugao da equagao de Schrodinger,
com este intuito na secao Il sao revisados os conceitos
essencials para aplicacao do método de solucdao. Na
secao III o oscilador harmonico unidimensional é resol-
vido explicitamente através da determinacao da hierar-
quia de Hamiltonianos. Evidenciando a aplicabilidade
do método, na secao IV a equacao de Schrodinger ra-
dial do problema coulombiano tridimensional também
é resolvida em detalhes. Finalmente, na secao V sao
colocadas as conclusoes.

I Método de solucao da
equacgao de Schrodinger

Nesta secao apenas sao apontados os procedimentos que
possibilitam resolver a equacao de Schrodinger, a con-
sisténcia e verificacao da validade do método pode ser
encontrada, por exemplo, nas ref [1-2].

Em Mecanica Quantica Supersimétrica com N = 2
tem-se dois operadores, @ e @1, que satisfazem a
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algebra.
{Q.Q7}=QQ" +Q*Q =, (1)
Q' =Q+ =0 (2)

onde H,s é chamado de Hamiltoniano supersimétrico.
Esta algebra pode ser realizado por:

(L) ce( 1) o

e desta forma

H. = ( A+0A— A—0A+ ) _ ( hg+ ;_ ) n

onde HT e H~ sio chamados de companheiros super-
simétricos e AT e A~ sdo operadores bosoénicos. Desta
estrutura é possivel construir novos Hamiltonianos com
relagoes simples relacionando suas autofuncgoes e auto-
valores.

Usando as 1déias da Supersimetria em Mecanica
Quantica, um dado Hamiltoniano H; pode ser fatori-
zado como (adotando /i = 2m = 1 para simplificar a
notag¢ao):

d2

— g+ Vi) = At AT 4+ ELY (5)

H, =
1, , . . .
onde Eé ) ¢ o auto valor do nivel mais baixo de energia
e

d
AE = F 4 Wie) (6)
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sendo Wi (z) o chamado superpotencial que deve satis-
fazer a seguinte equagao de Ricatti [6].

WE =W+ B = Via) (7)

Esta equacao pode facilmente ser obtida substituindo a

defini¢io de AT e AT [eq.(6)] na equagio (5). A funcio

de onda do estado fundamental também pode ser ob-
tida:

AT¥y =0= ¥y x exp[— / W(z)dz] (8)

O companheiro supersimétrico de H; é construido
invertendo-se os operadores bosonicos:

e

- 1
HZ:A1A1I—+E(()): dz?
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Prosseguindo; Hy pode ser fatorizado outra vez em
termos de novos operadores bosonicos:

Hy = AT A; + EY (10)
com
AF= (=L 1w, (11)
E dx

onde Wy ainda tem que satisfazer a equacgao de Ricatti

(7) para Vo e Eéz).

A supersimetria nos assegura que

EY = B e wiY o aFwl = Af exp[—/Wz(i‘)di‘] (12)

Repetindo este processo n vezes, tem-se toda uma
familia de Hamiltonianos:

H,=Af A7 + BV (13)
onde
d
AT —x— 4+ W, 14
n=Foo (z) (14)

e a funcao de onda de cada estado fundamental é dada,
a menos da constante de normalizacao, por

W) = expl- [ W@ (15)

A supersimetria permite obter a soluc¢ao do pro-
blema original H; através das relacoes entre os estados
fundamentais de cada membro da familia:

(" o AT AT AFERH (16)

B = Byt (17)

Desta forma, o método apresentado consiste em de-
terminar o superpotencial para cada membro da su-
perfamilia. Feito isto as autofunc¢oes e autovalores do
problema original estao automaticamente determinados
pelas relacdes (16) e (17). Obviamente, apenas os po-
tenciais exatamente soliveis permitem a construcao da
superfamilia completa.

IIT Oscilador harmoénico

O oscilador harmonico unidimensional é um dos poten-
clais mais simples que se pode tomar para exemplificar
o método baseado na supersimetria, ele também pode
ser usado para introduzir a super-algebra em Mecanica
Quantica [1,3].

Neste caso, o Hamiltoniano é escrito:

d? 9
lembrando que A= 2m = 1. Com operadores bosonicos

definido em (6) a equacdo de Ricatti (7) é escrita:
Wi — Wi+ E" =22 (19)
Para que esta igualdade seja satisfeita, basta tomar:
Wiz)=z e EM =1 (20)

Nestas condi¢des o Hamiltoniano (18) é o primeiro
membro da superfamilia. O segundo membro é obtido
invertendo os operadores bosénicos, equacdo (9):

d2
Hy = AT AT + BV = —T a2 (2D

Fatorizando Hs em termos de novos operadores

bosonicos

H, = A A7 + B\ (22)
onde A;E é escrito em termos do superpotencial Wy [eq
(11)]. A igualdade entre as equacdes (21) e (22) nos
leva a uma nova equagao de Ricatti:

Wi — W+ E) =% 42 (23)
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cuja solucao neste caso vale:
Wy=2 e ES)=3 (24)

Repetindo o processo é possivel verificar que para o
préximo membro da superfamilia:

Ws=z ¢ EY)=5 (25)

Seguindo o método para mais alguns membros,
percebe-se que, para este exemplo, os superpotenciais
sao sempre iguais e a energia dos estados fundamentais
seguem a sequéncia dos nimeros impares. Assim no
caso geral

Wo=2 ¢ E=2n—1 (n=1,2,3,...)  (26)

A partir da equagao (15) é possivel determinar a funcéo
de onda para os estados fundamentais de cada membro
da superfamilia:

V() = e J 8 = )2 (27)

Finalmente, usando as rela¢des (16) e (17) obtém-
se a solucao total do problema do oscilador harmonico
quantico:

U = AFAF. At (28)

onde A} = (—% —|—x); e
EM =241 (n=0,1,2,3..) (29)

Este valor de energia pode ser diretamente compa-
rado com valores obtidos por outros métodos [7,8], res-
peitando a convenc¢ao de que A = 2m = 1. As func¢oes de
onda (28) também podem ser comparadas. No caso das
solucdes obtidas pelo método de fatorizacao [8] a com-
paracao é direta uma vez que os operadores bosonicos,
neste exemplo, coincidem com os operadores usuais de
criacao e destruicao. Das solucoes obtidas pelo método
tradicional [7,9] a compara¢ao pode ser feita aplicando

—z?/2

os operadores a funcao e , por exemplo:

Ul = AT AT ATe "2 = (82% — 120)e7 "2 (30)

onde (823 — 122) é o quarto polinomio de Hermite [9].

IV  Potencial de Coulomb

Seguindo o mesmo procedimento usado para o oscila-
dor harmonico pode-se obter as solucoes da equagao de
Schrodinger para o problema coulombiano. Neste caso
o Hamiltoniano de partida [7] é:

(e+1) 51)

onde é assumido 2m = A = ¢ = 1. De acordo com o
método, fatoriza-se o0 Hamiltoniano (31):

Hy =atay + B (32)

onde os operadores bosonicos valem.
d
+_
ai = :Fdr + wy (33)
Juntando a equacao (32) & defini¢do (33) e usando (31)

obtém-se a equacao de Ricatti:

1 (41
wf—up4mh =L AED gy

A solugao desta equagao tera a forma:
a
wi=——4c¢ (35)
r
onde a e ¢ sao constantes determinadas substituindo
(35) em (34); desta substitui¢do obtém-se:

(L+1) 1
r + 20+ 2 (36)

wp = —

e o autovalor de energia:

1 1

E(l):— - _
0 402 + 80+ 4 4004 1)?

(37)

O companheiro supersimétrico de H;y (32) é obtido in-
vertendo os operadores bosonicos

Hy=ajaf + Eél) (38)
ou seja:
> 1 l+3)+2
Ho— —— =
’ dr? 7 72 (39)

Fatorizando Hs em termos de novos operadores agc
formados pela derivada segunda e o novo superpoten-
cial ws, obtém-se a nova equacao de Ricatti:

1 e +3)+2
NGO

wh —wh + B = —— (40)

-
E necessario novamente resolver esta equacao. Neste
caso, a solucdo terd a mesma forma de w; (35), porém
com constantes diferentes:

(£+2) 1
= — 41
e r 301 2) (1)
O autovalor de energia aqui sera:
1
B = e ——— 42
0 40+ 2)? (42)

O proximo membro da superfamilia é obtido invertendo
os operadores agcz

d? 1 l+5)+6
ngaz_a;"—I—Eéz):———— 7(—1—)—1—

dr?z r r?

(43)
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Como foi feito até agora, novos operadores
bosonicos devem ser definidos usando um novo super-

potencial ws:

Hs = afa; + B (44)

A solucao da equagao de Ricatti resultante da com-
paragio de (43) com (44) fornece:

31
B T (45)

e ) )
B = TAit 3 (46)

Da comparagido dos valores obtidos, (36), (41) e
(45), obtém-se que [10]:

(L+n+1) 1
7 20+ n+1)

Wp41 = — (47)
Portanto, as funcoes de onda do estado fundamental
de cada membro da superfamilia sao escritas como;
equacao (15):

\Ijén+1) _ T(Z+n+1)e—r/2(2+n+1) (48)

Por outro lado, observando os autovalores de energia,
(37), (42) e (46), obtém-se [10] a forma geral para o va-
lor da energia dos estados fundamentais de cada mem-
bro da hierarquia de Hamiltonianos:

1

E(”‘H) — _
0 404 n+1)2

(49)

A supersimetria permite relacionar todos os mem-
bros da superfamilia com a solu¢cao do Hamiltoniano
original de acordo com as relagdes (16) e (17). Para o
problema coulombiano as autofuncoes sao dadas por:

U o afaf. af [pEHntem EETESY (50)
onde
d ({4+n+1) 1
+
=F— - 51
nt1 :Fdr r 20+ n+1) (51)

As autofungdes (50) e os autovalores (49) sao a solucéo
de Schrodinger com potencial de Coulomb. Os auto-
valores podem ser diretamente comparados com aque-
les obtidos por outros métodos (veja por exemplo, ref
[7]), para uma comparacao mais imediata pode-se fazer
N = n+£+1, onde N é o nimero quantico normalmente
usado. As autofuncoes também podem ser diretamente
comparadas, para tanto deve-se observar que para cada
valor de £ tem-se toda uma superfamilia. Quando £ = 0,
por exemplo, sao obtidos todas as autofuncoes dos es-
tados s do Hamiltoniano; para £ = 0 e n = 0 (o que
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corresponde na notacao usual a N = 1 e £ = 0, estado
1s):
U == e/ (52)

outro exemplo, £ = 0 e n = 1 (usualmente N = 2 e

£ =0, estado 2s):
3
\If(ll) = \1120 = Clil—\Ijéz) =r- 6_T/4 (ZT - 3) (53)

Outras autofunc¢oes podem ser obtidas a fim de serem
verificadas com aquelas obtidas por outros métodos. Os
resultados da referéncia [11] permitem uma comparagao
direta com estas autofunc¢oes, lembrando que a norma-
lizagao ainda nao estd embutida em (53).

V Conclusao

Neste artigo procurou-se reforcar o método de solucao
da equacao de Schrodinger baseado no formalismo da
Mecanica Quantica Supersimétrica. Dois exemplos fo-
ram estudados, a saber, o oscilador harmonico unidi-
mensional e o problema coulombiano. Neste segundo
caso percebe-se que o nimero quantico do momento an-
gular desempenha um importante papel na descricao da
superfamilia, uma vez que para cada valor de ¢ obtém-
se toda uma Hierarquia de Hamiltonianos.

O método de solucao apresentado é bastante ge-
ral, podendo ser aplicado a qualquer dos potenciais que
permitem solugdo exata (de Morse [12], Poschl-Teller
[13], entre outros). A vantagem adicional deste proce-
dimento é permitir estudar as solugoes estado por es-
tado, o que o torna particularmente interessante para
estudar os chamados potenciais parcialmente soltuveis.
Estes potenciais possuem solu¢ao analitica apenas para
uma parte do espectro; é o caso, por exemplo, do po-
tencial de Coulomb truncado [14], oscilador anarménico
[15], entre outros [16].

Uma simetria adicional (“shape invariance” [17]) re-
lacionada a forma dos potenciais dos membros da su-
perfamilia foi introduzida [5,18] na tentativa de classi-
ficar os potencials exatamente soliveis em termos da
supersimetria. Entretanto, esta simetria mostrou ser
uma condi¢ao suficiente, mas nao necessaria para que
a equacao de Schrodinger seja resolvida analiticamente
para todos os niveis de energia [19]. A questao de uma
simetria mais geral ainda permanece em aberto.
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