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Trezentos anos atr�as nascia, na Fran�ca, Pierre Louis-Moreau de Maupertuis que viria a desempe-
nhar um papel importante na f��sica do s�eculo XVIII. Principal defensor das teorias newtonianas
na Fran�ca, Maupertuis �e muito citado, nos livros de mecânica, por ter sido o formulador original
do Princ��pio da M��nima A�c~ao. De in��cio, ele propôs o princ��pio para a �otica geom�etrica e, poste-
riormente, tentou estendê-lo para a mecânica, uma tarefa que seria completada por Euler. Neste
trabalho apresentamos a tradu�c~ao do artigo original de Maupertuis, de 1744, onde ele discute a
aplica�c~ao do princ��pio proposto para o comportamento da luz. Apresentamos tamb�em um apa-
nhado de sua vida e a obra. Ao lado disso, fazemos uma descri�c~ao hist�orica abreviada acerca dos
diversos tipos de princ��pios variacionais utilizados na f��sica, de Fermat at�e o s�eculo XX.

I Introdu�c~ao: Pierre Louis-
Moreau de Maupertuis

Quase todos os grandes f��sicos te�oricos se envolve-

ram, em algum momento, com a quest~ao do status

dos princ��pios variacionais na f��sica, seja discutindo o

seu signi�cado ou simplesmente utilizando-os pragma-

ticamente na formula�c~ao de suas teorias ou modelos.

Essa quest~ao continua, talvez de forma subrept��cia,

a permear o pensamento descritivo da f��sica contem-

porânea e a desempenhar um papel signi�cativo no en-

sino da ciência \normal". Mas basta examinar os li-

vros de mecânica cl�assica, por exemplo, para nos depa-

rarmos com um espectro de signi�cados atribu��dos aos

princ��pios variacionais.

A existência de diferentes pontos de vista sobre o

signi�cado conceitual de tais princ��pios pode ser fa-

cilmente percebida quando se comparam dois exem-

plos extremos dentro desse espectro. Se abrimos, por

exemplo, o livro Mecânica, do famoso curso de Lan-

dau e Lifschtiz [1], veremos o princ��pio de Hamilton

ser colocado, logo nos primeiros par�agrafos, como a lei

b�asica da mecânica. Nessa abordagem, a segunda lei

de Newton, para sistemas conservativos, decorre desse

princ��pio e as leis de conserva�c~ao surgem associadas �as

simetrias da a�c~ao cl�assica; esse �ultimo resultado deve

muito aos trabalhos da matem�atica Emmy Noether [2].

J�a na leitura do livro de mecânica de Kilminster [3],

encontramos o mesmo princ��pio variacional reduzido a

um papel secund�ario, em rela�c~ao �as leis de Newton, e

tendo um car�ater eminentemente matem�atico. Ele �e

apresentado ali como uma formula�c~ao alternativa e li-

mitada da dinâmica newtoniana, e �e feita uma cr��tica

cerrada �a posi�c~ao daqueles que atribuem ao princ��pio

um maior signi�cado f��sico.

Nos mesmos textos de mecânica cl�assica ou de

mecânica anal��tica, Maupertuis aparece, com bastante

freq�uência, como sendo o formulador de um dos primei-

ros princ��pios variacionais, o princ��pio da m��nima a�c~ao,

com o qual pretendia construir uma descri�c~ao f��sica uni-

�cada da natureza. Segundo muitos desses livros, as

raz~oes para a introdu�c~ao do princ��pio da m��nima a�c~ao

emanariam fundamentalmente das convic�c~oes religio-

sas de seu proponente, mas isso �e apenas uma parte

da hist�oria, como veremos adiante. Pouco depois de

ter publicado seu trabalho original, em que prop~oe o

princ��pio de m��nima a�c~ao para o comportamento da luz,

Maupertuis tentou estendê-lo para a mecânica. Seu su-

cesso, no entanto, foi bastante limitado. A iniciativa s�o

progrediu com a entrada em cena de seu amigo Euler

que, muito mais dotado que ele em f��sica e matem�atica,

conseguiu construir um princ��pio da m��nima a�c~ao cor-

reto para a mecânica, embora de aplica�c~ao restrita aos

sistemas com energia constante.

O nome de Maupertuis aparece tamb�em, de forma
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reiterada, nos estudos dos historiadores da ciência que

analisam a difus~ao do newtonianismo na Europa. Para

muitos deles, Maupertuis foi o principal defensor e di-

vulgador na Fran�ca das novas teorias newtonianas, em

particular da mecânica e da lei da atra�c~ao gravitacio-

nal. Sua mem�oria Sur les lois de l'attraction, publicada

pela Academia de Ciências de Paris em 1732, constituiu

o primeiro artigo explicitamente newtoniano no seio da

cidadela cartesiana. Al�em de defender conceitualmente

as id�eias de Newton, Maupertuis, juntamente com La

Condamine, estabeleceu um verdadeiro programa para

testar as previs~oes newtonianas em contraposi�c~ao �as

dos cartesianos, tendo com base a quest~ao da forma

da Terra. Segundo a boutade bem conhecida de Vol-

taire: \Em Paris se representa a forma da Terra como

um mel~ao, em Londres ela �e achatada nas duas extre-

midades."

Maupertuis foi o condutor da expedi�c~ao �a Lapônia,

em 1736/37, com o objetivo de medir o comprimento de

um grau ao longo do meridiano. As medidas realizadas

por ele e seus companheiros, entre os quais Clairaut e

Celsius, con�rmaram as suposi�c~oes de Newton sobre o

achatamento da Terra. Esse resultado teve uma grande

in
uência na aceita�c~ao da teoria newtoniana, entre ou-

tras raz~oes, pelo fato de que, mesmo a expedi�c~ao tendo

sido capitaneada por um francês, contradizia a teoria

proposta pelos cartesianos. A expedi�c~ao de La Con-

damine e seus colegas, que se dirigiram �as vizinhan�cas

do equador, na Amazônia peruana, con�rmariam anos

depois o achatamento da Terra.

J�a entre os historiadores da biologia, as referências

a Maupertuis est~ao asseguradas especialmente por sua

obra Vênus F��sica (1745), que teve grande sucesso de

p�ublico na �epoca e na qual expunha as principais te-

orias sobre a origem do homem. Propunha tamb�em

um sistema com o qual pretendia explicar a reprodu�c~ao

humana, incorporando a ele v�arias extrapola�c~oes fanta-

siosas, e discutia a origem das \ra�cas" humanas; chegou

mesmo a esbo�car id�eias sobre a heran�ca dos caracteres

adquiridos, que viriam a empolgar os bi�ologos do s�eculo

seguinte.

Se nos voltarmos para a hist�oria das institui�c~oes ci-

ent���cas e de como se estabelecem as rela�c~oes entre o

poder e a ciência, no s�eculo XVIII, a �gura de Mau-

pertuis nos traz tamb�em re
ex~oes interessantes. Em

v�arias de suas obras, permeadas de um moralismo algo

exacerbado, ele nos apresenta a vis~ao de um mundo

ordenado e hierarquicamente fundado, que justi�ca e

tranq�uiliza a nobreza. Tais id�eias n~ao ocorrem �a toa.

Todo-poderoso presidente da Academia de Ciências de

Berlim, a partir de 1746, uma academia fundada por

Frederico II, seu amigo e protetor, Maupertuis repre-

sentou durante um bom n�umero de anos o papel de

um dos cientistas europeus de maior in
uência e poder.

Poder esse que usava, �as vezes, de forma autocr�atica e

autorit�aria e que, por isso, fez com que colhesse o desa-

grado e a inimizade de muitos. Al�em disso, os franceses

nunca se esqueceram de que seu compatriota fora abri-

lhantar a academia e a corte da Pr�ussia, enquanto que

os alem~aes se recordavam sempre de sua origem fran-

cesa. Voltaire, que durante muitos anos havia sido ad-

mirador e amigo de Maupertuis, voltou-se depois con-

tra ele com sua peculiar e devastadora virulência. Por-

tanto, mesmo aqueles que se interessam apenas pela

literatura, poder~ao se deparar com a �gura de Mauper-

tuis, travestida no cientista Dr. Akakia, na pena �acida

de Voltaire, em seu Diatribes du Docteur Akakia. As

cr��ticas de Voltaire e as polêmicas acirradas em que se

envolveu teriam deixado suas marcas em Maupertuis,

quando morreu acabrunhado, na Su���ca, em 1759.

No ano de 1998, registra-se o anivers�ario do nasci-

mento de Maupertuis (Pierre- Louis Moreau de Mau-

pertuis), trezentos anos atr�as, em Saint-Malo, Fran�ca.

No mundo da ciência, essas comemora�c~oes retrospecti-

vas de datas \redondas", embora detenham alguns ris-

cos evidentes, tornaram-se uma tradi�c~ao importante.

Por um lado, têm um aspecto positivo ao permitir

que retornemos a fatos marcantes para re
etir sobre

o 
uxo hist�orico que limita e encadeia o desenvolvi-

mento da ciência. No entanto, al�em de trazerem �a

mente uma certa atra�c~ao numerol�ogica destitu��da de

sentido, os registros de anivers�arios de eventos ou de

personalidades traduzem avalia�c~oes subjetivas quanto �a

relevância dos fatos ou dos personagens reverenciados e

freq�uentemente encobrem escolhas pessoais e naciona-

listas. Com todos esses riscos em mente, recordaremos

brevemente a obra de Maupertuis, em raz~ao dos trezen-

tos anos de seu nascimento. �E uma oportunidade para

voltarmos um pouco no tempo e analisarmos como o

princ��pio de m��nima a�c~ao veio �a luz dentro da f��sica.

Estaremos, aqui, particularmente interessados nos

aspectos dos trabalhos de Maupertuis diretamente liga-

dos �a introdu�c~ao do princ��pio da m��nima a�c~ao. Remete-

mos o leitor interessado em um aprofundamento maior

para os livros e artigos indicados nas referências [4-8].

Limitar-nos-emos a apresentar um apanhado dos ante-

cedentes, do surgimento e de alguns desenvolvimentos

decorrentes do princ��pio da m��nima a�c~ao maupertuisi-

ano. O nosso objetivo principal, no entanto, �e apre-
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sentar a tradu�c~ao do trabalho original de Maupertuis

em que o princ��pio foi introduzido pela primeira vez na

�otica. A leitura de artigos originais da ciência �e uma

boa oportunidade para que sejam percebidos os proces-

sos de cria�c~ao e de descoberta cient���ca. Al�em disso,

do ponto de vista did�atico, podem contribuir para um

melhor entendimento dos conceitos e teorias.

II O princ��pio de m��nima a�c~ao:
de Fermat a Feynman

Os princ��pios de m��nima a�c~ao (ou, mais apropriada-

mente, princ��pios de a�c~ao estacion�aria ou princ��pios va-

riacionais) têm um lugar de destaque na descri�c~ao f��sica

da natureza. Trata-se da suposi�c~ao de que os fenômenos

naturais podem ser descritos matematicamente atrav�es

da minimiza�c~ao (ou mais precisamente, da estacionari-

dade) de determinada quantidade f��sica. Isso �e obtido

pela compara�c~ao da varia�c~ao do valor dessa quantidade

(geralmente um funcional, ou seja um n�umero associado

com cada trajeto), quando percursos vizinhos s~ao com-

parados. Independentemente das interpreta�c~oes f��sicas,

metaf��sicas, religiosas, est�eticas ou �los�o�cas a eles da-

das, mas que contribu��ram certamente nas suas cria�c~oes

e na de�ni�c~ao de seus signi�cados, os princ��pios variaci-

onais continuam a desempenhar um papel importante

dentro da f��sica atual. Para Planck, por exemplo, a

ciência f��sica \tem como seu objetivo mais elevado e

mais almejado ... condensar todos os fenômenos na-

turais que foram e que ainda ser~ao observados em um

�unico princ��pio. (...) [O princ��pio de m��nima a�c~ao] �e a

mais abrangente de todas as leis f��sicas que governam

igualmente a mecânica e a eletrodinâmica." [9]

A id�eia de que a natureza segue um princ��pio de

m��nimo esfor�co ou de que \n~ao faz nada em v~ao" tem

uma origem muito antiga. No ano 75, por exemplo,

Heron de Alexandria propôs que a luz segue sempre o

caminho mais curto ao se propagar em um meio ho-

mogêneo e, com isso, forneceu uma explica�c~ao para a

igualdade entre o ângulo de re
ex~ao e o ângulo de in-

cidência da luz. De l�a para c�a, concep�c~oes similares

têm permeado quase todas as teorias mais abrangen-

tes da f��sica. Podemos perceber, ao longo dos �ultimos

s�eculos, cientistas que deram um destaque especial aos

princ��pios variacionais dentro do anseio uni�cador das

teorias f��sicas, como Fermat, Leibniz, Maupertuis, Eu-

ler, Helmholtz, Poincar�e, Planck, Feynman. Por outro

lado, muitos n~ao atribu��am a eles qualquer signi�cado

maior como Newton, d'Alembert e Lagrange, entre ou-

tros. Outros, ainda, como Poisson, no s�eculo XIX, e

Born, na d�ecada de 50, formularam cr��ticas veementes

�a id�eia de atribuir um papel de importância fundamen-

tal a esses princ��pios. Para eles, o car�ater teleol�ogico

associado com os princ��pios variacionais n~ao deve ter

lugar na f��sica.

Entre os princ��pios da mecânica, foi a formula�c~ao

variacional a que despertou as polêmicas mais intensas

ao longo da hist�oria. As diferentes concep�c~oes sobre ela

resultaram, �as vezes, em controv�ersias acirradas, como

a que ocorreu entre Fermat e os cartesianos, no s�eculo

XVII, ou a polêmica entre Maupertuis e Samuel Kr�onig,

no s�eculo XVIII, que envolveu tamb�em quest~oes de pri-

oridade cient���ca e querelas pessoais. V�arias quest~oes

est~ao presentes, de forma subjacente ou expl��cita, nes-

sas controv�ersias sobre os princ��pios variacionais, entre

elas: O que constitue uma verdadeira lei da natureza?

Qual a aplicabilidade dessas t�ecnicas matem�aticas �a

descri�c~ao da natureza? Os princ��pios de \origem me-

taf��sica" têm lugar na f��sica? O que distingue uma argu-

menta�c~ao f��sica de um arrazoado metaf��sico"? S�o têm

validade na f��sica as explica�c~oes mecânicas locais? As

causas �nais podem persistir na f��sica ou apenas as ca-

usas \e�cientes"? Como distingu��- las? Qual o status

epistemol�ogico desses princ��pios e o papel das descri�c~oes

globais na f��sica?

A hist�oria dos princ��pios variacionais torna

expl��citas muitas e interessantes conex~oes entre id�eias

cient���cas, pressupostos �los�o�cos, concep�c~oes religio-

sas e culturais que variam com a �epoca e com a cultura

subjacente. Eles est~ao matematicamente associados a

uma descri�c~ao mais global dos fenômenos e na qual,

pelo menos em certa medida, a no�c~ao de causa �nal

parece estar presente. No entanto, a concep�c~ao meca-

nicista que emergia com os cartesianos, por exemplo,

desquali�cava este tipo de descri�c~ao. A a�c~ao cont��gua,

por contato, era a forma b�asica para o entendimento do

mundo. Isto deveria se re
etir em leis de movimento

locais. Com o desenvolvimento do c�alculo diferencial

e integral, chegar-se-ia �a express~ao dessas a�c~oes locais

sob a forma das equa�c~oes diferenciais.

a) Fermat e os cartesianos

Vamos apresentar, no que se segue, um apanhado da

controv�ersia cient���ca surgida entre Fermat e Descartes,

no s�eculo XVII [10], sobre a propaga�c~ao e a refra�c~ao da

luz para podermos perceber as bases sobre as quais Ma-

upertuis se �rmou para propor seu princ��pio da m��nima

a�c~ao.
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No s�eculo XVII, dentro das concep�c~oes cartesianas,

a categoria das causas �nais aristot�elicas deveria ser

afastada da descri�c~ao f��sica. Todas as tentativas de atri-

buir �nalidade aos fenômenos f��sicos, ou que pareciam

fazê-lo, eram batizadas de \metaf��sicas" e destinadas a

ser descartadas a priori. Contra essa corrente opor-se-

ia Fermat, numa polêmica que �cou famosa na hist�oria

da ciência, por sua dura�c~ao e pela estatura dos opo-

nentes. A chamada lei dos senos para a refra�c~ao havia

sido proposta por Descartes e, independentemente, por

Snell. Na Di�optrica (1737), Descartes apresentara uma

dedu�c~ao dessa lei baseada em v�arias suposi�c~oes: um

mundo pleno (sem v�acuo) e a luz, que se propagava

instantâneamente, como uma tendência do meio sutil

(que preenchia o universo) a se mover [11]. Construiu,

ent~ao, uma analogia da luz com uma bola incidindo so-

bre a superf��cie da �agua, utilizou sua decomposi�c~ao do

movimento em componentes e fez a suposi�c~ao da con-

serva�c~ao da componente do momento na dire�c~ao para-

lela aos dois meios em contato. Um pressuposto f��sico

essencial, na concep�c~ao cartesiana, era tamb�em a id�eia

de que a luz tem mais facilidade de se mover nos meios

mais densos. Essa �ultima hip�otese incomodava particu-

larmente a Fermat, que intu��a que a luz deveria ter velo-

cidade �nita e se mover mais lentamente nos meios mais

densos. Apenas em meados do s�eculo XIX, a quest~ao

seria decidida, em favor de Fermat, com os experimen-

tos de Foucault e Fizeau, e isso quando o avan�co t�ecnico

veio permitir que experiências precisas da velocidade da

luz fossem executadas.

Fermat fez, logo ap�os a publica�c~ao da Di�optrica,

uma cr��tica vigorosa da demonstra�c~ao da lei da refra�c~ao

feita por Descartes, embora a tivesse aceito logo depois

como empiricamente correta, dentro das limita�c~oes ex-

perimentais. Descartes reagiu com vigor �as cr��ticas de

Fermat, assim como o �zeram posteriormente seus se-

guidores. Cerca de vinte e cinco anos depois, Fermat

formularia seu princ��pio de m��nimo tempo para a pro-

paga�c~ao da luz. Sua proposi�c~ao surgiu ap�os muitas ten-

tativas infrut��feras de entendimento do comportamento

da luz. Com ele, Fermat foi capaz de explicar as leis da

re
ex~ao e da refra�c~ao. Foi, ent~ao, o primeiro a elabo-

rar, propor e justi�car o uso de um princ��pio de m��nimo,

com car�ater fortemente matematizado. Nesse princ��pio,

a quantidade a ser minimizada �e o tempo gasto para a

luz se propagar de um ponto a outro.

Em uma carta famosa, de janeiro de 1662, Fer-

mat relatou como havia chegado, de forma inesperada

e surpreendente, a uma \dedu�c~ao" das leis da �otica

geom�etrica, que lhe parecia inteiramente satisfat�oria,

pelo princ��pio do trajeto mais f�acil (m��nimo tempo):

\Mas o prêmio de meu trabalho foi extraordin�ario, o

mais imprevisto e o mais feliz que j�a me aconteceu.

Porque, depois de ter passado por todas as equa�c~oes,

multiplica�c~oes, ant��teses e outras opera�c~oes de meu

m�etodo, e de haver por �m conclu��do o problema - que

o senhor pode ver em folha separada -, encontrei que

meu princ��pio fornecia justa e precisamente a mesma

propor�c~ao das refra�c~oes que Descartes havia estabele-

cido. Fiquei t~ao surpreso com um evento t~ao inespe-

rado, que a custo sa�� de meu espanto. Repeti minhas

opera�c~oes alg�ebricas diversas vezes e sempre o sucesso

foi o mesmo, ainda que minha demonstra�c~ao suponha

que a passagem da luz pelos corpos densos seja mais

dif��cil que nos corpos menos densos, o que eu creio que

�e muito verdadeiro e indisput�avel, e embora Descartes

suponha o contr�ario." [12]

Na demonstra�c~ao de seu princ��pio, Fermat utiliza

pela primeira vez seu princ��pio de m�aximos e m��nimos.

Parte da observa�c~ao \intuitiva" de que em uma situa�c~ao

de m�aximo ou m��nimo, no cume de uma montanha ou

no fundo de um vale, por exemplo, um pequeno des-

vio no trajeto n~ao afeta signi�cativamente seu com-

primento. Atrav�es de uma generaliza�c~ao matem�atica

dessa id�eia, a determina�c~ao de um m�aximo ou de um

m��nimo �e feita pela an�alise do que ocorre quando a

quantidade considerada A sofre uma pequena varia�c~ao,

ou seja, quando se soma a ela uma quantidade muito

pequena. As condi�c~oes para a existência do m�aximo ou

do m��nimo s~ao fornecidas pela exigência de que a va-

ria�c~ao em torno de uma situa�c~ao ou trajeto estacion�ario

deve ser nula.

No caso da refra�c~ao, a luz, para minimizar o inter-

valo de tempo, \busca percorrer" um trajeto maior no

meio menos denso, no qual tem uma velocidade maior,

e \busca percorrer" uma distância menor no meio mais

denso. A trajet�oria real surge como um compromisso

entre a necessidade de o trajeto total percorrido ser

o menor poss��vel e essa tendência de aproveitar ao

m�aximo o meio no qual a luz se movemais rapidamente.

Fermat provou, ent~ao, que a trajet�oria estacion�aria,

em torno da qual a varia�c~ao do tempo total gasto no

trajeto �e nula, leva �a propor�c~ao cartesiana:

sen(�i)=sen(�r) = vi=vr = n:

�E curioso observar que a resolu�c~ao desse problema teve

importância grande no c�alculo diferencial, sendo o pri-

meiro em que se aplicou, de forma rigorosa, um pro-

cedimento de minimiza�c~ao. Note-se tamb�em que, em-
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bora a lei obtida por Fermat dê a mesma (e correta)

propor�c~ao de Descartes, ela leva a uma raz~ao entre os

senos que depende diretamente das velocidades e n~ao

inversamente, como ocorre com a propor�c~ao cartesiana

e como viria a ser novamente proposto por Maupertuis,

como veremos mais adiante.

A r�eplica �acida dos cartesianos ao princ��pio pro-

posto por Fermat, feita atrav�es de Clerselier, n~ao tar-

dou muito. Foram feitas v�arias obje�c~oes ao princ��pio,

embora fossem elogiadas a engenhosidade da demons-

tra�c~ao e sua corre�c~ao matem�atica. Ap�os tecer v�arias

cr��ticas �a proposi�c~ao de Fermat, Clerselier sintetiza dog-

maticamente: \A diferen�ca �e que v�os n~ao provais nada,

mas fazeis uma suposi�c~ao por princ��pio, que a luz passa

mais facilmente nos corpos ralos do que nos densos, en-

quanto Descartes prova, e n~ao simplesmente sup~oe, que

a luz passa mais facilmente nos corpos densos que nos

ralos."

Mas a principal cr��tica ao princ��pio proposto por

Fermat se refere �a suposi�c~ao de que a natureza obedece

ao princ��pio das vias mais curtas e simples: tratar-se-

ia de um princ��pio moral e n~ao f��sico, de natureza te-

leol�ogica e, portanto, inaceit�avel na �otica cartesiana. O

princ��pio colocaria tamb�em a natureza em uma inde-

cis~ao. Por que ela n~ao seguiria a trajet�oria mais curta,

a reta, se segue as vias mais curtas e simples? Qual

seria o caminho mais simples: o mais r�apido ou o mais

curto? E como a natureza sabe o caminho a escolher?

E o raio de luz, estando j�a no ar, como poder�a saber

para onde se inclinar se meios diferentes (�agua ou vidro)

forem colocados �a sua frente?

Pouco depois, Fermat respondeu com ironia e com

uma consciente antevis~ao de que a hist�oria da polêmica

ainda n~ao estava terminada:

\ ...n~ao pretendo nem jamais pretendi ser o con-

�dente secreto da natureza. Ela tem vias obscuras e

ocultas que n~ao tentei jamais penetrar; eu apenas havia

lhe ofertado um pequeno aux��lio de geometria acerca do

assunto refra�c~ao, se ela tivesse necessidade disso. Mas,

porque o senhor me assegura que ela pode cumprir suas

tarefas sem a geometria e que se contenta com o cami-

nho que Descartes lhe prescreveu, eu abandono de bom

cora�c~ao, em vossas m~aos, minha pretensa conquista de

f��sica. �E su�ciente para mim que o senhor me deixe de

posse de meu problema de geometria inteiramente puro

e in abstracto, por meio do qual se pode encontrar a

rota de um m�ovel que passa por dois meios diferentes

e que busca concluir seu movimento da maneira mais

r�apida poss��vel." Finalizando sua carta, Fermat citava

irônico: Quando ser�a il vero/ Si bello, che si posa a

ti preporre? e a�rmava que, a partir dali, cruzaria as

armas. O embate terminara.

b) Huygens, Newton e Leibniz

Mencionemos brevemente como a quest~ao da pro-

paga�c~ao da luz era vista pelos três grandes cientistas

que surgiram na segunda metade do s�eculo XVII. Huy-

gens, um dos seguidores mais brilhantes de Descartes,

estudando novamente o problema da propaga�c~ao da

luz, construiu um modelo em que essa permanece como

um movimento transmitido por contato, mas n~ao mais

instantâneo. Sua analogia inicial para a propaga�c~ao

baseia-se em um modelo constitu��do por um conjunto

de esferas el�asticas e cont��guas que podem transmitir

uma perturba�c~ao por contato. Como contribui�c~ao es-

sencial para o estudo da propaga�c~ao da luz, estabeleceu

o justamente famoso Princ��pio de Huygens [13]. A par-

tir desse e de sua teoria ondulat�oria, chegou tamb�em

ao Princ��pio de Fermat. Para Huygens, a velocidade da

luz �e maior no meio menos denso.

J�a Newton foi um cr��tico vigoroso, por um lado,

das concep�c~oes cartesianas, mas deu continuidade, em

outros aspectos, �a vis~ao cartesiana da luz. Para ele,

Descartes \demonstrou, n~ao sem elegância, a verdade

da lei da refra�c~ao, desde que n~ao deixou margem �a

d�uvida quanto �as causas f��sicas que supôs." Em sua

teoria, Newton aprimorou signi�cativamente a dedu�c~ao

mecânica de Descartes, e seu modelo b�asico passou a

ser diverso: a luz �e agora constitu��da de corp�usculos. A

refra�c~ao se tornou um caso particular de dinâmica da

part��cula: os corp�usculos sofrem uma atra�c~ao maior na

dire�c~ao das part��culas do corpo mais denso. A for�ca

age perpendicularmente �a interface. Para dar conta

dos fenômenos de interferência, que traduziam um com-

portamento ondulat�orio em contradi�c~ao com a hip�otese

corpuscular, Newton introduziu o conceito amb��guo, e

que j�a deu margem a muita especula�c~ao entre historia-

dores e cientistas, dos \�ts of easy re
exion (transmis-

sion)" pelos quais a passagem da luz �e periodicamente

di�cultada ou facilitada [14]. Para Newton a luz tem

velocidade �nita e, na linha cartesiana, �e mais r�apida

nos meios mais densos. Apesar de sua f��sica estar forte-

mente impregnada de concep�c~oes teol�ogicas e de v�arias

a�rma�c~oes esparsas sobre o fato de que \a natureza

n~ao faz nada em v~ao", Newton, em sua mecânica, n~ao

dedicou interesse aos princ��pios de m��nimo; o mesmo

ocorreu com os princ��pios de conserva�c~ao que n~ao têm

fun�c~ao dentro de sua vis~ao de mundo dinamicista e
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na qual Deus desempenha um papel permanente para

mantê-lo funcionando.

No in��cio do s�eculo XVIII, Leibniz propôs para a

luz o princ��pio do caminho mais f�acil (ou \menor re-

sistência") [15]. Mas, para ele, ao contr�ario de Fermat,

a velocidade da luz ser�a maior nos meios mais densos:

as part��culas deste meio est~ao mais juntas, o que im-

pede a luz de ser difundida e leva a que seu 
uxo seja

acelerado, como um jato de �agua �ca mais r�apido em

uma passagem mais estreita. A resistência �e, ent~ao,

proporcional �a velocidade. Segundo Leibniz: \A de-

monstra�c~ao do mesmo teorema [lei dos senos] que Des-

cartes desejava oferecer por meio das causas e�cientes,

est�a longe de ser t~ao boa [como a demonstra�c~ao de Fer-

mat da mesma lei], a partir das causas �nais, isto �e, o

princ��pio do m��nimo tempo." Leibniz formulou, ent~ao,

qualitativamente o princ��pio de menor resistência ou do

caminho mais f�acil para a luz. Em nota�c~ao atual, pode-

mos escrever: �(�R��s) = 0, ondeR �e umaquantidade

(mal de�nida por Leibniz) que mediria a resistência do

meio e s �e a vari�avel que descreve o trajeto. No en-

tanto, Leibniz n~ao deixou claro como devia ser feita a

medida dessa resistência nem aplicou o seu princ��pio a

casos espec���cos. A fundamenta�c~ao metaf��sica de Leib-

niz �ca clara em sua a�rma�c~ao de que \a causa �nal

n~ao serve somente �a virtude e �a piedade na �etica e na

teologia natural, mas tamb�em �a pr�opria f��sica na busca

e descoberta de verdades ocultas."

c) Maupertuis e seu princ��pio

Um papel tentativo de concilia�c~ao de um princ��pio

variacional similar ao de Fermat com a descri�c~ao car-

tesiana e newtoniana, que est�a baseada em a�c~oes lo-

cais, vai ocorrer com Maupertuis. Em seu famoso

artigo de 1744, Acordo entre diferentes leis da natu-

reza que at�e agora pareciam incompat��veis, citado com

freq�uência, mas ao que parece pouco lido, ele estabele-

ceu um princ��pio de m��nimo esfor�co para o comporta-

mento da luz [16]. Nesse artigo, o caminho que a luz

toma �e aquele no qual a quantidade de a�c~ao �e m��nima.

Para Maupertuis a quantidade de a�c~ao �e proporcional

�a soma dos espa�cos multiplicados cada um pela velo-

cidade com a qual o corpo os percorre: �(�v�s) = 0:

Essa quantidade de a�c~ao �e o verdadeiro dispêndio da

Natureza e o que ela economiza ao m�aximo na pro-

paga�c~ao da luz.

No seu artigo original, a partir de coment�arios

cr��ticos iniciais sobre as conjecturas e hip�oteses de

v�arios de seus predecessores, Maupertuis exp~oe sua

nova id�eia. Usa um interessante argumento de simetria,

similar aos dos cartesianos, para criticar o princ��pio

do m��nimo tempo de Fermat e para propor seu novo

princ��pio: \Com feito, que preferência deveria ter aqui

o tempo sobre o espa�co? A luz n~ao podendo mais se-

guir ao mesmo tempo pelo trajeto mais curto e pelo

mais r�apido, por que iria por um deles e n~ao pelo ou-

tro? A luz n~ao segue nenhum dos dois trajetos, ela

toma um caminho que tem uma vantagem mais real: o

caminho que ela toma �e aquele no qual a quantidade de

a�c~ao �e m��nima. Falta explicar agora o que entendo por

quantidade de a�c~ao (...). Ela �e proporcional �a soma dos

espa�cos multiplicados cada um pela velocidade com a

qual o corpo os percorre. �E essa quantidade de a�c~ao

que �e aqui o verdadeiro dispêndio da Natureza e o que

ela economiza o mais poss��vel no movimento da luz."

Note-se que o conceito de a�c~ao j�a havia sido introdu-

zido por Leibniz, como, ali�as, �e reconhecido pelo pr�oprio

Maupertuis.

Observe-se ainda que, para ele, a velocidade da luz �e

maior no meio mais denso. \Tudo se passa, no entanto,

ao contr�ario... dado este fato - que a luz se move mais

r�apido nos meios mais densos - todo o edif��cio que Fer-

mat e Leibniz constru��ram �e destru��do. A luz quando

atravessa meios diferentes n~ao vai nem pelo caminho de

menor distância nem pelo de menor tempo." Mauper-

tuis atribuiu incorretamente a Leibniz a suposi�c~ao de

que a luz �e mais r�apida nos meios menos densos.

Em sua dedu�c~ao do caminho de menor a�c~ao, Mau-

pertuis utilizou um dedu�c~ao similar �a original de Fer-

mat, evidentemente substituindo a condi�c~ao de trajeto

mais r�apido para trajeto em que a a�c~ao �e minimizada.

A forma do trajeto (dada pela lei de refra�c~ao) continua

a mesma, s�o que agora est�a baseada na suposi�c~ao de

que a velocidade da luz �e maior no meio mais denso.

Em fun�c~ao disso, o intervalo de tempo que na soma de

Fermat, a ser minimizada, aparece no numerador, na

express~ao de Maupertuis aparecer�a no denominador.

Um ponto pouco destacado nos livros de hist�oria da

mecânica �e o fato de que a tentativa de Maupertuis �e,

de certo modo, conciliat�oria entre as duas vis~oes, local

e global, para a descri�c~ao dos fenômenos f��sicos. N~ao se

trata de uma posi�c~ao que prop~oe eliminar a descri�c~ao

newtoniana local. Ele advoga, de fato, um certo plura-

lismo descritivo, que seria retomado por Euler: a pers-

pectiva de a�c~oes locais, traduzida nas equa�c~oes diferen-

ciais, e a descri�c~ao global, pelos princ��pios de m��nimo,

se tornam compat��veis e con�rmam o poder e a sabe-

doria de Deus. Assim, escreve: \N~ao se pode duvidar

que todas as coisas sejam regidas por um Ser supremo
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que, ao mesmo tempo que imprimiu for�cas �a mat�eria

que atestam sua potência, a destinou a executar tare-

fas que con�rmam Sua sabedoria. E a harmonia desses

dois atributos �e t~ao perfeita que, sem d�uvida, todos

os fenômenos da Natureza poder~ao ser deduzidos de

cada um tomado separadamente. Uma mecânica cega

e necess�aria obedece ao tra�cado da Inteligência mais

esclarecida e mais livre e se o nosso esp��rito fosse su-

�cientemente vasto, ele veria igualmente as causas dos

fenômenos f��sicos, seja calculando as propriedades dos

corpos ou buscando o que houvesse de mais conveniente

para ser executado por eles."

Uma quest~ao recorrente, que recebe muito destaque

nos livros de mecânica que tecem algum coment�ario de

fundo hist�orico sobre Maupertuis, refere-se aos pres-

supostos religiosos que levaram Maupertuis a formu-

lar o seu princ��pio. Embora isso tenha um fundo

claro de verdade, n~ao se pode ignorar que, como po-

der�a ser percebido da leitura do artigo de Maupertuis,

seu princ��pio est�a absolutamente integrado e baseado,

de forma coerente, em desenvolvimentos anteriores da-

quilo que poder��amos chamar de f��sica matem�atica da

�epoca. Al�em disso, at�e meados do s�eculo XVIII, ar-

gumentos explicitamente metaf��sicos e religiosos fazem

parte integrante das an�alises da grande maioria dos ci-

entistas. Basta nos lembrarmos de Descartes, Newton,

Leibniz e mesmo Euler. Paulatinamente, esse tipo de

argumenta�c~ao perde for�ca na f��sica, ao longo do s�eculo

XVIII, esvaindo-se lentamente com a emergência dos

�l�osofos ilustrados. A cr��tica de d'Alembert e o ilumi-

nismo v~ao tornar demod�e este tipo de argumenta�c~ao e

promover, pelo menos na f��sica, uma separa�c~ao mais

n��tida entre ciência e argumentos de origem religiosa.

O ponto mais fraco da formula�c~ao de Maupertuis

situa-se na sua tentativa de estender o princ��pio, in-

troduzido inicialmente para tratar do comportamento

da luz, para analisar fenômenos na dinâmica das

part��culas. Assim, tentou analisar os problemas de

equil��brio e de choque entre part��culas baseando-se na

mesma id�eia da minimiza�c~ao da a�c~ao. Seu artigo, de

1746, onde pretende estender o princ��pio para toda a

mecânica, tinha o t��tulo: Les lois du mouvement et du

repos d�eduites d'un principle m�etaphysique [17]. Aqui

a�rma, de forma geral: \em todas as mudan�cas que

ocorrem no universo, a soma dos produtos de cada

corpo multiplicados pela distância em que ele se move

e pele velocidade com a qual se move, �e a m��nima

poss��vel." Contudo, como destacado por Yourgrau e

Mandelstam [8], seu uso da quantidade de a�c~ao se mos-

tra confuso e limitado, o que �ca evidenciado nas ten-

tativas pr�aticas de aplicar seu princ��pio; falha ainda na

de�ni�c~ao precisa dos intervalos nos quais o princ��pio

deve ser aplicado. Isso levou a que n~ao conseguisse ex-

trair novos e signi�cativos resultados com a utiliza�c~ao

de seu princ��pio na mecânica. Seu m�erito maior, na

proposi�c~ao do princ��pio de m��nima a�c~ao, reside no as-

pecto geral de tentar introduzir um princ��pio uni�cador

para toda a dinâmica newtoniana.

Na medida em que corriam os anos, Maupertuis

buscou estender seu princ��pio para englobar todos os

fenômenos da natureza. Em trabalhos posteriores,

como em seu in
uente Essai de cosmologie (1750) [18],

tenta abarcar com ele toda a obra da cria�c~ao: \pelo fato

de se encontrar que as leis do movimento assim dedu-

zidas [deste princ��pio] s~ao precisamente as mesmas ob-

servadas na natureza, podemos admirar a sua aplica�c~ao

a todos os fenômenos, no movimento dos animais, na

vegeta�c~ao das plantas, na revolu�c~ao dos corpos celes-

tes: e o espet�aculo do universo se torna o maior, o mais

belo, o mais digno de seu Autor... Essas leis, t~ao belas

e t~ao simples, s~ao talvez as �unicas que o Criador e Or-

ganizador das coisas estabeleceu na mat�eria de modo

a englobar todos os fenômenos do mundo vis��vel." No

seu Ensaio de �loso�a moral de 1749, ele chegou mesmo

a sugerir um modelo de aritm�etica moral baseado em

seu princ��pio da m��nima a�c~ao: no comportamento hu-

mano e na a�c~ao pol��tica, tratava-se de minimizar as

dores e priva�c~oes e maximizar os prazeres. E conclui-

ria, coerente com seus pressupostos ideol�ogicos, que o

cristianismo �e a maneira mais e�ciente de se maximizar

a felicidade, de�nida por ele como a diferen�ca entre a

soma dos momentos felizes e a dos momentos infelizes.

Em 1749, D'Arcy faz v�arias cr��ticas ao princ��pio pro-

posto por Maupertuis, em particular �a sua de�ni�c~ao

de a�c~ao e ao uso feito do princ��pio nos problemas de

choques de part��culas [19-21]. Algum tempo depois,

uma polêmica acirrada se deslanchou, tendo com ful-

cro a quest~ao da prioridade quanto �a formula�c~ao do

princ��pio, se por Maupertuis ou por Leibniz. O ma-

tem�atico Samuel Kr�onig, um antigo protegido de Mau-

pertuis, a�rmou publicamente, em 1751, que Leibniz

havia j�a formulado o princ��pio da m��nima a�c~ao, em

uma carta escrita a Hermann, em 1707, muitos anos

antes de Maupertuis [22]. Maupertuis respondeu com

extrema dureza, exigindo provas da autenticidade da

carta de Leibniz e conseguindo da Academia de Ciências

de Berlim um posicionamento inteiramente a seu favor

[23]. Essa polêmica atingiu tons de violência elevada,

teve epis�odios lament�aveis e n~ao alcan�cou, em rela�c~ao
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ao conte�udo cient���co, o grau de profundidade da con-

trov�ersia entre Fermat e os cartesianos. Do lado de

Maupertuis se postou decididamente Euler. Do lado

contr�ario, se colocou Voltaire que, a partir de 1752,

passa a ironizar profundamente Maupertuis, antes seu

amigo e ��dolo, escrevendo a Diatribes du Docteur Aka-

kia. Quanto �a carta e aos trabalhos de Leibniz, de

fato ele j�a havia proposto anteriormente a id�eia de um

princ��pio de m��nima a�c~ao, mas de forma bastante vaga

e qualitativa. Leibniz dava mais ênfase, no entanto,

�a id�eia dos princ��pios conservativos do que a de um

princ��pio de m��nimo. N~ao se pode, portanto, caracteri-

zar o trabalho de Maupertuis como pl�agio mesmo se, o

que �e pouco prov�avel, ele tivesse tido acesso anterior �a

carta de Leibniz.

d) No rastro de Maupertuis: de Euler a Feyn-

man

Euler, estendendo e precisando as id�eias de Ma-

upertuis, prop~oe tamb�em um princ��pio de a�c~ao esta-

cion�aria para a mecânica, na forma de um teorema ma-

tem�atico bem constru��do, que poderia ser escrito hoje

na forma: �
R B

A (vds) = 0; (v�alido para trajetos virtu-

ais com energia constante) [24-25]. Para ele: `Desde

que todos os processos na natureza obedecem a cer-

tas leis de m�aximo ou m��nimo, n~ao h�a d�uvida de que

as curvas, descritas pelos corpos sob a in
uência de

for�cas arbitr�arias, tamb�em possuem alguma proprie-

dade de m�aximo e m��nimo." Reconheceu tamb�em que

o princ��pio, na forma proposta, se aplicava a sistemas

cujas for�cas dependem apenas da posi�c~ao e apontou que

os sistemas dissipativos n~ao se prestariam a esse tipo de

descri�c~ao.

Segundo Lanczos, Euler teria descoberto o princ��pio

da m��nima a�c~ao independentemente de Maupertuis,

uma posi�c~ao que �e partilhada por outros estudiosos do

per��odo considerado: \... Euler mesmo tinha desco-

berto o princ��pio pelo menos um ano antes de Mauper-

tuis, e em sua forma inteiramente correta. Em particu-

lar, Euler sabia que tanto o movimento real como o mo-

vimento variado tinha de satisfazer �a lei da conserva�c~ao

da energia. Sem essa condi�c~ao auxiliar a quantidade de

a�c~ao de Maupertuis (...) perde todo seu signi�cado."

[26] Para Lanczos, Euler, apesar de ter percebido a

fraqueza do argumento de Maupertuis, absteve-se de

qualquer cr��tica �a formula�c~ao feita por ele. E teria,

em um ato de extrema mod�estia, usado sua autoridade

em favor de proclamar Maupertuis como o inventor do

princ��pio da m��nima a�c~ao. Brunet defende tamb�em a

posi�c~ao de que ambos, Maupertuis e Euler, teriam che-

gado ao mesmo princ��pio quase simultaneamente. Mas,

para ele: \... a in
uência de Maupertuis n~ao somente

sobre Euler, mas ainda sobre Lagrange, foi bastante

mais profunda do que se poderia supor de in��cio. No

que se refere a Euler, parece-nos que colocar em d�uvida

a sinceridade de suas a�rma�c~oes reiteradas sobre a prio-

ridade de Maupertuis seria exagerar singularmente sua

atitude de amizade respeitosa para com o presidente da

Academia de Berlim, at�e reduz��-la, contra a verdade, a

uma adula�c~ao mais ou menos interessada." [7, p�ag. 80].

N~ao �e demais lembrar que Euler, enfronhado com o

contexto geral de sua �epoca, vai tamb�em buscar apoio

em argumentos religiosos para o princ��pio que utiliza,

embora fa�ca isso com menor ênfase que Maupertuis e

muito melhor escorado em suas fundamenta�c~oes ma-

tem�aticas e f��sicas. Euler advogava tamb�em uma con-

cep�c~ao descritiva pluralista para f��sica: \Por isso se vê

que deve haver um m�etodo duplo de resolver os pro-

blemas da mecânica. Um deles �e o m�etodo direto que

est�a baseado nas leis do equil��brio ou do movimento,

enquanto o outro �e aquele que acabo de mencionar, em

que, pelo uso da f�ormula que deve ser um m�aximo ou

um m��nimo, a solu�c~ao �e encontrada atrav�es do m�etodo

de maximis et minimis. A primeira fornece a solu�c~ao

pela determina�c~ao do efeito pelas causas e�cientes; o

outro tem em vista as causas �nais e deduz da�� o

efeito. Ambos devem conduzir �a mesma solu�c~ao, e �e

essa harmonia que nos convence da verdade da solu�c~ao,

posto que cada m�etodo deve estar fundamentado em

princ��pios indubit�aveis. Mas �e freq�uentemente muito

dif��cil descobrir a f�ormula que deve ser um m�aximo ou

um m��nimo, e pela qual a quantidade de a�c~ao deve ser

representada. �E uma pesquisa que pertence menos �a

matem�atica do que �a metaf��sica, porque se trata de

conhecer a �nalidade que a natureza se prop~oe nessas

opera�c~oes. Seria conduzir essa ciência ao seu mais alto

grau de perfei�c~ao, se estiv�essemos em condi�c~oes de as-

sinalar, para cada efeito que a natureza produz, essa

quantidade de a�c~ao que �e a menor poss��vel, e da qual

poder��amos deduzir os princ��pios primeiros de nosso co-

nhecimento."

Por seu lado, Lagrange, em sua Mecânica Anal��tica,

produziu uma formula�c~ao geral do princ��pio de a�c~ao es-

tacion�aria (sistema de n corpos interagindo):

�E=cte(m1

Z B

A

v1ds1 +m2

Z B

A

v2ds2 + :::) = 0:

Coerente com os novos tempos - recordemo-nos a in-
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uência marcante dos iluministas no per��odo entre ele

e Maupertuis -, o princ��pio, para ele, deve ser conside-

rado como conseq�uência das leis b�asicas da mecânica

e n~ao proveniente de postulados metaf��sicos ou funda-

mentado em pressuposi�c~oes de car�ater religioso [27]

Em 1834, o f��sico e astrônomo irlandês WilliamHo-

wan Hamilton estabelece uma poderosa analogia entre

a mecânica e a �otica, conectando o princ��pio de Fermat

ao princ��pio de Maupertuis (para a luz) [28]. Chegou

tamb�em �a forma atual b�asica e mais usada do princ��pio

variacional da mecânica, que ganhou a denomina�c~ao de

princ��pio de Hamilton:

�S = �

Z
2

1

(T � V )dt = 0;

onde T �e a energia cin�etica e V a energia potencial do

sistema. �E curioso destacar que Poisson, pouco tempo

antes, consideraria o princ��pio da a�c~ao estacion�aria um

resultado de car�ater secund�ario, e que seria, portanto,

uma \regra in�util" na mecânica [29]. Ele enfatizou

tamb�em que o princ��pio, na forma proposta por Euler,

tinha aplica�c~ao limitada aos sistemas conservativos.

Para Mach, em abordagem �los�o�ca diversa, feita

em 1889, os princ��pios variacionais expressam n~ao uma

economia da natureza, mas uma economia do pen-

samento humano [30]. J�a Helmholtz, neste mesmo

per��odo, adota uma postura mais pragm�atica e se pre-

ocupa em estender e determinar os limites de aplicabi-

lidade dos princ��pios variacionais. Ele os constr�oi para

o eletromagnetismo e para a termodinâmica revers��vel.

Discutiu tamb�em as condi�c~oes gerais que um sistema

de equa�c~oes diferenciais (de segunda ordem) deve satis-

fazer para poder ser descrito por um princ��pio variacio-

nal global [31]. Esse resultado viria a ser generalizado,

em 1913, pelo matem�atico italiano Vito Volterra [32].

Isso permite um entendimento mais profundo dos limi-

tes de aplicabilidade dos princ��pios variacionais, parti-

cularmente aos sistemas dissipativos. Trata-se, estra-

nhamente, de um resultado importante mas que �e ra-

ramente citado nos livros de mecânica ou de teorias

de campo. O princ��pio variacional era visto por Helm-

holtz como a lei natural uni�cadora que poderia englo-

bar todos os dom��nios da f��sica. Considerava-o como

um princ��pio heur��stico e como guia para formular as

leis dos outros fenômenos naturais.

Em face das di�culdades que identi�cava nos

dois grandes sistemas mecânicos, o newtoniano e o

energ�etico, Hertz propôs, em 1894, em seu livro Os

princ��pios da mecânica apresentados em uma nova

forma, um novo sistema que tenta super�a-las, ou pelo

menos mitig�a-las, e que estivesse de acordo com os

crit�erios que as teorias cient���cas deveriam satisfazer,

segundo sua vis~ao [33]. A nova dinâmica de Hertz se

reduzia, num certo sentido, �a cinem�atica. Sua lei de

movimento fundamental era: cada sistema livre persiste

em seu estado de repouso ou de movimento na trajet�oria

mais \reta". Essa lei pode ser expressa de outras ma-

neiras: como um princ��pio de acelera�c~ao m��nima ou na

forma do princ��pio de Gauss dos m��nimos quadrados.

Trata-se de um princ��pio variacional local, ao contr�ario

do princ��pio de Hamilton que possui car�ater global.

Em seu sistema, Hertz introduziu sistemas com

v��nculos (conex~oes geom�etricas) que ligam os objetos

e elementos hipot�eticos, as massas ocultas, por tr�as de

todos os fenômenos naturais. A id�eia de Hertz, com

seu novo princ��pio, era superar a no�c~ao de for�ca, um

dos entraves mais s�erios que identi�cava no sistema

cl�assico; para isso, aproveita-se de uma modi�ca�c~ao

dos princ��pios variacionais, que o atraiam fortemente,

tornando-os locais e imunes �a cr��tica de carregarem

uma concep�c~ao teleol�ogica. As di�culdades do sistema

energ�etico, no que se refere ao conceito de energia po-

tencial, s~ao aqui superadas tamb�empela uso das massas

ocultas. O pre�co conceitual a pagar �e a introdu�c~ao des-

ses objetos f��sicos n~ao mensur�aveis, as massas ocultas.

Essa tentativa de Hertz constituiu-se em seu canto de

cisne e tamb�em na �ultima grande empreitada uni�ca-

dora, dentro da perpectiva de se basear toda a f��sica em

mecanismos cl�assicos.

Mesmo com o surgimento da relatividade especial e

geral, no in��cio deste s�eculo, os princ��pios variacionais

n~ao foram descartados. Signi�cativamente, na relativi-

dade o princ��pio b�asico para o movimento est�a baseado

na estacionaridade da separa�c~ao no espa�co- tempo, o

que contorna a obje�c~ao de Maupertuis sobre a assime-

tria entre o uso do intervalo de tempo ou da distância

percorrida, que aparecia nos princ��pios de m��nimo ante-

riores a ele. Tanto a lei do movimento como as equa�c~oes

de campo, dentro da relatividade geral, v~ao encontrar

uma express~ao variacional nas m~aos de Einstein e de

Hilbert, no �nal de 1915 [34-35].

Com a introdu�c~ao da id�eia de que ondas est~ao asso-

ciadas �a mat�eria, um resultado inspirado no comporta-

mento do f�oton e em dedu�c~oes relativ��sticas, De Broglie

viria possibilitar, em um trabalho de 1924, a concilia�c~ao

do princ��pio de Fermat para a luz com o princ��pio de

Maupertuis para a mat�eria [36].

Mesmo a mecânica quântica que, num primeiro mo-

mento, parecia eliminar, com seu car�ater probabil��stico

[37], a possibilidade de uma formula�c~ao baseada na



Ildeu de Castro Moreira 181

compara�c~ao de trajet�orias bem de�nidas, pode ser tra-

duzida em um princ��pio variacional adequadamente ge-

neralizado. Em um trabalho cl�assico [38], Feynman,

que partira de uma sugest~ao inicial de Dirac, criou

um princ��pio variacional latu sensu, que engloba os

fenômenos quânticos. Seu postulado b�asico vai a�rmar

que todas as trajet�orias s~ao poss��veis, ao contr�ario da

formula�c~ao cl�assica na qual s�o a trajet�oria estacion�aria

�e real, mas têm associadas com elas probabilidades (ou

mais precisamente, amplitudes de probabilidade) dife-

rentes.

Segundo Feynman: Todas as trajet�orias s~ao

poss��veis e a amplitude de probabilidade de cada uma,

entre dois pontos 1 e 2 �e medida pela a�c~ao cl�assica:

< 1=2 >= A expfiS=hg. A amplitude de probabilidade

�e um n�umero complexo e a soma das amplitudes de cada

trajeto poss��vel leva �a amplitude de probabilidade total.

Esse n�umero quando elevado ao quadrado fornece a pro-

babilidade total do evento mencionado ocorrer (no caso,

de a part��cula, estando inicialmente na posi�c~ao 1, ser

encontrada posteriormente na posi�c~ao 2). Signi�cati-

vamente, e de forma muito bonita e elegante, Feynman

mostrou que a equa�c~ao de Schr�odinger que descreve

os fenômenos quânticos (n~ao-relativ��sticos) decorre de

seu postulado. O limite cl�assico tamb�em �e restaurado

quando o postulado generalizado de Feynman se reduz

ao princ��pio variacional usual, nos casos em que a a�c~ao

envolvida no processo �e bem maior que o valor da cons-

tante de Planck, uma medida quantizada da a�c~ao. Este

trabalho de Feynman trouxe tamb�em uma resposta a

muitos cr��ticos do uso dos princ��pios variacionais na

f��sica como tijolos te�oricos em suas funda�c~oes; eles se

escoravam no fato de que a teoria f��sica fundamental, a

mecânica quântica, n~ao parecia capaz de admitir uma

descri�c~ao deste tipo. De certa forma, a estrutura global

dos princ��pios variacionais encontrou similaridade nos

fenômenos quânticos, que têm na globalidade uma de

suas caracter��sticas marcantes.

O quadro I resume, em uma listagem cronol�ogica,

algumas das principais contribui�c~oes referentes aos

princ��pios variacionais na f��sica.

QUADRO I - PRINC�IPIOS VARIACIONAIS NA F�ISICA
Princ��pio Variacional

Heron de Alexandria A luz segue o trajeto mais curto em
(c.75) meios homogêneos (re
ex~ao).

Ibn Haytham A luz segue o caminho mais f�acil
(1039) (menor resistência).
Fermat Princ��pio do m��nimo tempo: a luz segue o caminho mais
(1662) r�apido na re
ex~ao e na refra�c~ao.
Leibniz Luz segue o caminho mais f�acil
(1710) (menor resistência).

Maupertuis Formula o Princ��pio da M��nima A�c~ao: a luz segue o
(1744) caminho que minimiza essa quantidade.

Tenta estender o princ��pio para a mecânica.
Euler Estabelece o Princ��pio da M��nima
(1744) A�c~ao para a mecânica, v�alido no

caso de energia constante.
Hamilton Introduz o Princ��pio de Hamilton.
(1834) Analogia entre a �otica e a mecânica.

Helmholtz Princ��pio variacional para o eletromagnetismo.
(1887) Formula o problema variacional inverso.
Hertz Princ��pio variacional de novo tipo, com caracter��sticas
(1894) locais, como lei b�asica da f��sica.
Volterra Teorema geral sobre o problema
(1913) inverso do c�alculo variacional.

Hilbert e Einstein Princ��pio variacional para
1916) a relatividade geral.

De Broglie Ondas de mat�eria: uni�ca�c~ao do Princ��pio de Fermat e do
(1923) Princ��pio de Maupertuis.

Feynman Generaliza�c~ao do princ��pio variacional
(1948) para a mecânica quântica.
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III O artigo de Maupertuis:
\Acordo entre diferen-
tes leis da natureza que
at�e agora pareciam in-
compat��veis" [M�emoires de
l'Acad�emie des Sciences de
Paris, 417 - 426 (1744)]

N~ao se deve exigir que os diversos meios para aumentar

nossos conhecimentos conduzam-nos �as mesmas verda-

des, mas seria desanimador ver as proposi�c~oes, que s~ao

apresentadas pela Filoso�a como verdades fundamen-

tais, serem desmentidas pelos racioc��nios da Geometria

ou pelos c�alculos da �Algebra. Um exemplo memor�avel

dessa contradi�c~ao se situa numa das �areas mais impor-

tantes da F��sica. Depois da renova�c~ao das ciências, ou

mesmo desde suas origens, n~ao se fez descoberta mais

bela do que aquela que se refere �as leis que a luz obe-

dece, quando ela se move nummeio uniforme ou quando

encontra corpos opacos e �e re
etida nas superf��cies, ou,

ainda, quando corpos transparentes obrigam-na a mu-

dar de dire�c~ao ao atravess�a-los. Essas leis constituem

os fundamentos de toda a ciência da luz e das cores.

No entanto, talvez se pudesse demonstrar melhor

sua importância se, ao inv�es de apresentar um assunto

t~ao extenso, me detivesse somente em uma parte, ofe-

recendo apenas casos mais limitados e melhor conheci-

dos. Ou se dissesse que essas leis s~ao os princ��pios sobre

os quais se ap�oia essa arte admir�avel que, quando em

um velho todos os �org~aos se enfraquecem, sabe devol-

ver a seus olhos sua primitiva for�ca e dar-lhes mesmo

uma for�ca que n~ao receberam da natureza. �E essa arte

que estende nossa vis~ao aos lugares mais long��nquos do

espa�co, que a leva at�e �as menores partes da mat�eria e

que nos faz descobrir objetos cuja vis~ao pareceria inter-

ditada aos homens.

As leis obedecidas pela luz, quando ela se move em

um meio uniforme, ou quando encontra corpos onde

n~ao pode penetrar, eram j�a conhecidas pelos Antigos.

A lei que determina o trajeto que ela segue ao pas-

sar de um meio a outro s�o foi conhecida a partir do

s�eculo passado. Snellius descobriu-a, Descartes tentou

explic�a-la e Fermat criticou essa explica�c~ao. Desde essa

�epoca, o assunto tem sido objeto de pesquisa dos mai-

ores geômetras, sem que at�e aqui se tenha conseguido

conciliar essa lei com outra que a Natureza deve seguir

ainda mais inviolavelmente.

Eis as leis que a luz segue. A primeira �e: em um

meio uniforme ela se move em linha reta. A se-

gunda: quando a luz encontra um corpo em que

n~ao pode penetrar, ela �e re
etida, e o ângulo de

sua re
ex~ao �e igual ao ângulo de sua incidência.

Isso quer dizer que, ap�os sua re
ex~ao, a luz faz, com a

superf��cie do corpo, um ângulo igual �aquele sob o qual

ela o encontrou.

A terceira lei �e: quando a luz passa de um meio

transparente para o outro, seu trajeto, ap�os en-

contrar o novo meio, faz um ângulo com o tra-

jeto anterior, e o seno do ângulo de refra�c~ao est�a

sempre na mesma raz~ao com o seno do ângulo

de incidência. Se, por exemplo, um raio de luz,

que passa do ar para a �agua, se quebra de forma que

o seno do ângulo de sua refra�c~ao seja três quartos do

seno de seu ângulo de incidência, o seno de sua refra�c~ao

ser�a sempre três quartos do seno de sua nova incidência,

sob qualquer outra obliq�uidade em que ele encontre a

super�cie da �agua.

A primeira dessas leis �e comum �a luz e a todos os

corpos que se movem em linha reta, a menos que al-

guma for�ca estranha os desvie. A segunda �e a mesma

que segue uma bola el�astica lan�cada contra uma su-

perf��cie dura. A mecânica demonstra que uma bola que

encontra tal superf��cie �e re
etida com um ângulo igual

�aquele sob o qual ela o havia encontrado e �e isso que a

luz faz. Mas �e preciso tamb�em que a terceira lei seja

explicada de maneira igualmente satisfat�oria. Quando

a luz passa de um meio a outro, os fenômenos s~ao di-

ferentes daqueles que ocorrem quando uma bola atra-

vessa diversos meios. De qualquer modo que se tente

explicar a refra�c~ao, encontram-se di�culdades que n~ao

foram ainda superadas. N~ao citarei todos os grandes

homens que trabalharam sobre esse assunto. Seus no-

mes formariam uma lista t~ao numerosa que seria um

ornamento in�util para esta mem�oria e a exposi�c~ao de

seus sistemas seria uma obra imensa. Mas reduzirei a

três grupos todas as explica�c~oes que esses autores têm

dado sobre a re
ex~ao e a refra�c~ao da luz.

O primeiro grupo abrange as explica�c~oes daque-

les que pretenderam deduzir a refra�c~ao dos princ��pios

mais simples e mais comuns da Mecânica. O segundo

grupo abrange as explica�c~oes que, al�em dos princ��pios

da Mecânica, sup~oem uma tendência da luz em dire�c~ao

aos corpos, seja considerando-a como uma atra�c~ao da

mat�eria, seja como o efeito de uma causa, qualquer que

ela seja. O terceiro grupo abrange, �nalmente, as ex-

plica�c~oes que se têm tentado tirar de princ��pios me-

taf��sicos, das leis �as quais a Natureza parece ter sido

sujeita, por uma Inteligência superior que, na produ�c~ao

de seus efeitos, a faz sempre proceder da maneira mais

simples.

Descartes e aqueles que o têm seguido est~ao no pri-

meiro grupo. Eles consideraram o movimento da luz

como o de um proj�etil que, ao encontrar uma superf��cie
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que n~ao cede de forma alguma, ricocheteia em dire�c~ao

ao lugar de onde veio; ou que, ao encontrar ummeio que

cede, continua a avan�car, mudando apenas a dire�c~ao do

trajeto. Se a forma pela qual esse grande �l�osofo pre-

tendeu explicar esses fenômenos �e imperfeita, ele tem

o m�erito de haver tentado deduz��-la da mecânica mais

simples. V�arios matem�aticos revelaram alguns paralo-

gismos que escaparam a Descartes e �zeram ver a falha

de sua explica�c~ao.

Newton, sem esperan�ca de deduzir os fenômenos

da refra�c~ao daqueles que descrevem os choques de um

corpo contra obst�aculos, ou daqueles em que os corpos

s~ao lan�cados em um meio que resiste diferentemente a

eles, recorreu �a sua atra�c~ao. Essa for�ca de atra�c~ao, pre-

sente em todos os corpos na propor�c~ao de sua quanti-

dade de mat�eria, uma vez admitida, explica da maneira

mais exata e mais rigorosa os fenômenos da refra�c~ao.

Clairaut, em uma excelente mem�oria sobre esse assunto,

n~ao somente tornou clara a insu�ciência da explica�c~ao

cartesiana, mas, admitindo uma tendência da luz para

os corpos transparentes e considerando-a como causada

por alguma atmosfera que produzisse os mesmo efeitos

da atra�c~ao, deduziu dela os fenômenos da refra�c~ao com

a clareza que costuma trazer aos assuntos que analisa.

Fermat foi o primeiro a perceber a falha da ex-

plica�c~ao de Descartes. Tamb�em ele, aparentemente, �-

cou sem esperan�cas de deduzir os fenômenos da refra�c~ao

daqueles de um proj�etil lan�cado contra obst�aculos ou

movendo-se em meios resistentes. Mas n~ao recorreu

nem �a atmosfera ao redor dos corpos nem �a atra�c~ao,

embora saibamos que esse �ultimo princ��pio n~ao lhe era

desconhecido nem desagrad�avel. Buscou a explica�c~ao

desses fenômenos em um princ��pio bem diferente e pu-

ramente metaf��sico.

Todo mundo sabe que quando a luz ou qualquer ou-

tro corpo vai de um ponto a outro, em uma linha reta, o

faz pelo caminho mais curto e de menor tempo. Sabe-se

tamb�em, ou pelo menos pode-se saber facilmente, que,

quando a luz �e re
etida, ela segue tamb�em o caminho

mais curto e mais r�apido. Demonstra-se que um proj�etil

que deve ir de um ponto a outro, depois de ter sido re-


etido por um plano, precisa fazer, sobre este plano, um

ângulo de re
ex~ao igual ao de incidência, para seguir o

caminho mais curto e de menor tempo. Porque se esses

dois ângulos forem iguais, a soma das duas linhas, pelas

quais o proj�etil vai e vem, �e a mais curta e �e percorrida

no tempo mais curto do que a soma de quaisquer outras

duas linhas que �zessem ângulos desiguais.

Eis a��, portanto, o movimento direto e o movimento

re
etido da luz, que parecem depender de uma lei me-

taf��sica que a�rma: a natureza na produ�c~ao de seus

efeitos age sempre pelos meios mais simples. Se

um corpo deve ir de um ponto a outro, sem encontrar

qualquer obst�aculo, ou se deve fazê-lo depois de ter en-

contrado um obst�aculo invis��vel, a natureza o conduzir�a

pelo trajeto mais curto e no tempo mais r�apido.

Para aplicar esse princ��pio �a refra�c~ao, consideremos

dois meios perme�aveis �a luz e separados por um plano

comum a eles. Vamos supor que o ponto de onde um

raio de luz parte esteja em um desses meios e que aquele

ponto onde ele deve chegar esteja no outro meio, mas

que a linha que liga estes pontos n~ao seja perpendicular

�a superf��cie desses meios. Suponhamos ainda que, por

uma raz~ao qualquer, a luz se mova em cada meio com

velocidades diferentes. �E claro que a linha reta que liga

os dois pontos ser�a sempre o caminho mais curto para ir

de um ponto ao outro, mas n~ao ser�a o trajeto de tempo

mais curto. Como esse tempo depende das diferentes

velocidades que a luz tem nos diferentes meios, o raio

de luz para gastar o menor tempo poss��vel no trajeto,

dever�a, ao encontrar a superf��cie comum, se quebrar de

maneira que a maior parte de seu trajeto se fa�ca no

meio onde se move mais r�apido e a menor parte ocorra

no meio onde se move mais lentamente.

�E o que a luz parece fazer quando passa do ar �a

�agua: o raio se quebra de maneira que a maior parte de

seu trajeto se encontra no ar e a menor na �agua. As-

sim ent~ao, como seria bastante razo�avel supor, se a luz

se movesse mais r�apido nos meios mais tênues que nos

mais densos - se ela se movesse mais r�apido no ar do que

na �agua - ela seguiria aqui o trajeto que a conduziria

o mais rapidamente poss��vel de seu ponto de partida

at�e o de chegada. Foi por esse princ��pio t~ao veross��mil

que Fermat resolveu o problema: a luz, que na sua pro-

paga�c~ao e na sua re
ex~ao se move segundo o tempo

mais curto poss��vel, seguiria tamb�em essa mesma lei

em sua refra�c~ao. Ele n~ao hesita em acreditar que a luz

se move com maior facilidade e mais rapidamente nos

meios mais tênues do que naqueles onde, num mesmo

espa�co, encontraria uma quantidade de mat�eria maior.

Com efeito, poder-se-ia acreditar �a primeira vista que

a luz atravessaria mais facilmente e mais rapidamente

o cristal e a �agua do que o ar e o vazio?

Vemos tamb�em v�arios dos mais c�elebres ma-

tem�aticos compartilharem do sentimento de Fermat.

Leibniz �e aquele que lhe deu mais destaque por causa de

seu prest��gio e por uma an�alise muito elegante que deu

ao problema. Ele encantou-se tanto com o princ��pio me-

taf��sico, por encontrar nele suas causas �nais, �as quais,

sabemos, era t~ao ligado, que tomou como fato indu-

bit�avel que a luz se move mais r�apido no ar do que

na �agua ou no vidro. Tudo se passa, no entanto, ao

contr�ario, como Descartes o a�rmou em primeiro lugar:

a luz se move mais r�apido nos meios mais densos e, em-

bora a explica�c~ao que ele deduziu fosse insu�ciente, sua
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falha n~ao invalida a suposi�c~ao que fazia. Todos os siste-

mas que d~ao alguma explica�c~ao plaus��vel dos fenômenos

da refra�c~ao ou sup~oem o paradoxo ou o con�rmam.

Dado esse fato - que a luz se move mais r�apido

nos meios mais densos - todo o edif��cio que Fermat

e Leibniz constru��ram �e destru��do. A luz quando atra-

vessa meios diferentes n~ao vai nem pelo caminho de

menor distância nem pelo de menor tempo. O raio que

passa do ar �a �agua, fazendo a maior parte do trajeto no

ar, chega mais tarde do que chegaria se �zesse a menor

parte dele no ar. Pode-se ver, na mem�oria de Mairan

sobre a re
ex~ao e a refra�c~ao, a hist�oria da disputa en-

tre Fermat e Descartes e o embara�co e a impotência em

que at�e agora nos encontramos para conciliar a lei da

refra�c~ao com o princ��pio metaf��sico.

Meditando profundamente sobre esse assunto, pen-

sei se a luz, que abandona o caminho mais curto (ou a

linha reta) quando passa de um meio a outro, n~ao po-

deria tamb�em deixar de seguir o caminho mais r�apido.

Com feito, que preferência deveria ter aqui o tempo so-

bre o espa�co? A luz n~ao podendo mais seguir ao mesmo

tempo pelo trajeto mais curto e pelo mais r�apido, por

que iria por um deles e n~ao pelo outro? De fato, ela n~ao

segue nenhum dos dois, ela toma um caminho que tem

uma vantagem mais real: o caminho que ela toma �e

aquele no qual a quantidade de a�c~ao �e m��nima.

Falta explicar agora o que entendo por quantidade de

a�c~ao. Quando um corpo �e levado de um ponto a outro,

�e necess�ario para isto uma certa a�c~ao. Essa a�c~ao de-

pende da velocidade que o corpo tem e do espa�co que

percorre, mas ela n~ao �e nem a velocidade nem o espa�co

tomados separadamente. A quantidade de a�c~ao ser�a

tanto maior quanto maior for a velocidade do corpo

e quanto maior for o caminho percorrido. Ela �e pro-

porcional �a soma dos espa�cos multiplicados cada um

pela velocidade com a qual o corpo os percorre. �E essa

quantidade de a�c~ao que �e aqui o verdadeiro dispêndio

da Natureza e o que ela economiza o mais poss��vel no

movimento da luz.

Consideremos dois meios diferentes, separados por

uma superf��cie comum representada pela linha CD. A

velocidade da luz no meio que est�a em cima �e V e a ve-

locidade no meio que est�a em baixo �e W. Seja um raio

de luz AR que, partindo de um ponto dado A, deve che-

gar ao ponto B. Para encontrar o ponto R, onde o raio

deve se quebrar, busco o ponto onde ele, ao se quebrar,

torna m��nima a quantidade de a�c~ao. Logo, V.(AR) +

W.(RB) deve ser um m��nimo. Da��,

c

V:[AC2 + CR2]1=2 +W:[BD2 + CD2 � 2CD �CR+ CR2]1=2 = m��nimo.

Como AC, BD e CD s~ao constantes, temos:

V:(CR):d(CR)=[AC2 +CR2]1=2 �W:(CD �CR):d(CR)=[BD2 +DR2]1=2 = 0;

donde

V:(CR)=(AR) = W � (DR=(BR)) [(CR)=(AR]=[DR=(BR)] = W=V;
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ou seja, o seno da incidência est�a para o seno da re-

fra�c~ao na raz~ao inversa das velocidades que a luz tem

em cada meio.

Todos os fenômenos da refra�c~ao est~ao agora de

acordo com o grande princ��pio: a natureza, na produ�c~ao

de seus efeitos, age sempre pelas vias mais simples.

Desse princ��pio se segue que, quando a luz passa de

um meio a outro, o seno do ângulo de refra�c~ao est�a

para o seno do ângulo de incidência na raz~ao inversa

das velocidades da luz em cada meio.

Mas ser�a que essa quantidade de a�c~ao, que a Natu-

reza economiza no movimento da luz atrav�es de meios

diferentes, �e tamb�em poupada quando a luz �e re
etida

pelos corpos opacos ou se propaga em um meio uni-

forme? Sim, essa quantidade �e sempre a menor poss��vel.

Nos dois casos, da re
ex~ao e da propaga�c~ao, mantendo-

se a mesma velocidade para a luz, a menor quantidade

de a�c~ao fornece tanto o caminho mais curto como o ca-

minho mais r�apido. Mas esse caminho, mais r�apido e

mais curto, �e apenas uma conseq�uência da quantidade

de a�c~ao m��nima e foi essa conseq�uência que Fermat e

Leibniz tomaram como princ��pio. O princ��pio verda-

deiro uma vez descoberto, me permite deduzir todas as

leis que a luz obedece, seja em sua propaga�c~ao, seja em

sua re
ex~ao e refra�c~ao. Guardo para nossas assembl�eias

particulares a demonstra�c~ao geom�etrica do que a�rmo.

Conhe�co a repugnância que v�arios matem�aticos têm

pelas causas �nais aplicadas �a f��sica e concordo com

eles at�e certo ponto. N~ao �e sem perigo que as intro-

duzimos. O erro em que ca��ram homens como Fermat

e Leibniz ao segu��-los apenas con�rma quanto seu uso

�e perigoso. Pode-se, no entanto, dizer que n~ao foi o

princ��pio que os conduziu ao erro, foi a precipita�c~ao

com a qual eles tomaram como princ��pio o que n~ao era

mais do que conseq�uência.

N~ao se pode duvidar que todas as coisas sejam re-

gidas por um Ser supremo que, ao mesmo tempo que

imprimiu for�cas �a mat�eria que atestam sua potência, a

destinou a executar tarefas que con�rmam Sua sabedo-

ria. E a harmonia desses dois atributos �e t~ao perfeita

que, sem d�uvida, todos os fenômenos da Natureza po-

der~ao ser deduzidos de cada um tomado separadamente.

Uma mecânica cega e necess�aria obedece ao tra�cado da

Inteligência mais esclarecida e mais livre e se o nosso

esp��rito fosse su�cientemente vasto, ele veria igualmente

as causas dos fenômenos f��sicos, seja calculando as pro-

priedades dos corpos ou buscando o que houvesse de

mais conveniente para ser executado por eles.

O primeiro desses meios est�a mais ao nosso alcance,

mas n~ao nos leva muito longe. O segundo �as vezes nos

escapa, porque n~ao conhecemos bem qual �e a inten�c~ao

da Natureza e porque podemos nos enganar sobre a

quantidade que devemos considerar como o dispêndio

da natureza. Parece que os antigos �l�osofos deram os

primeiros passos neste tipo de Matem�atica. Buscaram

as raz~oes metaf��sicas nas propriedades dos n�umeros e

dos corpos; e quando disseram que a ocupa�c~ao de Deus

era a Geometria, falavam certamente dessa ciência que

compara as obras de Sua potência com as vis~oes de

Sua sabedoria. N~ao eram geômetras o su�ciente para

a tarefa pretendida: o que nos deixaram ou tem pouco

fundamento ou n~ao �e intelig��vel. A perfei�c~ao que a Arte

adquiriu depois deles nos levou mais pr�oximo de con-

seguir realiz�a-la, e contribuiu para isso talvez mais do

que toda a vantagem que esses grandes gênios tiveram

sobre n�os.
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