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Trezentos anos atras nascia, na Franga, Pierre Louis-Moreau de Maupertuis que viria a desempe-
nhar um papel importante na fisica do século XVIII. Principal defensor das teorias newtonianas
na Franga, Maupertuis é muito citado, nos livros de mecéanica, por ter sido o formulador original
do Principio da Minima Acao. De inicio, ele propds o principio para a dética geométrica e, poste-
riormente, tentou estendé-lo para a mecanica, uma tarefa que seria completada por Euler. Neste
trabalho apresentamos a tradugdo do artigo original de Maupertuis, de 1744, onde ele discute a
aplicagao do principio proposto para o comportamento da luz. Apresentamos também um apa-
nhado de sua vida e a obra. Ao lado disso, fazemos uma descrigao histérica abreviada acerca dos
diversos tipos de principios variacionais utilizados na fisica, de Fermat até o século XX.

I Introducao: Pierre Louis-

Moreau de Maupertuis

Quase todos os grandes fisicos tedricos se envolve-
ram, em algum momento, com a questao do status
dos principios variacionais na fisica, seja discutindo o
seu significado ou simplesmente utilizando-os pragma-
ticamente na formulacao de suas teorias ou modelos.
Essa questao continua, talvez de forma subrepticia,
a permear o pensamento descritivo da fisica contem-
poranea e a desempenhar um papel significativo no en-
sino da ciéncia “normal”. Mas basta examinar os li-
vros de mecanica classica, por exemplo, para nos depa-
rarmos com um espectro de significados atribuidos aos
principios variacionais.

A existencia de diferentes pontos de vista sobre o
significado conceitual de tais principios pode ser fa-
cilmente percebida quando se comparam dois exem-
plos extremos dentro desse espectro. Se abrimos, por
exemplo, o livto Mecanica, do famoso curso de Lan-
dau e Lifschtiz [1], veremos o principio de Hamilton
ser colocado, logo nos primeiros paragrafos, como a lei
basica da mecanica. Nessa abordagem, a segunda lei
de Newton, para sistemas conservativos, decorre desse
principio e as leis de conservagao surgem associadas as
simetrias da acgao classica; esse iltimo resultado deve
muito aos trabalhos da matematica Emmy Noether [2].

J4 na leitura do livro de mecanica de Kilminster [3],

encontramos o mesmo principio variacional reduzido a
um papel secundario, em relagao as leis de Newton, e
tendo um carater eminentemente matematico. FEle é
apresentado ali como uma formulacao alternativa e li-
mitada da dinamica newtoniana, e é feita uma critica
cerrada a posicao daqueles que atribuem ao principio

um maior significado fisico.

Nos mesmos textos de mecanica classica ou de
mecanica analitica, Maupertuis aparece, com bastante
frequéncia, como sendo o formulador de um dos primei-
ros principios variacionals, o principio da minima a¢ao,
com o qual pretendia construir uma descrigao fisica uni-
ficada da natureza. Segundo muitos desses livros, as
razoes para a introducao do principio da minima acao
emanariam fundamentalmente das convicgoes religio-
sas de seu proponente, mas isso é apenas uma parte
da histéria, como veremos adiante. Pouco depois de
ter publicado seu trabalho original, em que propoe o
principio de minima acao para o comportamento da luz,
Maupertuis tentou estendé-lo para a mecanica. Seu su-
cesso, no entanto, foi bastante limitado. A iniciativa s
progrediu com a entrada em cena de seu amigo Euler
que, muito mais dotado que ele em fisica e matematica,
conseguiu construir um principio da minima a¢ao cor-
reto para a mecanica, embora de aplicacao restrita aos

sistemas com energia constante.

O nome de Maupertuis aparece também, de forma
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reiterada, nos estudos dos historiadores da ciéncia que
analisam a difusao do newtonianismo na Europa. Para
muitos deles, Maupertuis foi o principal defensor e di-
vulgador na Franca das novas teorias newtonianas, em
particular da mecanica e da lei da atracao gravitacio-
nal. Sua memoria Sur les lois de ’attraction, publicada
pela Academia de Ciéncias de Paris em 1732, constituiu
o primeiro artigo explicitamente newtoniano no seio da
cidadela cartesiana. Além de defender conceitualmente
as 1déias de Newton, Maupertuis, juntamente com La
Condamine, estabeleceu um verdadeiro programa para
testar as previsoes nmewtonianas em contraposi¢ao as
dos cartesianos, tendo com base a questao da forma
da Terra. Segundo a boutade bem conhecida de Vol-
taire: “Em Paris se representa a forma da Terra como
um melao, em Londres ela é achatada nas duas extre-
midades.”

Maupertuis foi o condutor da expedicao a Laponia,
em 1736/37, com o objetivo de medir o comprimento de
um grau ao longo do meridiano. As medidas realizadas
por ele e seus companheiros, entre os quais Clairaut e
Celsius, confirmaram as suposi¢oes de Newton sobre o
achatamento da Terra. Esse resultado teve uma grande
influéncia na aceitacao da teoria newtoniana, entre ou-
tras razoes, pelo fato de que, mesmo a expedicao tendo
sido capitaneada por um francés, contradizia a teoria
proposta pelos cartesianos. A expedicao de La Con-
damine e seus colegas, que se dirigiram as vizinhangas
do equador, na Amazonia peruana, confirmariam anos
depois o achatamento da Terra.

Ja entre os historiadores da biologia, as referéncias
a Maupertuis estao asseguradas especialmente por sua
obra Vénus Fisica (1745), que teve grande sucesso de
publico na época e na qual expunha as principais te-
orias sobre a origem do homem. Propunha também
um sistema com o qual pretendia explicar a reproducao
humana, incorporando a ele varias extrapolacoes fanta-
siosas, e discutia a origem das “ragas” humanas; chegou
mesmo a esbocar idéias sobre a heranca dos caracteres
adquiridos, que viriam a empolgar os bidlogos do século
seguinte.

Se nos voltarmos para a histéria das instituic¢oes ci-
entificas e de como se estabelecem as relac¢oes entre o
poder e a ciéncia, no século XVIII, a figura de Mau-
pertuis nos traz também reflexdes interessantes. Em
varias de suas obras, permeadas de um moralismo algo
exacerbado, ele nos apresenta a visao de um mundo
ordenado e hierarquicamente fundado, que justifica e
tranquiliza a nobreza. Tais idéias nao ocorrem a toa.

Todo-poderoso presidente da Academia de Ciéncias de
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Berlim, a partir de 1746, uma academia fundada por
Frederico II, seu amigo e protetor, Maupertuis repre-
sentou durante um bom ntimero de anos o papel de
um dos cientistas europeus de maior influéncia e poder.
Poder esse que usava, as vezes, de forma autocratica e
autoritaria e que, por isso, fez com que colhesse o desa-
grado e a inimizade de muitos. Além disso, os franceses
nunca se esqueceram de que seu compatriota fora abri-
lhantar a academia e a corte da Prissia, enquanto que
os alemaes se recordavam sempre de sua origem fran-
cesa. Voltaire, que durante muitos anos havia sido ad-
mirador e amigo de Maupertuis, voltou-se depois con-
tra ele com sua peculiar e devastadora viruléncia. Por-
tanto, mesmo aqueles que se interessam apenas pela
literatura, poderao se deparar com a figura de Mauper-
tuis, travestida no cientista Dr. Akakia, na pena acida
de Voltaire, em seu Diatribes du Docteur Akakia. As
criticas de Voltaire e as polémicas acirradas em que se
envolveu teriam deixado suas marcas em Maupertuis,

quando morreu acabrunhado, na Suica, em 1759.

No ano de 1998, registra-se o aniversario do nasci-
mento de Maupertuis (Pierre- Louis Moreau de Mau-
pertuis), trezentos anos atrds, em Saint-Malo, Franca.
No mundo da ciéncia, essas comemoragoes retrospecti-
vas de datas “redondas”, embora detenham alguns ris-
cos evidentes, tornaram-se uma tradi¢ao importante.
Por um lado, tém um aspecto positivo ao permitir
que retornemos a fatos marcantes para refletir sobre
o fluxo histérico que limita e encadeia o desenvolvi-
mento da ciéncia. No entanto, além de trazerem a
mente uma certa atracao numerolégica destituida de
sentido, os registros de aniversarios de eventos ou de
personalidades traduzem avaliacdes subjetivas quanto a
relevancia dos fatos ou dos personagens reverenciados e
frequentemente encobrem escolhas pessoais e naciona-
listas. Com todos esses riscos em mente, recordaremos
brevemente a obra de Maupertuis, em razao dos trezen-
tos anos de seu nascimento. £ uma oportunidade para
voltarmos um pouco no tempo e analisarmos como o

principio de minima acao veio a luz dentro da fisica.

Estaremos, aqui, particularmente interessados nos
aspectos dos trabalhos de Maupertuis diretamente liga-
dos a introducao do principio da minima acao. Remete-
mos o leitor interessado em um aprofundamento maior
para os livros e artigos indicados nas referéncias [4-8].
Limitar-nos-emos a apresentar um apanhado dos ante-
cedentes, do surgimento e de alguns desenvolvimentos
decorrentes do principio da minima a¢ao maupertuisi-

ano. O nosso objetivo principal, no entanto, é apre-
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sentar a traducao do trabalho original de Maupertuis
em que o principio fol introduzido pela primeira vez na
otica. A leitura de artigos originais da ciéncia é uma
boa oportunidade para que sejam percebidos os proces-
sos de criacao e de descoberta cientifica. Além disso,
do ponto de vista didatico, podem contribuir para um

melhor entendimento dos conceitos e teorias.

II O principio de minima acao:
de Fermat a Feynman

Os principios de minima ag¢do (ou, mais apropriada-
mente, principtos de a¢do estaciondria ou principios va-
riacionais) tém um lugar de destaque na descrigéo fisica
da natureza. Trata-se da suposi¢cao de que os fenomenos
naturais podem ser descritos matematicamente através
da minimiza¢do (ou mais precisamente, da estacionari-
dade) de determinada quantidade fisica. Isso é obtido
pela comparacao da variagao do valor dessa quantidade
(geralmente um funcional, ou seja um nimero associado
com cada trajeto), quando percursos vizinhos sdo com-
parados. Independentemente das interpretacoes fisicas,
metafisicas, religiosas, estéticas ou filosdficas a eles da-
das, mas que contribuiram certamente nas suas criacoes
e na definicao de seus significados, os principios variaci-
onais continuam a desempenhar um papel importante
dentro da fisica atual. Para Planck, por exemplo, a
ciéncia fisica “tem como seu objetivo mais elevado e
mais almejado ... condensar todos os fenomenos na-
turais que foram e que ainda serao observados em um
unico principio. (...) [O principio de minima acao] é a
mais abrangente de todas as leis fisicas que governam
igualmente a mecanica e a eletrodinamica.” [9]

A idéia de que a natureza segue um principio de
minimo esfor¢o ou de que “nao faz nada em vao” tem
uma origem muito antiga. No ano 75, por exemplo,
Heron de Alexandria propos que a luz segue sempre o
caminho mais curto ao se propagar em um meio ho-
mogéneo e, com isso, forneceu uma explicagao para a
igualdade entre o angulo de reflexao e o angulo de in-
cidéncia da luz. De 14 para ca, concepg¢oes similares
tém permeado quase todas as teorias mais abrangen-
tes da fisica. Podemos perceber; ao longo dos ultimos
séculos, cientistas que deram um destaque especial aos
principios variacionais dentro do anseio unificador das
teorias fisicas, como Fermat, Leibniz, Maupertuis, Eu-
ler, Helmholtz, Poincaré, Planck, Feynman. Por outro
lado, muitos nao atribuiam a eles qualquer significado

maior como Newton, d’Alembert e Lagrange, entre ou-

tros. Qutros, ainda, como Poisson, no século XIX| e
Born, na década de 50, formularam criticas veementes
a 1déia de atribuir um papel de importancia fundamen-
tal a esses principios. Para eles, o carater teleoldgico
assoclado com os principios variacionals nao deve ter
lugar na fisica.

Entre os principios da mecanica, fo1 a formulacao
variacional a que despertou as polémicas mais intensas
ao longo da histéria. As diferentes concepgoes sobre ela
resultaram, as vezes, em controvérsias acirradas, como
a que ocorreu entre Fermat e os cartesianos, no século
XVII, ou a polémica entre Maupertuis e Samuel Kronig,
no século XVIII, que envolveu também questoes de pri-
oridade cientifica e querelas pessoais. Varias questoes
estao presentes, de forma subjacente ou explicita, nes-
sas controvérsias sobre os principios variacionais, entre
elas: O que constitue uma verdadeira lei da natureza?
Qual a aplicabilidade dessas técnicas matemadticas a
descricao da natureza? Os principios de “origem me-
tafisica” tém lugar na fisica? O que distingue uma argu-
mentacao fisica de um arrazoado metafisico”? So téem
validade na fisica as explica¢oes mecanicas locais? As
causas finais podem persistir na fisica ou apenas as ca-
usas “eficientes”? Como distingui- las? Qual o status
epistemoldgico desses principios e o papel das descri¢oes
globais na fisica?

A histéria dos principios variacionals torna
explicitas muitas e interessantes conexoes entre idéias
cientificas, pressupostos filoséficos, concepcoes religio-
sas e culturais que variam com a época e com a cultura
subjacente. Eles estao matematicamente associados a
uma descri¢ao mais global dos fenomenos e na qual,
pelo menos em certa medida, a nocao de causa final
parece estar presente. No entanto, a concep¢ao meca-
nicista que emergia com os cartesianos, por exemplo,
desqualificava este tipo de descricao. A acao contigua,
por contato, era a forma basica para o entendimento do
mundo. Isto deveria se refletir em leis de movimento
locais. Com o desenvolvimento do calculo diferencial
e integral, chegar-se-1a a expressao dessas agoes locais

sob a forma das equacoes diferenciais.
a) Fermat e os cartesianos

Vamos apresentar, no que se segue, um apanhado da
controvérsia cientifica surgida entre Fermat e Descartes,
no século XVII [10], sobre a propagacio e a refragdo da
luz para podermos perceber as bases sobre as quais Ma-
upertuis se firmou para propor seu principio da minima

acao.
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No século XVII, dentro das concepgoes cartesianas,
a categoria das causas finais aristotélicas deveria ser
afastada da descricao fisica. Todas as tentativas de atri-
buir finalidade aos fenomenos fisicos, ou que pareciam
fazé-lo, eram batizadas de “metafisicas” e destinadas a
ser descartadas a priori. Contra essa corrente opor-se-
ia Fermat, numa polémica que ficou famosa na histéria
da ciéncia, por sua duragao e pela estatura dos opo-
nentes. A chamada lei dos senos para a refragao havia
sido proposta por Descartes e, independentemente, por
Snell. Na Didptrica (1737), Descartes apresentara uma
deducao dessa lei baseada em varias suposi¢oes: um
mundo pleno (sem vacuo) e a luz, que se propagava
instantaneamente, como uma tendéncia do meio sutil
(que preenchia o universo) a se mover [11]. Construiu,
entao, uma analogia da luz com uma bola incidindo so-
bre a superficie da agua, utilizou sua decomposicao do
movimento em componentes e fez a suposicao da con-
servacao da componente do momento na direcao para-
lela aos dois meios em contato. Um pressuposto fisico
essencial, na concepcao cartesiana, era também a idéia
de que a luz tem mais facilidade de se mover nos meios
mais densos. Essa ultima hipdtese incomodava particu-
larmente a Fermat, que intuia que a luz deveria ter velo-
cidade finita e se mover mais lentamente nos meios mais
densos. Apenas em meados do século XIX, a questao
seria decidida, em favor de Fermat, com os experimen-
tos de Foucault e Fizeau, e isso quando o avango técnico
velo permitir que experiéncias precisas da velocidade da
luz fossem executadas.

Fermat fez, logo apds a publicacao da Didpirica,
uma critica vigorosa da demonstragao da lei da refragao
feita por Descartes, embora a tivesse aceito logo depois
como empiricamente correta, dentro das limitagoes ex-
perimentais. Descartes reagiu com vigor as criticas de
Fermat, assim como o fizeram posteriormente seus se-
guidores. Cerca de vinte e cinco anos depois, Fermat
formularia seu principio de minimo tempo para a pro-
pagacao da luz. Sua proposi¢ao surgiu apds muitas ten-
tativas infrutiferas de entendimento do comportamento
da luz. Com ele, Fermat foi capaz de explicar as leis da
reflexao e da refracdao. Foi, entao, o primeiro a elabo-
rar, propor e justificar o uso de um principio de minimo,
com carater fortemente matematizado. Nesse principio,
a quantidade a ser minimizada é o tempo gasto para a
luz se propagar de um ponto a outro.

Em uma carta famosa, de janeiro de 1662, Fer-
mat relatou como havia chegado, de forma inesperada
e surpreendente, a uma “deducao” das leis da otica

geométrica, que lhe parecia inteiramente satisfatoria,
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pelo principio do trajeto mais facil (minimo tempo):
“Mas o prémio de meu trabalho foi extraordinario, o
mals imprevisto e o mais feliz que ja me aconteceu.
Porque, depois de ter passado por todas as equagoes,
multiplicacoes, antiteses e outras operacoes de meu
método, e de haver por fim concluido o problema - que
o senhor pode ver em folha separada -, encontrel que
meu principio fornecia justa e precisamente a mesma
propor¢ao das refracdes que Descartes havia estabele-
cido. Fiquel tao surpreso com um evento tao inespe-
rado, que a custo sai de meu espanto. Repeti minhas
operacoes algébricas diversas vezes e sempre 0O sucesso
foi 0 mesmo, ainda que minha demonstrac¢ao suponha
que a passagem da luz pelos corpos densos seja mais
dificil que nos corpos menos densos, o que eu creio que
é muito verdadeiro e indisputavel, e embora Descartes
suponha o contrario.” [12]

Na demonstracao de seu principio, Fermat utiliza
pela primeira vez seu principio de maximos e minimos.
Parte da observacao “intuitiva” de que em uma situacao
de maximo ou minimo, no cume de uma montanha ou
no fundo de um vale, por exemplo, um pequeno des-
vio no trajeto nao afeta significativamente seu com-
primento. Através de uma generalizacao matematica
dessa idéia, a determinacao de um maximo ou de um
minimo é feita pela analise do que ocorre quando a
quantidade considerada A sofre uma pequena variacao,
ou seja, quando se soma a ela uma quantidade muito
pequena. As condi¢Oes para a existéncia do maximo ou
do minimo sao fornecidas pela exigéncia de que a va-
riagao em torno de umasituagao ou trajeto estaciondario
deve ser nula.

No caso da refracao, a luz, para minimizar o inter-
valo de tempo, “busca percorrer” um trajeto maior no
meio menos denso, no qual tem uma velocidade maior,
e “busca percorrer” uma distancia menor no meio mais
denso. A trajetéria real surge como um compromisso
entre a necessidade de o trajeto total percorrido ser
o menor possivel e essa tendéncia de aproveitar ao
maximo o meio no qual a luz se move mais rapidamente.

Fermat provou, entao, que a trajetéria estaciondria,
em torno da qual a variacao do tempo total gasto no

trajeto é nula, leva & proporcao cartesiana:

sen(©;)/sen(Or) = v; /v, = n.

E curioso observar que a resolucao desse problema teve
importancia grande no calculo diferencial, sendo o pri-
meiro em que se aplicou, de forma rigorosa, um pro-

cedimento de minimizacao. Note-se também que, em-
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bora a lei obtida por Fermat dé a mesma (e correta)
proporcao de Descartes, ela leva a uma razao entre os
senos que depende diretamente das velocidades e nao
inversamente, como ocorre com a propor¢ao cartesiana
e como viria a ser novamente proposto por Maupertuis,
como veremos mais adiante.

A réplica acida dos cartesianos ao principio pro-
posto por Fermat, feita através de Clerselier, nao tar-
dou muito. Foram feitas varias objecoes ao principio,
embora fossem elogiadas a engenhosidade da demons-
tragdo e sua correcao matematica. Apds tecer varias
criticas a proposicao de Fermat, Clerselier sintetiza dog-
maticamente: “A diferenca é que vés nao provais nada,
mas fazeils uma suposi¢ao por principio, que a luz passa
mais facilmente nos corpos ralos do que nos densos, en-
quanto Descartes prova, e nao simplesmente supoe, que
a luz passa mais facilmente nos corpos densos que nos
ralos.”

Mas a principal critica ao principio proposto por
Fermat se refere a suposicao de que a natureza obedece
ao principio das vias mais curtas e simples: tratar-se-
1a de um principio moral e nao fisico, de natureza te-
leolégica e, portanto, inaceitavel na 6tica cartesiana. O
principio colocaria também a natureza em uma inde-
cisao. Por que ela nao seguiria a trajetéria mais curta,
a reta, se segue as vias mais curtas e simples? Qual
seria o caminho mais stmples: o mais rapido ou o mais
curto? E como a natureza sabe o caminho a escolher?
E o raio de luz, estando ja no ar, como podera saber
para onde se inclinar se meios diferentes (dgua ou vidro)
forem colocados a sua frente?

Pouco depois, Fermat respondeu com ironia e com
uma consciente antevisao de que a histéria da polémica
ainda nao estava terminada:

“ ...nao pretendo nem jamais pretendi ser o con-
fidente secreto da natureza. FEla tem vias obscuras e
ocultas que nao tentel jamais penetrar; eu apenas havia
lhe ofertado um pequeno auxilio de geometria acerca do
assunto refracao, se ela tivesse necessidade disso. Mas,
porque o senhor me assegura que ela pode cumprir suas
tarefas sem a geometria e que se contenta com o cami-
nho que Descartes lhe prescreveu, eu abandono de bom
coragao, em vossas maos, minha pretensa conquista de
fisica. E suficiente para mim que o senhor me deixe de
posse de meu problema de geometria inteiramente puro
e in abstracto, por meio do qual se pode encontrar a
rota de um mével que passa por dois meios diferentes
e que busca concluir seu movimento da maneira mais
rapida possivel.” Finalizando sua carta, Fermat citava

ironico: Quando serd il vero/ Si bello, che si posa a

ti preporre? e afirmava que, a partir dali, cruzaria as

armas. O embate terminara.

b) Huygens, Newton e Leibniz

Mencionemos brevemente como a questao da pro-
pagacao da luz era vista pelos trés grandes cientistas
que surgiram na segunda metade do século XVII. Huy-
gens, um dos seguidores mais brilhantes de Descartes,
estudando novamente o problema da propagacao da
luz, construiu um modelo em que essa permanece como
um movimento transmitido por contato, mas nao mais
instantaneo. Sua analogia inicial para a propagagao
baseia-se em um modelo constituido por um conjunto
de esferas elasticas e contiguas que podem transmitir
uma perturba¢ao por contato. Como contribuicao es-
sencial para o estudo da propagacao da luz, estabeleceu
o justamente famoso Principio de Huygens [13]. A par-
tir desse e de sua teoria ondulatdria, chegou também
ao Principio de Fermat. Para Huygens, a velocidade da
luz é maior no meio menos denso.

Ja Newton foi um critico vigoroso, por um lado,
das concep¢oes cartesianas, mas deu continuidade, em
outros aspectos, a visao cartesiana da luz. Para ele,
Descartes “demonstrou, nao sem elegancia, a verdade
da lei da refracao, desde que nao deixou margem a
diuvida quanto as causas fisicas que supos.” Em sua
teoria, Newton aprimorou significativamente a dedugao
mecanica de Descartes, e seu modelo bésico passou a
ser diverso: a luz é agora constituida de corpusculos. A
refracao se tornou um caso particular de dinamica da
particula: os corpisculos sofrem uma atracao maior na
direcao das particulas do corpo mais denso. A forca
age perpendicularmente a interface. Para dar conta
dos fenomenos de interferéncia, que traduziam um com-
portamento ondulatorio em contradicao com a hipdtese
corpuscular, Newton introduziu o conceito ambiguo, e
que ja deu margem a muita especulacao entre historia-
dores e cientistas, dos “fits of easy reflexion (transmis-
sion)” pelos quais a passagem da luz é periodicamente
dificultada ou facilitada [14]. Para Newton a luz tem
velocidade finita e, na linha cartesiana, é mais rapida
nos meios mais densos. Apesar de sua fisica estar forte-
mente impregnada de concepgoes teoldgicas e de varias
afirmacoes esparsas sobre o fato de que “a natureza
nao faz nada em vao”, Newton, em sua mecanica, nao
dedicou interesse aos principios de minimo; o mesmo
ocorreu com os principios de conservagao que nao tém

funcao dentro de sua visao de mundo dinamicista e
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na qual Deus desempenha um papel permanente para
mante-lo funcionando.

No inicio do século XVIII, Leibniz propos para a
luz o principio do caminho mais ficil (ou “menor re-
sisténcia”) [15]. Mas, para ele, ao contrario de Fermat,
a velocidade da luz serd maior nos meios mais densos:
as particulas deste meio estao mais juntas, o que im-
pede a luz de ser difundida e leva a que seu fluxo seja
acelerado, como um jato de agua fica mais rapido em
uma passagem mais estreita. A resisténcia é, entao,
proporcional a velocidade. Segundo Leibniz: “A de-
monstra¢ao do mesmo teorema [lei dos senos] que Des-
cartes desejava oferecer por meio das causas eficientes,
estd longe de ser tao boa [como a demonstracao de Fer-
mat da mesma lei], a partir das causas finais, isto é, o
principio do minimo tempo.” Leibniz formulou, entao,
qualitativamente o principio de menor resisténcia ou do
caminho mais facil para a luz. Em notacao atual, pode-
mos escrever: §(XR-As) =0, onde R é uma quantidade
(mal definida por Leibniz) que mediria a resisténcia do
meio e s é a variavel que descreve o trajeto. No en-
tanto, Leibniz nao deixou claro como devia ser feita a
medida dessa resisténcia nem aplicou o seu principio a
casos especificos. A fundamentacao metafisica de Leib-
niz fica clara em sua afirmacao de que “a causa final
nao serve somente a virtude e a piedade na ética e na
teologia natural, mas também a propria fisica na busca

e descoberta de verdades ocultas.”
¢) Maupertuis e seu principio

Um papel tentativo de conciliagao de um principio
variacional similar ao de Fermat com a descricao car-
tesiana e newtoniana, que estd baseada em acoes lo-
cals, val ocorrer com Maupertuis. Em seu famoso
artigo de 1744, Acordo entre diferentes leis da natu-
reza que até agora pareciam incompativeis, citado com
frequéncia, mas ao que parece pouco lido, ele estabele-
ceu um principio de minimo esforco para o comporta-
mento da luz [16]. Nesse artigo, o caminho que a luz
toma é aquele no qual a quantidade de acao é minima.
Para Maupertuis a quantidade de acao é proporcional
a soma dos espacos multiplicados cada um pela velo-
cidade com a qual o corpo os percorre: §(XvAs) = 0.
Essa quantidade de agao é o verdadeiro dispéndio da
Natureza e o que ela economiza ao mMaximo na pro-
pagacao da luz.

No seu artigo original, a partir de comentarios
criticos iniciais sobre as conjecturas e hipdteses de

varios de seus predecessores, Maupertuis expoe sua
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novaidéia. Usa um interessante argumento de simetria,
similar aos dos cartesianos, para criticar o principio
do minimo tempo de Fermat e para propor seu novo
principio: “Com feito, que preferéncia deveria ter aqui
o tempo sobre o espaco? A luz nao podendo mais se-
guir ao mesmo tempo pelo trajeto mais curto e pelo
mais rapido, por que iria por um deles e nao pelo ou-
tro? A luz nao segue nenhum dos dois trajetos, ela
toma um caminho que tem uma vantagem mais real: o
caminho que ela toma € aquele no qual a quantidade de
acao é minima. Falta explicar agora o que entendo por
quantidade de a¢do (...). Ela é proporcional & soma dos
espacos multiplicados cada um pela velocidade com a
qual o corpo os percorre. E essa quantidade de acao
que é aqui o verdadeiro dispéndio da Natureza e o que
ela economiza o mais possivel no movimento da luz.”
Note-se que o conceito de acdo ja havia sido introdu-
zido por Leibniz, como, alias, é reconhecido pelo préprio
Maupertuis.

Observe-se ainda que, para ele; a velocidade da luz é
mailor no meio mais denso. “Tudo se passa, no entanto,
ao contrario... dado este fato - que a luz se move mats
rdptdo nos metos mais densos - todo o edificio que Fer-
mat e Leibniz construiram é destruido. A luz quando
atravessa meios diferentes nao vai nem pelo caminho de

>

menor distancia nem pelo de menor tempo.” Mauper-
tuis atribuiu incorretamente a Leibniz a suposicao de
que a luz é mais rapida nos meios menos densos.

Em sua deducao do caminho de menor acao, Mau-
pertuis utilizou um deducgao similar a original de Fer-
mat, evidentemente substituindo a condi¢ao de trajeto
mais rapido para trajeto em que a acao é minimizada.
A forma do trajeto (dada pela lei de refracdo) continua
a mesma, s que agora estd baseada na suposicao de
que a velocidade da luz é maior no meio mais denso.
Em funcao disso, o intervalo de tempo que na soma de
Fermat, a ser minimizada, aparece no numerador, na
expressao de Maupertuis aparecera no denominador.

Um ponto pouco destacado nos livros de histéria da
mecanica é o fato de que a tentativa de Maupertuis é,
de certo modo, conciliatéria entre as duas visoes, local
e global, para a descricao dos fendmenos fisicos. Nao se
trata de uma posicao que propoe eliminar a descri¢ao
newtoniana local. Ele advoga, de fato, um certo plura-
lismo descritivo, que seria retomado por Euler: a pers-
pectiva de acoes locais, traduzida nas equacoes diferen-
ciais, e a descricao global, pelos principios de minimo,
se tornam compativeis e confirmam o poder e a sabe-
doria de Deus. Assim, escreve: “Nao se pode duvidar

que todas as coisas sejam regidas por um Ser supremo
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que, ao mesmo tempo que imprimiu forcas a matéria
que atestam sua poténcia, a destinou a executar tare-
fas que confirmam Sua sabedoria. E a harmonia desses
dois atributos é tao perfeita que, sem duvida, todos
os fenomenos da Natureza poderao ser deduzidos de
cada um tomado separadamente. Uma mecanica cega
e necessaria obedece ao tracado da Inteligéncia mais
esclarecida e mais livre e se o nosso espirito fosse su-
ficientemente vasto, ele veria igualmente as causas dos
fenomenos fisicos, seja calculando as propriedades dos
corpos ou buscando o que houvesse de mais conveniente
para ser executado por eles.”

Uma questao recorrente, que recebe muito destaque
nos livros de mecanica que tecem algum comentario de
fundo historico sobre Maupertuis, refere-se aos pres-
supostos religiosos que levaram Maupertuis a formu-
lar o seu principio. Embora isso tenha um fundo
claro de verdade, nao se pode ignorar que, como po-
dera ser percebido da leitura do artigo de Maupertuis,
seu principio estd absolutamente integrado e baseado,
de forma coerente, em desenvolvimentos anteriores da-
quilo que poderiamos chamar de fisica matematica da
época. Além disso, até meados do século XVIII, ar-
gumentos explicitamente metafisicos e religiosos fazem
parte integrante das analises da grande maioria dos ci-
entistas. Basta nos lembrarmos de Descartes, Newton,
Leibniz e mesmo Euler. Paulatinamente, esse tipo de
argumentacao perde for¢a na fisica, ao longo do século
XVIII, esvaindo-se lentamente com a emergéncia dos
filésofos ilustrados. A critica de d’Alembert e o ilumi-
nismo vao tornar demodé este tipo de argumentagao e
promover, pelo menos na fisica, uma separacao mais
nitida entre ciéncia e argumentos de origem religiosa.

O ponto mais fraco da formulacao de Maupertuis
situa-se na sua tentativa de estender o principio, in-
troduzido inicialmente para tratar do comportamento
da luz, para analisar fenomenos na dinamica das
particulas. Assim, tentou analisar os problemas de
equilibrio e de choque entre particulas baseando-se na
mesma idéia da minimizacao da a¢ao. Seu artigo, de
1746, onde pretende estender o principio para toda a
mecanica, tinha o titulo: Les lois du mouvement et du
repos déduites d’un principle métaphysique [17]. Aqui
afirma, de forma geral: “em todas as mudancas que
ocorrem no universo, a soma dos produtos de cada
corpo multiplicados pela distancia em que ele se move
e pele velocidade com a qual se move, é a minima
possivel.” Contudo, como destacado por Yourgrau e
Mandelstam [8], seu uso da quantidade de a¢do se mos-

tra confuso e limitado, o que fica evidenciado nas ten-

tativas praticas de aplicar seu principio; falha ainda na
defini¢ao precisa dos intervalos nos quais o principio
deve ser aplicado. Isso levou a que nao conseguisse ex-
trair novos e significativos resultados com a utilizacao
de seu principio na mecanica. Seu mérito maior, na
proposicao do principio de minima acao, reside no as-
pecto geral de tentar introduzir um principio unificador

para toda a dinamica newtoniana.

Na medida em que corriam os anos, Maupertuis
buscou estender seu principio para englobar todos os
fenomenos da natureza. Em trabalhos posteriores,
como em seu influente Essai de cosmologie (1750) [18],
tenta abarcar com ele toda a obra da criagao: “pelo fato
de se encontrar que as leis do movimento assim dedu-
zidas [deste principio] sdo precisamente as mesmas ob-
servadas na natureza, podemos admirar a sua aplicacao
a todos os fenomenos, no movimento dos animais, na
vegetagao das plantas, na revolucao dos corpos celes-
tes: e o espetaculo do universo se torna o maior, o mais
belo, o mais digno de seu Autor... Essas leis, tao belas
e tao simples, sao talvez as unicas que o Criador e Or-
ganizador das coisas estabeleceu na matéria de modo
a englobar todos os fendmenos do mundo visivel.” No
seu Ensaio de filosofia moral de 1749, ele chegou mesmo
a sugerir um modelo de aritmética moral baseado em
seu principio da minima a¢ao: no comportamento hu-
mano e na acao politica, tratava-se de minimizar as
dores e privagdes e maximizar os prazeres. E conclui-
ria, coerente com seus pressupostos ideoldgicos, que o
cristianismo € a maneira mais eficiente de se maximizar
a felicidade, definida por ele como a diferenca entre a

soma dos momentos felizes e a dos momentos infelizes.

Em 1749, D’ Arcy faz varias criticas ao principio pro-
posto por Maupertuis, em particular & sua definicao
de acao e ao uso feito do principio nos problemas de
choques de particulas [19-21]. Algum tempo depois,
uma polémica acirrada se deslanchou, tendo com ful-
cro a questao da prioridade quanto a formulacao do
principio, se por Maupertuis ou por Leibniz. O ma-
tematico Samuel Kronig, um antigo protegido de Mau-
pertuis, afirmou publicamente, em 1751, que Leibniz
havia ja formulado o principio da minima agao, em
uma carta escrita a Hermann, em 1707, muitos anos
antes de Maupertuis [22]. Maupertuis respondeu com
extrema dureza, exigindo provas da autenticidade da
carta de Leibniz e conseguindo da Academia de Ciéncias
de Berlim um posicionamento inteiramente a seu favor
[23]. Essa polémica atingiu tons de violéncia elevada,

teve episédios lamentaveis e nao alcangou, em relacao
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ao conteddo cientifico, o grau de profundidade da con-
trovérsia entre Fermat e os cartesianos. Do lado de
Maupertuis se postou decididamente Euler. Do lado
contrario, se colocou Voltaire que, a partir de 1752,
passa a ironizar profundamente Maupertuis, antes seu
amigo e 1dolo, escrevendo a Diatribes du Docteur Aka-
kia. Quanto a carta e aos trabalhos de Leibniz, de
fato ele ja havia proposto anteriormente a idéia de um
principio de minima agao, mas de forma bastante vaga
e qualitativa. Leibniz dava mais énfase, no entanto,
a 1déia dos principios conservativos do que a de um
principio de minimo. Nao se pode, portanto, caracteri-
zar o trabalho de Maupertuis como plagio mesmo se, o
que é pouco provavel, ele tivesse tido acesso anterior a

carta de Leibniz.

d) No rastro de Maupertuis: de Euler a Feyn-
man

Euler, estendendo e precisando as idéias de Ma-
upertuis, propoe também um principio de acao esta-
clonaria para a mecanica, na forma de um teorema ma-
tematico bem construido, que poderia ser escrito hoje
na forma: 6ff(vd5) = 0, (valido para trajetos virtu-
als com energia constante) [24-25]. Para ele: ‘Desde
que todos os processos na natureza obedecem a cer-
tas leis de maximo ou minimo, nao ha diavida de que
as curvas, descritas pelos corpos sob a influéncia de
forcas arbitrarias, também possuem alguma proprie-
dade de maximo e minimo.” Reconheceu também que
o principio, na forma proposta, se aplicava a sistemas
cujas forcas dependem apenas da posi¢ao e apontou que
os sistemas dissipativos nao se prestariam a esse tipo de
descricao.

Segundo Lanczos, Euler teria descoberto o principio
da minima acao independentemente de Maupertuis,
uma posi¢ao que é partilhada por outros estudiosos do

“... Euler mesmo tinha desco-

periodo considerado:
berto o principio pelo menos um ano antes de Mauper-
tuis, e em sua forma inteiramente correta. Em particu-
lar, Euler sabia que tanto o movimento real como o mo-
vimento variado tinha de satisfazer a lei da conservacao
da energia. Sem essa condi¢ao auxiliar a quantidade de
acao de Maupertuis (...) perde todo seu significado.”
[26] Para Lanczos, Euler, apesar de ter percebido a
fraqueza do argumento de Maupertuis, absteve-se de
qualquer critica & formulagao feita por ele. E teria,
em um ato de extrema modéstia, usado sua autoridade
em favor de proclamar Maupertuis como o inventor do

principio da minima acao. Brunet defende também a
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posicao de que ambos, Maupertuis e Euler, teriam che-
gado ao mesmo principio quase simultaneamente. Mas,
para ele: a influéncia de Maupertuis nao somente
sobre Euler, mas ainda sobre Lagrange, foi bastante
mais profunda do que se poderia supor de inicio. No
que se refere a Euler, parece-nos que colocar em duvida
a sinceridade de suas afirmacoes reiteradas sobre a prio-
ridade de Maupertuis seria exagerar singularmente sua
atitude de amizade respeitosa para com o presidente da
Academia de Berlim, até reduzi-la, contra a verdade, a
uma adula¢ao mais ou menos interessada.” [7, pag. 80].

Nao é demais lembrar que Euler, enfronhado com o
contexto geral de sua época, val também buscar apoio
em argumentos religiosos para o principio que utiliza,
embora faga isso com menor énfase que Maupertuis e
muito melhor escorado em suas fundamentag¢oes ma-
tematicas e fisicas. Euler advogava também uma con-
cepcao descritiva pluralista para fisica: “Por isso se vé
que deve haver um método duplo de resolver os pro-
blemas da mecanica. Um deles é o método direto que
estd baseado nas leis do equilibrio ou do movimento,
enquanto o outro é aquele que acabo de mencionar, em
que, pelo uso da férmula que deve ser um méaximo ou
um minimo, a solu¢ao é encontrada através do método
de mazimis et minimis. A primeira fornece a solucao
pela determinacao do efeito pelas causas eficientes; o
outro tem em vista as causas finais e deduz dai o
efeito. Ambos devem conduzir & mesma solucao, e é
essa harmonia que nos convence da verdade da solucao,
posto que cada método deve estar fundamentado em
principios indubitdaveis. Mas é freqientemente muito
dificil descobrir a férmula que deve ser um maximo ou
um minimo, e pela qual a quantidade de agao deve ser
representada. E uma pesquisa que pertence menos a
matematica do que & metafisica, porque se trata de
conhecer a finalidade que a natureza se propoe nessas
operacgoes. Seria conduzir essa ciéncia ao seu mais alto
grau de perfeicao, se estivéssemos em condicoes de as-
sinalar, para cada efeito que a natureza produz, essa
quantidade de acao que é a menor possivel, e da qual
poderiamos deduzir os principios primeiros de nosso co-
nhecimento.”

Por seu lado, Lagrange, em sua Mecanica Analitica,
produziu uma formulagao geral do principio de acao es-

taciondria (sistema de n corpos interagindo):

B B
6E:cte(m1 / vldsl + mz/ UzdSz + ) =0.
A A

Coerente com os novos tempos - recordemo-nos a in-
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fluéncia marcante dos iluministas no periodo entre ele
e Maupertuis -, o principio, para ele, deve ser conside-
rado como conseqiiéncia das leis basicas da mecanica
e nao proveniente de postulados metafisicos ou funda-
mentado em pressuposi¢des de cardter religioso [27]
Em 1834, o fisico e astronomo irlandés William Ho-
wan Hamilton estabelece uma poderosa analogia entre
a mecanica e a dtica, conectando o principio de Fermat
ao principio de Maupertuis (para a luz) [28]. Chegou
também a forma atual bdsica e mais usada do principio
variacional da mecanica, que ganhou a denominagao de

principto de Hamilton:

2
55:5/ (T — V)dt =0,
1

onde T é a energia cinética e V a energia potencial do
sistema. E curioso destacar que Poisson, pouco tempo
antes, consideraria o principio da acao estacionaria um
resultado de carater secundario, e que seria, portanto,
uma “regra inutil” na mecanica [29]. Ele enfatizou
também que o principio, na forma proposta por Euler,
tinha aplicacao limitada aos sistemas conservativos.

Para Mach, em abordagem filoséfica diversa, feita
em 1889, os principios variacionals expressam nao uma
economia da natureza, mas uma economia do pen-
samento humano [30]. J4& Helmholtz, neste mesmo
periodo, adota uma postura mais pragmatica e se pre-
ocupa em estender e determinar os limites de aplicabi-
lidade dos principios variacionais. Ele os constréi para
o eletromagnetismo e para a termodinamica reversivel.
Discutiu também as condi¢Oes gerais que um sistema
de equacdes diferenciais (de segunda ordem) deve satis-
fazer para poder ser descrito por um principio variacio-
nal global [31]. Esse resultado viria a ser generalizado,
em 1913, pelo matemdtico italiano Vito Volterra [32].
Isso permite um entendimento mais profundo dos limi-
tes de aplicabilidade dos principios variacionais, parti-
cularmente aos sistemas dissipativos. Trata-se, estra-
nhamente, de um resultado importante mas que é ra-
ramente citado nos livros de mecanica ou de teorias
de campo. O principio variacional era visto por Helm-
holtz como a lei natural unificadora que poderia englo-
bar todos os dominios da fisica. Considerava-o como
um principio heuristico e como guia para formular as
leis dos outros fenomenos naturais.

Em face das dificuldades que identificava nos
dois grandes sistemas mecanicos, o newtoniano e o
energético, Hertz propos, em 1894, em seu livro Os
principtos da mecdanica apresentados em wuma nova

forma, um novo sistema que tenta supera-las, ou pelo

menos mitiga-las, e que estivesse de acordo com os
critérios que as teorias cientificas deveriam satisfazer,
segundo sua visao [33]. A nova dinamica de Hertz se
reduzia, num certo sentido, & cinematica. Sua lei de
movimento fundamental era: cada sistema livre persiste
em seu estado de repouso ou de movimento na trajetéria
mais “reta”. Essa lel pode ser expressa de outras ma-
neiras: como um principio de aceleracdo minima ou na
forma do principio de Gauss dos minimos quadrados.
Trata-se de um principio variacional local, ao contrario
do principio de Hamilton que possui carater global.

Em seu sistema, Hertz introduziu sistemas com
vinculos (conexdes geométricas) que ligam os objetos
e elementos hipotéticos, as massas ocultas, por tras de
todos os fenomenos naturais. A idéia de Hertz, com
seu novo principio, era superar a nocao de forca, um
dos entraves mais sérios que identificava no sistema
classico; para isso, aproveita-se de uma modificacao
dos principios variacionais, que o atraiam fortemente,
tornando-os locais e imunes a critica de carregarem
uma concepcao teleoldgica. As dificuldades do sistema
energético, no que se refere ao conceito de energia po-
tencial, sao aqui superadas também pela uso das massas
ocultas. O preco conceitual a pagar é a introducao des-
ses objetos fisicos nao mensuraveis, as massas ocultas.
Essa tentativa de Hertz constituiu-se em seu canto de
cisne e também na ultima grande empreitada unifica-
dora, dentro da perpectiva de se basear toda a fisica em
mecanismos classicos.

Mesmo com o surgimento da relatividade especial e
geral, no inicio deste século, os principios variacionais
nao foram descartados. Significativamente, na relativi-
dade o principio basico para o movimento esta baseado
na estacionaridade da separacao no espago- tempo, o
que contorna a objecao de Maupertuis sobre a assime-
tria entre o uso do intervalo de tempo ou da distancia
percorrida, que aparecia nos principios de minimo ante-
riores a ele. Tanto a lei do movimento como as equagoes
de campo, dentro da relatividade geral, vao encontrar
uma expressao variacional nas maos de Einstein e de
Hilbert, no final de 1915 [34-35].

Com a introducao da idéia de que ondas estao asso-
ciadas & matéria, um resultado inspirado no comporta-
mento do féton e em dedugoes relativisticas, De Broglie
viria possibilitar, em um trabalho de 1924, a conciliac¢ao
do principio de Fermat para a luz com o principio de
Maupertuis para a matéria [36].

Mesmo a mecanica quantica que, num primeiro mo-
mento, parecia eliminar, com seu carater probabilistico

[37], a possibilidade de uma formulacao baseada na
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comparacao de trajetérias bem definidas, pode ser tra-
duzida em um principio variacional adequadamente ge-
neralizado. Em um trabalho cldssico [38], Feynman,
que partira de uma sugestao inicial de Dirac, criou
um principio variacional latu sensu, que engloba os
fenomenos quanticos. Seu postulado basico vai afirmar
que todas as trajetorias sao possivels, ao contrario da
formulacao classica na qual s6 a trajetéria estacionaria
é real, mas tém associadas com elas probabilidades (ou
mais precisamente, amplitudes de probabilidade) dife-
rentes.

Segundo Feynman:  Todas as trajetérias sao
possiveis e a amplitude de probabilidade de cada uma,
entre dois pontos 1 e 2 ¢é medida pela agao cldssica:
< 1/2 >= Aexp{iS/h}. A amplitude de probabilidade
é um numero complexo e a soma das amplitudes de cada
trajeto possivel leva a amplitude de probabilidade total.
Esse numero quando elevado ao quadrado fornece a pro-
babilidade total do evento mencionado ocorrer (no caso,
de a particula, estando inicialmente na posicao 1, ser

encontrada posteriormente na posicao 2). Significati-
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vamente, e de forma muito bonita e elegante, Feynman
mostrou que a equacgao de Schrodinger que descreve
os fendmenos quanticos (nao-relativisticos) decorre de
seu postulado. O limite classico também é restaurado
quando o postulado generalizado de Feynman se reduz
ao principio variacional usual, nos casos em que a acao
envolvida no processo é bem maior que o valor da cons-
tante de Planck, uma medida quantizada da acdao. Este
trabalho de Feynman trouxe também uma resposta a
muitos criticos do uso dos principios variacionals na
fisica como tijolos tedricos em suas fundagoes; eles se
escoravam no fato de que a teoria fisica fundamental, a
mecanica quantica, nao parecia capaz de admitir uma
descricao deste tipo. De certa forma, a estrutura global
dos principios variacionais encontrou similaridade nos
fenomenos quanticos, que tém na globalidade uma de

suas caracteristicas marcantes.

O quadro I resume, em uma listagem cronoldgica,
algumas das principais contribuicoes referentes aos

principios variacionais na fisica.

QUADRO I - PRINCIPIOS VARIACIONAIS NA FISICA

Principio Variacional
Heron de Alexandria A luz segue o trajeto mais curto em
(c.75) meios homogéneos (reflexo).
Ibn Haytham A luz segue o caminho mais facil
(1039) (menor resisténcia).
Fermat Principio do minimo tempo: a luz segue o caminho mais
(1662) rapido na reflexdo e na refragéo.
Leibniz Luz segue o caminho mais facil
(1710) (menor resisténcia).
Maupertuis Formula o Principio da Minima A¢do: a luz segue o
(1744) caminho que minimiza essa quantidade.
Tenta estender o principio para a mecanica.
Euler Estabelece o Principio da Minima
(1744) Ag¢do para a mecanica, valido no
caso de energia constante.
Hamilton Introduz o Principio de Hamulton.
(1834) Analogia entre a ética e a mecanica.
Helmholtz Principio variacional para o eletromagnetismo.
(1887) Formula o problema variacional inverso.
Hertz Principio variacional de novo tipo, com caracteristicas
(1894) locais, como lei basica da fisica.
Volterra Teorema geral sobre o problema
(1913) inverso do célculo variacional.
Hilbert e Einstein Principio variacional para
1916) a relatividade geral.
De Broglie Ondas de matéria: unificacao do Principio de Fermat e do
(1923) Principio de Maupertuis.
Feynman Generalizacao do principio variacional
(1948) para a mecanica quantica.
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IIT O artigo de Maupertuis:
“Acordo entre diferen-
tes leis da natureza que
até agora pareciam in-
compativeis” [Mémoires de
I’Académie des Sciences de

Paris, 417 - 426 (1744)]

Nao se deve exigir que os diversos meios para aumentar
nossos conhecimentos conduzam-nos as mesmas verda-
des, mas seria desanimador ver as proposi¢oes, que sao
apresentadas pela Filosofia como verdades fundamen-
tais, serem desmentidas pelos raciocinios da Geometria
ou pelos calculos da Algebra. Um exemplo memoravel
dessa contradicao se situa numa das dreas mais impor-
tantes da Fisica. Depois da renovagao das ciéncias, ou
mesmo desde suas origens, nao se fez descoberta mais
bela do que aquela que se refere as leis que a luz obe-
dece, quando ela se move num meio uniforme ou quando
encontra corpos opacos e é refletida nas superficies, ou,
ainda, quando corpos transparentes obrigam-na a mu-
dar de direcdao ao atravessa-los. Essas leis constituem
os fundamentos de toda a ciéncia da luz e das cores.

No entanto, talvez se pudesse demonstrar melhor
sua importancia se, ao invés de apresentar um assunto
tao extenso, me detivesse somente em uma parte, ofe-
recendo apenas casos mais limitados e melhor conheci-
dos. Ou se dissesse que essas leis sao os principios sobre
0s quais se apoia essa arte admiravel que, quando em
um velho todos os érgaos se enfraquecem, sabe devol-
ver a seus olhos sua primitiva forca e dar-lhes mesmo
uma for¢a que nao receberam da natureza. E essa arte
que estende nossa visao aos lugares mais longinquos do
espaco, que a leva até as menores partes da matéria e
que nos faz descobrir objetos cuja visao pareceria inter-
ditada aos homens.

As leis obedecidas pela luz, quando ela se move em
um meio uniforme, ou quando encontra corpos onde
nao pode penetrar, eram ja conhecidas pelos Antigos.
A lei que determina o trajeto que ela segue ao pas-
sar de um meio a outro sé foi conhecida a partir do
século passado. Snellius descobriu-a, Descartes tentou
explicd-la e Fermat criticou essa explicacao. Desde essa
época, o assunto tem sido objeto de pesquisa dos mai-
ores geometras, sem que até aqui se tenha conseguido
conciliar essa lei com outra que a Natureza deve seguir
ainda mais inviolavelmente.

Eis as leis que a luz segue. A primeira é: em um
meio uniforme ela se move em linha reta. A se-
gunda: quando a luz encontra um corpo em que

nao pode penetrar, ela é refletida, e o dngulo de
sua reflexao é igual ao angulo de sua incidéncia.
Isso quer dizer que, apds sua reflexao, a luz faz, com a
superficie do corpo, um angulo igual aquele sob o qual
ela o encontrou.

A terceira lei é: quando a luz passa de um meio
transparente para o outro, seu trajeto, apés en-
contrar o novo meio, faz um angulo com o tra-
jeto anterior, e o seno do dngulo de refragao esta
sempre na mesma razao com o seno do angulo
de incidéncia. Se, por exemplo, um raio de luz,
que passa do ar para a agua, se quebra de forma que
o seno do angulo de sua refracao seja trés quartos do
seno de seu angulo de incidéncia, o seno de sua refragao
serd sempre trés quartos do seno de sua nova incidéncia,
sob qualquer outra obliquidade em que ele encontre a
superficie da agua.

A primeira dessas leis é comum a luz e a todos os
corpos que se movem em linha reta, a menos que al-
guma forga estranha os desvie. A segunda é a mesma
que segue uma bola elastica lancada contra uma su-
perficie dura. A mecanica demonstra que uma bola que
encontra tal superficie é refletida com um angulo igual
aquele sob o qual ela o havia encontrado e é isso que a
luz faz. Mas é preciso também que a terceira lei seja
explicada de maneira igualmente satisfatéria. Quando
a luz passa de um meio a outro, os fenomenos sao di-
ferentes daqueles que ocorrem quando uma bola atra-
vessa diversos meios. De qualquer modo que se tente
explicar a refracdo, encontram-se dificuldades que nao
foram ainda superadas. Nao citarei todos os grandes
homens que trabalharam sobre esse assunto. Seus no-
mes formariam uma lista tdo numerosa que seria um
ornamento intutil para esta memoria e a exposicao de
seus sistemas seria uma obra imensa. Mas reduzirei a
trés grupos todas as explicagOes que esses autores tém
dado sobre a reflexao e a refracao da luz.

O primeiro grupo abrange as explicacoes daque-
les que pretenderam deduzir a refracao dos principios
mais simples e mais comuns da Mecanica. O segundo
grupo abrange as explicacoes que, além dos principios
da Mecanica, supoem uma tendéncia da luz em direcao
aos corpos, seja considerando-a como uma atragao da
matéria, seja como o efeito de uma causa, qualquer que
ela seja. O terceiro grupo abrange, finalmente, as ex-
plicagoes que se tém tentado tirar de principios me-
tafisicos, das leis as quais a Natureza parece ter sido
sujeita, por uma Inteligéncia superior que, na produgao
de seus efeitos, a faz sempre proceder da maneira mais
simples.

Descartes e aqueles que o tém seguido estao no pri-
meiro grupo. Eles consideraram o movimento da luz
como o de um projétil que, ao encontrar uma superficie
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que nao cede de forma alguma, ricocheteia em dire¢ao
ao lugar de onde veio; ou que, ao encontrar um meio que
cede, continua a avanc¢ar, mudando apenas a direcao do
trajeto. Se a forma pela qual esse grande filésofo pre-
tendeu explicar esses fenomenos é imperfeita, ele tem
o mérito de haver tentado deduzi-la da mecanica mais
simples. Varios matematicos revelaram alguns paralo-
gismos que escaparam a Descartes e fizeram ver a falha
de sua explicacao.

Newton, sem esperanca de deduzir os fenomenos
da refragao daqueles que descrevem os choques de um
corpo contra obstaculos, ou daqueles em que os corpos
sao lancados em um meio que resiste diferentemente a
eles, recorreu a sua atragao. Essa forca de atracao, pre-
sente em todos os corpos na proporcao de sua quanti-
dade de matéria, uma vez admitida, explica da maneira
mais exata e mais rigorosa os fenémenos da refragao.
Clairaut, em uma excelente meméoria sobre esse assunto,
nao somente tornou clara a insuficiéncia da explicacao
cartesiana, mas, admitindo uma tendeéncia da luz para
0s corpos transparentes e considerando-a como causada
por alguma atmosfera que produzisse os mesmo efeitos
da atracao, deduziu dela os fenomenos da refragao com
a clareza que costuma trazer aos assuntos que analisa.

Fermat foi o primeiro a perceber a falha da ex-
plicacao de Descartes. Também ele, aparentemente, fi-
cou sem esperancas de deduzir os fenomenos da refracao
daqueles de um projétil lancado contra obstaculos ou
movendo-se em meios resistentes. Mas nao recorreu
nem a atmosfera ao redor dos corpos nem & atracao,
embora saibamos que esse ultimo principio nao lhe era
desconhecido nem desagradavel. Buscou a explicagao
desses fenomenos em um principio bem diferente e pu-
ramente metafisico.

Todo mundo sabe que quando a luz ou qualquer ou-
tro corpo vai de um ponto a outro, em uma linha reta, o
faz pelo caminho mais curto e de menor tempo. Sabe-se
também, ou pelo menos pode-se saber facilmente, que,
quando a luz é refletida, ela segue também o caminho
mais curto e mais rapido. Demonstra-se que um projétil
que deve ir de um ponto a outro, depois de ter sido re-
fletido por um plano, precisa fazer, sobre este plano, um
angulo de reflexao igual ao de incidéncia, para seguir o
caminho mais curto e de menor tempo. Porque se esses
dois angulos forem iguais, a soma das duas linhas, pelas
quais o projétil vai e vem, é a mais curta e é percorrida
no tempo mais curto do que a soma de quaisquer outras
duas linhas que fizessem angulos desiguais.

Eis ai, portanto, o movimento direto e o0 movimento
refletido da luz, que parecem depender de uma lei me-
tafisica que afirma: a natureza na producao de seus
efeitos age sempre pelos meios mais simples. Se
um corpo deve ir de um ponto a outro, sem encontrar
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qualquer obstaculo, ou se deve fazé-lo depois de ter en-
contrado um obstdculo invisivel, a natureza o conduzira
pelo trajeto mais curto e no tempo mais rapido.

Para aplicar esse principio a refracao, consideremos
dois meios permeaveis a luz e separados por um plano
comum a eles. Vamos supor que o ponto de onde um
raio de luz parte esteja em um desses meios e que aquele
ponto onde ele deve chegar esteja no outro meio, mas
que a linha que liga estes pontos nao seja perpendicular
a superficie desses meios. Suponhamos ainda que, por
uma razao qualquer, a luz se mova em cada meio com
velocidades diferentes. E claro que a linha reta que liga
os dois pontos sera sempre o caminho mais curto para ir
de um ponto ao outro, mas nao sera o trajeto de tempo
mais curto. Como esse tempo depende das diferentes
velocidades que a luz tem nos diferentes meios, o raio
de luz para gastar o menor tempo possivel no trajeto,
deverd, ao encontrar a superficie comum, se quebrar de
maneira que a mailor parte de seu trajeto se faca no
meio onde se move mais rapido e a menor parte ocorra
no meio onde se move mais lentamente.

E o que a luz parece fazer quando passa do ar a
agua: o raio se quebra de maneira que a maior parte de
seu trajeto se encontra no ar e a menor na agua. As-
sim entao, como seria bastante razoavel supor, se a luz
se movesse mais rapido nos meios mais ténues que nos
mais densos - se ela se movesse mais rapido no ar do que
na agua - ela seguiria aqui o trajeto que a conduziria
o mais rapidamente possivel de seu ponto de partida
até o de chegada. Foi por esse principio tao verossimil
que Fermat resolveu o problema: a luz, que na sua pro-
pagacdo e na sua reflexdo se move segundo o tempo
mais curto possivel, seguiria também essa mesma lei
em sua refracdo. Ele nao hesita em acreditar que a luz
se move com maior facilidade e mais rapidamente nos
meios mais ténues do que naqueles onde, num mesmo
espaco, encontraria uma quantidade de matéria maior.
Com efeito, poder-se-ia acreditar & primeira vista que
a luz atravessaria mais facilmente e mais rapidamente
o cristal e a agua do que o ar e o vazio?

Vemos também varios dos mais célebres ma-
tematicos compartilharem do sentimento de Fermat.
Leibniz é aquele que lhe deu mais destaque por causa de
seu prestigio e por uma analise muito elegante que deu
ao problema. Ele encantou-se tanto com o principio me-
tafisico, por encontrar nele suas causas finais, as quais,
sabemos, era tao ligado, que tomou como fato indu-
bitavel que a luz se move mais rapido no ar do que
na agua ou no vidro. Tudo se passa, no entanto, ao
contrario, como Descartes o afirmou em primeiro lugar:
a luz se move mais rapido nos meios mais densos e, em-
bora a explicagao que ele deduziu fosse insuficiente, sua
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falha nao invalida a suposi¢ao que fazia. Todos os siste-
mas que dao alguma explicacao plausivel dos fenomenos
da refracao ou supoem o paradoxo ou o confirmam.

Dado esse fato - que a luz se move mais rdapido
nos meios mais densos - todo o edificio que Fermat
e Leibniz construiram é destruido. A luz quando atra-
vessa meilos diferentes nao vai nem pelo caminho de
menor distancia nem pelo de menor tempo. O raio que
passa do ar & agua, fazendo a maior parte do trajeto no
ar, chega mais tarde do que chegaria se fizesse a menor
parte dele no ar. Pode-se ver, na memoria de Mairan
sobre a reflexao e a refracao, a histéria da disputa en-
tre Fermat e Descartes e o embaraco e a impoténcia em
que até agora nos encontramos para conciliar a lei da
refracao com o principio metafisico.

Meditando profundamente sobre esse assunto, pen-
sei se a luz, que abandona o caminho mais curto (ou a
linha reta) quando passa de um meio a outro, nao po-
deria também deixar de seguir o caminho mais rapido.
Com feito, que preferéncia deveria ter aqui o tempo so-
bre o espaco? A luz nao podendo mais seguir ao mesmo
tempo pelo trajeto mais curto e pelo mais rapido, por
que iria por um deles e nao pelo outro? De fato, ela nao
segue nenhum dos dois, ela toma um caminho que tem

uma vantagem mais real: o caminho que ela toma é
aquele no qual a quantidade de acao é minima.
Falta explicar agora o que entendo por gquantidade de
a¢do. Quando um corpo é levado de um ponto a outro,
é necessario para isto uma certa acao. Essa acao de-
pende da velocidade que o corpo tem e do espaco que
percorre, mas ela nao é nem a velocidade nem o espago
tomados separadamente. A quantidade de acao sera
tanto maior quanto maior for a velocidade do corpo
e quanto maior for o caminho percorrido. Ela é pro-
porcional & soma dos espagos multiplicados cada um
pela velocidade com a qual o corpo os percorre. E essa
quantidade de acao que é aqui o verdadeiro dispéndio
da Natureza e o que ela economiza o mais possivel no
movimento da luz.

Consideremos dois meios diferentes, separados por
uma superficie comum representada pela linha CD. A
velocidade da luz no meio que esta em cima é V e a ve-
locidade no meio que estd em baixo é W. Seja um raio
de luz AR que, partindo de um ponto dado A, deve che-
gar ao ponto B. Para encontrar o ponto R, onde o raio
deve se quebrar, busco o ponto onde ele, ao se quebrar,
torna minima a quantidade de acdo. Logo, V.(AR) +
W.(RB) deve ser um minimo. Dai,

V.JAC? + CR’]M? + W.[BD® + CD? — 2CD - CR + CR*'/? = minimo.

Como AC, BD e CD sao constantes, temos:

V.(CR).d(CR)/[AC? + CR*]'/? — W.(CD — CR).d(CR)/[BD* + DR*|'/* = 0,

donde

V(CR)/(AR) = W - (DR/(BR) = [(CR)/(AR]/[DR/(BR)] = W/V,
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ou seja, o seno da incidéncia esta para o seno da re-
fracao na razao inversa das velocidades que a luz tem
em cada meio.

Todos os fenomenos da refracao estao agora de
acordo com o grande principio: a natureza, na producao
de seus efeitos, age sempre pelas vias mais simples.
Desse principio se segue que, quando a luz passa de
um meio a outro, o seno do angulo de refragao esta
para o seno do angulo de incidéncia na razao inversa
das velocidades da luz em cada meio.

Mas sera que essa quantidade de agao, que a Natu-
reza economiza no movimento da luz através de meios
diferentes, é também poupada quando a luz é refletida
pelos corpos opacos ou se propaga em um meio uni-
forme? Sim, essa quantidade é sempre a menor possivel.
Nos dois casos, da reflexao e da propagacao, mantendo-
se a mesma velocidade para a luz, a menor quantidade
de acao fornece tanto o caminho mais curto como o ca-
minho mais rapido. Mas esse caminho, mais rapido e
mals curto, é apenas uma consequéncia da quantidade
de acdo minima e fol essa conseqiiéncia que Fermat e
Leibniz tomaram como principio. O principio verda-
deiro uma vez descoberto, me permite deduzir todas as
leis que a luz obedece, seja em sua propagacao, seja em
sua reflexao e refracao. Guardo para nossas assembléias
particulares a demonstracao geométrica do que afirmo.

Conheco a repugnancia que varios matematicos tém
pelas causas finais aplicadas a fisica e concordo com
eles até certo ponto. Nao é sem perigo que as intro-
duzimos. O erro em que cairam homens como Fermat
e Leibniz ao segui-los apenas confirma quanto seu uso
é perigoso. Pode-se, no entanto, dizer que nao foi o
principio que os conduziu ao erro, foi a precipitacao
com a qual eles tomaram como principio o que nao era
mais do que conseqiiéncia.

Nao se pode duvidar que todas as coisas sejam re-
gidas por um Ser supremo que, a0 mesmo tempo que
imprimiu forcas & matéria que atestam sua poténcia, a
destinou a executar tarefas que confirmam Sua sabedo-
ria. E a harmonia desses dois atributos é tao perfeita
que, sem duvida, todos os fenomenos da Natureza po-
derdo ser deduzidos de cada um tomado separadamente.
Uma mecanica cega e necessaria obedece ao tragado da
Inteligéncia mais esclarecida e mais livre e se 0 nosso
espirito fosse suficientemente vasto, ele veria igualmente
as causas dos fenomenos fisicos, seja calculando as pro-
priedades dos corpos ou buscando o que houvesse de
mals conveniente para ser executado por eles.

O primeiro desses meios esta mais ao nosso alcance,

185

mas nao nos leva muito longe. O segundo as vezes nos
escapa, porque nao conhecemos bem qual é a intencao
da Natureza e porque podemos nos enganar sobre a
quantidade que devemos considerar como o dispéndio
da natureza. Parece que os antigos filésofos deram os
primeiros passos neste tipo de Matematica. Buscaram
as razoes metafisicas nas propriedades dos nimeros e
dos corpos; e quando disseram que a ocupacao de Deus
era a Geometria, falavam certamente dessa ciéncia que
compara as obras de Sua poténcia com as visoes de
Sua sabedoria. Nao eram geometras o suficiente para
a tarefa pretendida: o que nos deixaram ou tem pouco
fundamento ou nao é inteligivel. A perfeicao que a Arte
adquiriu depois deles nos levou mais préximo de con-
seguir realiza-la, e contribuiu para isso talvez mais do
que toda a vantagem que esses grandes génios tiveram

sobre nos.
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