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Transformagdes candnicas generalizadas sdo apresentadas como uma extensido simples das trans-

formagdes candnicas usuais. Este artificio reduz uma classe extensa de sistemas com dependéncia

temporal explicita em sistemas autdénomos que podem ser tratados de maneira totalmente analoga

aos sistemas conservativos. A teoria é aplicada a sistemas Hamiltonianos unidimensionais com

dependéncia temporal explicita.

Generalized canonical transformations are introduced as a simple extension of the usual canonical
transformations. This stratagem reduces a wide class of explicitly time—dependent systems into
autonomous systems that can be treated in a manner totally analogous to the conservative systems.
The theory is applied to one—dimensional time—-dependent Hamiltonian systems.

I Introducao

Sistemas classicos explicitamente dependentes do
tempo ocorrem freqlientemente em aplicagdes [1, 3, 4].
Os cursos de mecanica classica, entretanto, dedicam
pouca ou mesmo nenhuma atencao a sistemas com de-
pendéncia temporal explicita. Isto pode ser creditado,
em parte, a maior dificuldade para integrar as equacoes
de movimento quando ha dependéncia explicita do
tempo e em parte a crencga generalizada de que qualquer
sistema pode ser posto numa forma autéonoma (inde-
pendente do tempo) incorporando o tempo como uma
variavel dinamica extra. De fato, o artificio de incorpo-
rar o tempo como uma nova variavel dinamica sempre
é possivel, tanto para sistemas Hamiltonianos [10, 15]
como para nao Hamiltonianos. Este artificio, porém,
em nada auxilia na tarefa de resolver as equagoes de
movimento. A dependéncia explicita do tempo neces-
sariamente implica no aumento do numero de graus de
liberdade devendo, desta forma, ser levada em conta e

analisada com cuidado.

O presente trabalho dedica-se a apresentar a técnica
das transformacgdes candnicas generalizadas (TCG’s)
para a analise de sistemas Hamiltonianos com de-
pendéncia temporal explicita. O objetivo principal é
apresentar o conceito de TCG como uma extensao sim-
ples do conceito de transformagao canonica usual. A
simplicidade do método das TCG’s torna possivel a
sua inclusao como complemento dos cursos tradicionais
de mecanica classica, preferentemente no nivel de pos—
graduacao. Entre as aplicacoes das TCG’s, incluem-se
o tratamento de sistemas anarmonicos [9], a busca de
constantes de movimento exatas associadas a sistemas
Hamiltonianos unidimensionais [13], a andlise de pro-
blemas de dois corpos com massa varidvel [16], o cdlculo
exato da integral de caminho de Feynman [5] € o es-
tudo de problemas quanticos com condi¢ao de contorno
nao estaciondria [17]. O presente estudo utiliza TCG’s
no tratamento de sistemas Hamiltonianos unidimensi-
onais nao autonomos. Com isto, ilustra-se claramente
o método com vistas ao tratamento de problemas ex-

plicitamente dependentes do tempo e potencialmente
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nao lineares. Certamente, isto é de importancia, dada
a simplicidade da abordagem via TCG’s e dada a com-
plexidade e a relevancia de sistemas nao autonomos e

nao lineares.

O objetivo de qualquer tratamento baseado em
transformacoes de coordenadas é encontrar um con-
junto de varidveis 6timas nas quais a dinamica torna-
se trivial. Tal é, por exemplo, o espirito da teoria
de Hamilton—Jacobi, em que se buscam transformacoes
canonicas que reduzem a funcao Hamiltoniana a uma
forma simples. No presente trabalho, determina-se a
classe mais geral possivel de Hamiltonianas redutiveis,
por TCG’s puntuais, & Hamiltoniana associada ao mo-
vimento unidimensional de uma particula de massa
unitaria sujeita a um potencial estacionario. Esta ca-
tegoria de sistemas é exatamente solivel pelo método
da energia, tal como apresentado nos livros texto de
mecanica [10, 15]. Por TCG’s puntuais, entendem-se
aquelas TCG’s nas quais a coordenada que faz o pa-
pel de posicao transforma-se segundo uma lei que nao
envolve o momentum. E certo que a inclusao de trans-
formacgoes nao puntuais é justamente uma das grandes
vantagens dos métodos Hamiltonianos, que permitem
considerar posicao e momentum como variaveis inde-
pendentes e em pé de igualdade. Entretanto, o uso de
TCG’s nao puntuais complicaria consideravelmente o

tratamento.

O artigo organiza-se como segue. Na secao dois, é
descrita a teoria geral das TCG’s a partir do principio
de Hamilton modificado. Desta forma, o conceito de
TCG é obtido como uma extensao elementar do con-
ceito de transformacao canonica usual. As equacoes
para as transformacoes de coordenadas no espaco de
fase que se qualificam como TCG’s sao descritas em
termos de uma funcao geratriz do tipo dois. Obtém-
se também a Hamiltoniana transformada em termos da
Hamiltoniana nao transformada e da TCG. Na secao
trés, encontra-se a classe geral de Hamiltonianas re-
dutiveis, por uma TCG puntual, & Hamiltoniana associ-
ada ao movimento unidimensional de uma particula sob
acao de um potencial estacionario. A classe de Hamilto-
nianas assim determinada é quadratica no momentum.
Na secao quatro, aplica-se o resultado da secao ante-
rior ao movimento unidimensional de uma particula de
massa variavel sob acao de um potencial explicitamente
dependente do tempo. Verifica-se quais destes poten-
clais sao trataveis de modo exato via TCG’s puntuais.
E considerada a solucao exata das equacoes de movi-

mento e a existéncia de uma constante de movimento
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exata assoclada.

II Transformacoes Canodnicas

Generalizadas

Nesta secao, é introduzido o conceito de TCG para um
sistema Hamiltoniano unidimensional e suas proprieda-
des basicas sao obtidas como uma extensao elementar
das propriedades das transformacgoes canonicas usuais.
O formalismo é convenientemente descrito em termos
de uma funcao geratriz do tipo dois. TCG’s para sis-
temas Hamiltonianos multi-dimensionais sao definidas
como uma extensao trivial do caso unidimensional. Na
verdade, todas as propriedades basicas das TCG’s po-
dem ser compreendidas analisando o caso unidimensio-
nal.

Seja, pois, um sistema Hamiltoniano unidimensio-
nal, de varidveis candnicas (¢, p) e fun¢do Hamiltoniana

H(q,p,t). As equacdes de Hamilton sdo dadas por
p=—-H, , (1)

onde o ponto representa derivada frente ao tempo, ou
seja, W = dW/dt, sendo W = W(q,p,t) uma fungao

arbitraria definida no espago de fase. Além disso, os

(j:Hp s

subscritos ¢ e p significam derivada parcial frente a ¢
ou p. Como a funcao Hamiltoniana é explicitamente
dependente do tempo, o mesmo vale para as equacoes
de movimento. Definem-se as TCG’s como sendo as

transformacoes do tipo

w (2

com a propriedade de preservarem a forma das equacoes

i=4q(q,p,t) , p=plgpt) , t

de Hamilton. Ou seja,

para alguma funcio H(g,p,t), obtida a partir de
H{q,p,t) e da transformacao de coordenadas. Em (3),
novamente se faz uso da notacao para derivada par-
cial, isto é, H; = 0H/dq e Hy = 0H/dp. Em (2),
supoe-se que as funcoes q(q,p,t),p(q,p,t) e €(t) sejam
diferencidveis um nimero suficiente de vezes (infinito,
se necessario). O que distingiie as TCG’s das trans-
formacoes canonicas usuais é o fato do parametro tem-
poral também ser transformado. Em principio, pode-
riam ser consideradas TCG’s nas quais o tempo trans-
formado ¢ dependesse também das coordenadas (g, p)
do espaco de fase. Este tipo de transformacao, en-
tretanto, nao encontra aplicacao na literatura. As-

sim, serao consideradas transformagdes do tipo (2), nas
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quais o tempo transformado depende funcionalmente
apenas do tempo original.

E necessario estabelecer um critério operacional
para decidir se uma dada transformacao é uma TCG.
O modo mais direto de obter este critério operacio-
nal baseia-se no principio de Hamilton modificado. Se-
gundo este principio, a trajetéria dinamica que vai de
um ponto de coordenadas (¢(1),p(t1)) num instante
t; até um ponto de coordenadas (g(?2), p(t2)) num ins-
tante t5 é aquela que extremiza o funcional da acao no

espaco de fase. Formalmente, tem-se que

t
6/2(1?(1'—H)dt:0. (4)
t1

Em (4), estdo sendo tomadas variac¢des é¢q(t) e 8 p(?)
diferencidveis arbitrarias, tais que é¢(t1) = éq(t2) =
8§p(ty) = ép(tz) = 0. TIsto é, por definicao, nao ha
variacao nos extremos. As equacoes diferenciais de Ha-
milton (1) sdo equivalentes ao principio variacional (4),
o que é mostrado em varios livros texto, tais como
[10, 15, 21]. Para nossos propdsitos, a equivaléncia en-
tre (1) e (4) serd tomada como um fato dado. Nos é
suficiente notar que as equagoes de movimento nas co-
ordenadas transformadas terdo a forma canonica (3) se
e somente se for valido um principio variacional formal-

mente idéntico a (4),

7
5 / “(pdg/di — H)di = 0. (5)
t1

De outra maneira, a transformacao de coordenadas (2)
induzira equacoes de movimento nao canonicas. A com-
paragdo entre (4) e (5) permite a constru¢do de um
critério para estabelecer se uma dada transformacao é
uma TCG.

Para fazer esta comparacao, é necessario inicial-
mente notar que a integral em (4) tem como parametro
o tempo t, enquanto (5) envolve o tempo transfor-
mado . Assim, do modo como estd apresentada, nao
é possivel comparar (5) com (4). Para obter uma ex-
pressdo conveniente de (5), note-se que, no principio
variacional (4), se extremiza a acdo no espago de
fase para a trajetéria indo de um ponto de coorde-
nadas (¢(¢1),p(t1)) até outro ponto de coordenadas
(¢(t2), p(t2)). No principio variacional (5), se estd extre-
mizando a acao no espago de fase para uma trajetéria
indo de um ponto de coordenadas (g(f1), p(t1)) até ou-
tro ponto de coordenadas (¢(Z2), p(f2)). Ocorre que es-
tas expressoes sao representacoes diferentes, com dife-

rentes sistemas de coordenadas, para um mesmo par de

pontos. Em outras palavras,

sendo que relagos analogas valem para o ponto no ins-
tante t5. Assim, como sao validas, em particular, as

relagoes t1 = t(t1) e t2 = #(t2), reescreve-se (5) con-

2/ dg -\ dt
5 gyl =o.
/tl (p di ) di 0 (9)

Nesta forma, a variavel de integracao e os limites de

forme

integragao em (4) e (9) sdo os mesmos, sendo possivel
uma comparagao entre as duas equacoes. Conclui-se

que uma condicao suficiente para a validade simultanea

de (4) e (9) é

dg -\ dt dS
P4 (p 7 ) il (10)
sendo S = S(g¢,p,t) uma fun¢io diferencidvel arbitriria
definida no espaco de fase e no tempo. De fato, a con-
tribui¢ao de uma derivada total é nula no principio va-

riacional, pois

s [T = (st a0
- S(q(tl)ap(tl)atl))zoa (11)

ja que a variacao de uma constante numérica é nula.
A condi¢do (10) é apenas suficiente, pois seria
possivel, no espirito proposto em [10], tomar

) _dq _dt dS
pq_H_/\(pd_{_H)E_E’ (12)

onde A é uma constante numérica arbitraria mas nao
nula. Entretanto, para nossos objetivos é desnecessaria
esta extensao.

A func¢ao S em (10) foi tomada como sendo depen-

dente de (¢, p,1). E igualmente vélido tomar
S'=—pq+ S2(q,p,1), (13)

onde Sz = Sa(q,p,t) é uma funcao diferencidvel ar-
bitraria de (¢,p,t). Com isto, e expressando (10) de

forma diferencial, obtém-se

(G— Sop) dp+ (p— Sag) dq+ (Hdl/dt — H — Sy ) dt = 0.
(14)
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J4 que as coordenadas (¢,p,t) sdo independentes, a
equacao (14) é satisfeita se e somente se os coeficientes

de dq, dp e dt se anularem identicamente. Isto implica

p = qu s (15)
q = Szp, (16)
_ dt

H = (H+S%) . (17)

As equagdes (15-16) expressam as TCG’s em termos
de uma fungao Sa2(q,p,t), dita funcdo geratriz do tipo
dois. Assim, toda transformacgdo de coordenadas (2)
que puder ser expressa através de (15-16) para alguma
funcao geratriz do tipo dois apropriada é uma TCGQG.
Em acréscimo, a equagao (17) fornece a Hamiltoniana
transformada em termos de H e S5. O fator multiplica-
tivo dt/dt em (17) é o que distingiie as TCG’s das trans-
formacoes canonicas usuais. Caso o parametro tempo-
ral nao seja afetado pela transformacao, o resultado sao
as equacbes usuais para as transformacoes canonicas ex-
pressas em termos de uma func¢ao geratriz do tipo dois.
De uma maneira mais geral, é possivel obter facilmente
TCG’s com fungdes geratrizes Si(q,q,t) (do tipo um),
S3(p, q,t) (do tipo trés) ou S4(p,p,t) (do tipo quatro).
Estas TCG’s serao omitidas aqui por brevidade. Mai-
ores informacoes sobre TCG’s podem ser encontradas

na referéncia [7].

IIT Uma Classe de Sistemas
Soliuvel por Quadratura

Nesta secao sera considerada a questao de qual é a

classe mais geral possivel de Hamiltonianas
H=H(qpt) (18)
redutiveis, por uma TCG, a Hamiltonianas da forma
H=p"/2+U(q). (19)

Em (19), U(q) faz o papel de funcdo potencial asso-
ciada ao movimento unidimensional de uma particula
de massa unitaria. Este tipo de movimento é sempre
redutivel a quadratura através do método da energia,
apresentado em varios livros texto. Usando a equagao

p= lffp = dg/dl, obtém-se a quadratura

- d
A T

a partir de (19), onde ¢ é uma constante numérica ar-

bitraria. Supondo que a integral em (20) possa ser feita

17

analiticamente, em principio seria possivel obter a tra-

jetdria por inversao,
g=qt+cH). (21)

Esta solucao é geral, j4 que envolve duas constantes
numeéricas arbitrarias, H e ¢, para um sistema que pode
ser posto na forma Newtoniana de uma equacgao de se-
gunda ordem. Em conclusao, a dinamica no espaco de
fase é completamente integravel, desde que sejam in-
troduzidas as coordenadas adequadas, a saber, (7,p,1).
Aqui, o ponto de vista adotado é o inverso do usual,
segundo o qual se procuram as coordenadas adequa-
das para um problema especifico dado. Pelo contrario,
estd-se partindo de um problema cuja dinamica pode
ser descrita exatamente, procurando, em seguida, a
classe de sistemas que podem ser postos nesta forma
soluvel. FEsta abordagem esta em conformidade com
uma estratégia seguida por Jacobi. No dizer de Jacobi,
segundo uma citacdo em [2], “A dificuldade principal
na integracao de um problema de mecanica esta na in-
troducao de variaveis convenientes, para o que nao ha
regra. Desta maneira, nés devemos percorrer o caminho
reverso e, apos encontrar alguma substituicao digna de
nota, procurar os problemas para os quais esta pode ser
aplicada com sucesso”.

A questao de qual é a classe de Hamiltonianas do
tipo (19) que pode ser posta na forma (20) por uma
TCG nao sera respondida de modo geral aqui. O tra-
tamento sera restrito meramente as TCG’s puntuais,
nas quais a coordenada que faz o papel de posicao
transforma-se segundo uma lei que nao envolve o mo-

mentum,
q=A(g,1), (22)
onde A(q,t) é uma fun¢ao diferencidvel. Qualquer TCG

puntual pode ser descrita por uma funcgao geratriz do

tipo dois da forma
52 = Alg, 1)p+ Blq,1). (23)

Utilizando as leis de transformacio (15-16) e a fungéo
geratriz (23), obtém-se a equacdo (22) e a equagio para

a transformacao do momentum
p=App+ B,. (24)

As equagdes (22) e (24), em conjunto com a lei de trans-
formacao do parametro temporal, compoem a TCG

puntual completa,

g=A(g,t) , p=(@-By)/A, ,
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onde a transformacao no tempo esta dada em termos
de uma fungao T'(t).

Especificadas a TCG e a Hamiltoniana transfor-
mada, fica simples fobter a Hamiltoniana original. A

relagio (17) pode ser exprimida como
H = Hdt/dt — So; . (26)

Inserindo em (26) a Hamiltoniana H dada em (19),
a TCG (25) e a fungio geratriz (23), obtém-se, apds

calculos elementares,

T 1 (TB
H=—p"— — 144 t 2

2A§p Aq(Aq + t) p+Vigt), (27)
onde

2

Vig,t)=T (% T U(A(q,t))) + &8s

q

— B,. (28)

A equacao (27) fornece a classe de Hamiltonianas
redutiveis por uma TCG puntual a forma (19), que é
solivel por quadratura. A classe de Hamiltonianas (27)
é bastante geral, envolvendo quatro fung¢oes arbitrarias,
T(t), A(q,1), B(q,t) e U(A(q,1)). Constata-se que H
é uma funcao quadratica no momentum, mas de de-
pendéncia bem mais geral na posi¢ao e no tempo. Por-
tanto, sistemas nao lineares e nao estacionarios podem
ser resolvidos exatamente através de TCG’s puntuais.
A forma explicita da solucao é obtida da inversa da

transformacao puntual (22), que denotaremos por
¢ =a(g,1), (29)

e da solucdo (21) para a varidvel g. O resultado é
¢ =a(q(T(t) +c; H),t), (30)

que é a solucao geral, pois envolve duas constantes
numéricas arbitrarias, H e c.

A préxima secao dedica-se a uma importante classe
de sistemas cuja Hamiltoniana pode ser posta na forma

(27).

IV Movimento Unidimensional
de uma Particula de Massa
Variavel sob um Potencial
Dependente do Tempo

Nesta secao, serao aplicados os resultados da secao pre-
cedente ao tratamento de sistemas com Hamiltonianas

da forma )
p

2m(t)

H= + V(g 1), (31)

descrevendo o movimento unidimensional de uma
particula de massa m(t) variando no tempo sujeita a
um potencial V(g¢,¢) ndo estaciondrio. Hamiltonianas
do tipo (31) aparecem em diversas dreas da fisica, como
em dtica quantica [1], fisica de plasma [3] e cosmologia
[4]. Na verdade, o uso de TCG’s no tratamento de siste-
mas com Hamiltoniana do tipo (31) néo é inédito. Mu-
nier et al. [16] utilizaram TCG’s na descri¢ao de proble-
mas de dois corpos sendo um deles de massa variavel,
com aplicacoes em astrofisica. Nestes problemas, o po-
tencial V(q,?) é Kepleriano com dependéncia temporal
explicita. Uma questao natural é determinar a classe
mais geral de potenciais comparecendo em (31) soliveis
exatamente via TCG’s puntuais. A resposta a esta
questao é obtida comparando as Hamiltonianas (27),
que sao as mais gerais trataveis por TCG’s puntuais, e
(31).

Impondo que os coeficientes de p? e p coincidam nas

Hamiltonianas (27) e (31), obtém-se, respectivamente,

T/A2 = 1/m, (32)
TB,/A,+ A = 0. (33)

A solugao deste sistema de equacoes diferenciais parci-
ais é encontrada apds cdlculo elementar, dai decorrendo

que

(4= a(t))/p(t), (34)
= mpg*/2p+m(pi — pa)q/p+b(t), (35)

- / dt/mp?, (36)

sendo que «(t), p(t) e b(t) sdo funcdes arbitririas do
tempo. A TCG resultante, de acordo com (25), é dada

por

(¢—a)/p, (37)
p(p — ma) — mp(q — «), (38)

_ / dt fmp? . (39)

TR
(—

A transformacao (37-39) é a TCG puntual mais ge-
ral possivel que, aplicada a Hamiltonianas para uma
particula de massa variavel sujeita a um potencial
V(g,t), leva a Hamiltonianas transformadas do tipo
(19).

Resta ainda saber quais sao os potenciais passiveis
de tratamento. Substituindo (34-36) em (28), vem
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Vig,t) = — (pa—paJrE(pa—pa)) q—%<p+gp) ¢+
1 q—« . m., . . 9
—U —b— —(pa — . 40
bt () < i) (40)

Para esta classe de potenciais, o movimento da particula pode ser exatamente integrado, bastando, para efetuar
a integragao, utilizar as novas coordenadas canénicas (37-38) e o novo tempo (39). A introducdo de um novo
parametro temporal, que é o que distingiie as TCG’s das transformagoes canonicas usuais, € essencial no procedi-
mento. A classe de potenciais (40) é bastante geral, envolvendo quatro func¢des arbitrarias, p, o, U e b. Na verdade,
esta 1dltima funcao é supérflua, pois a adicao de uma funcao apenas do tempo a Hamiltoniana nao modifica as
equacoes de movimento.

Para comparar o potencial obtido com resultados da literatura e para interpreta-lo apropriadamente, definem-se

novas fungdes arbitrarias w(t), F(t) e U(q) de acordo com

W) = —p/p—mp/mp+k/m*p*, (41)
F(t) = (pi — ja+ (pé — pa)in/m+ kafm*s) /p, (42)
Uq) = Uq)—ki*/2, (43)

sendo k£ uma constante numérica. Além disso, toma-se

m

b= = (i — apy? +

2p

ka?

4 0

o (44)

uma escolha que elimina todas as funcoes do tempo supérfluas presentes de forma aditiva na Hamiltoniana. Com

as equagoes (41-44), reescreve-se o potencial (40) segundo

Vig,t) = —m(t)F(t)q +

Estes potenciais incluem quatro funcoes arbitrarias,
m(t), F(t), w(t) e U((qg — a(t))/p). De fato, as funcdes
p e a nao sao arbitrarias, sendo restritas as relacoes
de compatibilidade (41-42). Estas dltimas podem ser

reescritas na forma de um par de equagoes de segunda

ordem,
Ty +wi(t)p = ¢ (46)
p mp p - m2p3 )
.oom, 9
o+ —a +w () = F(1). (47)

Quando a massa é constante, (46) reduz-se & equagio
de Pinney [19].

A TCG (37-39) foi utilizada por Xu et al. na andlise
de Hamiltonianos quadréaticos na posi¢ao e no momen-

tum. Aqui, mostrou-se que a mesma transformacao

mtW (7 1 U(q—aw),

oo 4%

pode ser aplicada a uma gama muito maior de sistemas,
com massa variavel e potencial do tipo (45). Outras
transformacoes canonicas similares mas nao idénticas
a (37-39), aplicadas a sistemas unidimensionais depen-
dentes do tempo, encontram-se em [8, 11, 18].

A interpretacdo do potencial (45) pode ser feita exa-

minando as equacoes de movimento. Tem-se que

g Hy=p/m, (48)
p = —Hy=mF—mw?q—U'/mp®, (49)

onde a linha significa derivada de U frente ao argumento

(g—a)/p. A equagdo Newtoniana resultante é dada por

s m. 2 U/
— Hg = F(t) — .
G+ i+t (t) oy (50)
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Na auséncia da fungdo arbitraria U, verifica-se que (50)
descreve o movimento unidimensional de uma particula
de massa varidavel sujeita a uma for¢a harmonica depen-
dente do tempo e a uma forca externa dependente do
tempo. A fonte de nao linearidade do sistema é a funcao
U.

Por construcdo, a equacdo de movimento (50) é exa-
tamente solivel, o que sera verificado explicitamente no
que segue. Por inspe¢ao de (19) e (43), conclui-se que,
para a classe de potenciais dada em (45), a Hamiltoni-
ana transformada é da forma
=2 -2
LU0 (51)
Para U = 0, (51) descreve um oscilador harmonico sim-
ples, que é obviamente soltivel. Mesmo para U # 0, é
possivel obter a solugao ¢ = ¢(t + ¢; H) utilizando o
método da energia descrito na secao dois. Com isto, e

invertendo as transformacdes (37) e (39), vem a solucéo

dt _
q=pq</—2+C;H)+a (52)
mp

exata

Verifica-se diretamente que H em (54) satisfaz
dH/dt =0 (55)

quando p, « e ¢ satisfazem, respectivamente, (46), (47)
e (50). Consequentemente, H ¢, de fato, uma cons-
tante de movimento exata. No caso particular em que
a massa é unitéria, H dado em (54) e o potencial (28)
ja foram obtidos por Lewis e Leach [13] na sua busca de
sistemas Hamiltonianos com constantes de movimento
exatas quadrdticas no momentum. Neste mesmo caso
particular no qual a massa é unitaria, a constante de
movimento H tem aplicacio na fisica de plasma nao co-
lisional [14]. Entretanto, quando « = F =0 e m = 1,
o potencial (28) e a constante de movimento associada
(54) foram encontrados ja em 1943, por Schiirer, con-
forme uma citagdo em [12]. Schiirer utilizou justamente
a transformacdo de coordenada (37) e do tempo (39),

com « = 0, m = 1, sem reconhecer a estrutura de TCG

Esta solucao é geral, pois envolve duas constantes
numéricas arbitrarias, H e c¢. Entretanto, a forma
explicita da solucao s6 pode ser obtida quando se tem
a disposi¢ao solugdes particulares p e o para (46-47).
Embora sejam necessarias apenas solugoes particula-
res para estas equacgdes, nao se pode garantir que as
mesmas possam sempre ser conhecidas, sobretudo para
m(t),w(t) e F(t) arbitrarias. Expressdes do tipo (52),
que fornecem a solugao geral de uma equacao de movi-
mento em termos de solucgoes particulares para equagoes
auxiliares tais como (46-47), sdo chamadas, na litera-
tura, leis de superposi¢do nao lineares [20].

E interessante notar que a Hamiltoniana transfor-
mada, sendo independente do tempo transformado, é
uma constante de movimento exata para a dinamica.

Utilizando a TCG (37-39), vem
p=dq/dt=m(p(¢d — &) —plg—a)),  (53)

o que, substituido em H dada em (51), fornece

%(q_Q)HU(q_“) . (54)

subjacente.

V Conclusao

O conceito de TCG foi introduzido e aplicado ao pro-
blema nao trivial do movimento de uma particula de
massa variavel sob a ac¢do de um campo externo ex-
plicitamente dependente do tempo. Mostrou-se, assim,
um sistema no qual a dependéncia temporal explicita
nao traz sérias dificuldades ao processo de integragao
das equagoes de movimento. Sem divida, este é um
fato relevante, ja que Hamiltonianas explicitamente de-
pendentes do tempo impoem sua presenca numa série
de areas relevantes da fisica, como 6tica quantica, fisica
de plasma e cosmologia. Além disso, mostrou-se que a
técnica das TCG’s pode ser utilizada com sucesso no
tratamento de uma vasta classe de sistemas Hamiltoni-

anos nao estacionarios, dados pela Hamiltoniana (27).
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Estes resultados sao especialmente interessantes por se-
rem as TCG’s uma extensao relativamente simples das
transformacoes canonicas usuais. Ou seja, através de
técnicas simples é possivel resolver uma extensa classe
Isto qualifica as TCG’s

como um complemento valido aos cursos de mecanica

de problemas nao triviais.

classica, exemplificando o uso de métodos simples no
tratamento de problemas sofisticados objetos da pes-
quisa atual sobre sistemas nao lineares. Finalmente,
o presente trabalho abre novas perspectivas no trata-
mento exato de sistemas quanticos e de sistemas com
massa dependente nao apenas do tempo, mas também
da posicao. Esta ultima aplicacao fundamenta-se na
classe de Hamiltonianas (27), que acomoda massas de-
pendentes da posicao, e pode ter impacto na fisica de

semicondutores [6].
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