
14 Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 21, no. 1, Mar�co, 1999

Sobre a Integrabilidade de Problemas em Mecânica

Cl�assica com Dependência Temporal Expl�icita

(On the integrability of explicitly time{dependent problems in classical mechanics)

F. Haas

Instituto de F��sica, UFRGS

Caixa Postal 15051

91500{970 Porto Alegre, RS - Brasil

J. Goedert

Centro de Ciências Exatas e Tecnol�ogicas, UNISINOS

Av Unisinos, 950

93022{000 S~ao Leopoldo, RS - Brasil

Recebido em 2 de Setembro, 1998

Transforma�c~oes canônicas generalizadas s~ao apresentadas como uma extens~ao simples das trans-
forma�c~oes canônicas usuais. Este artif��cio reduz uma classe extensa de sistemas com dependência
temporal expl��cita em sistemas autônomos que podem ser tratados de maneira totalmente an�aloga
aos sistemas conservativos. A teoria �e aplicada a sistemas Hamiltonianos unidimensionais com
dependência temporal expl��cita.

Generalized canonical transformations are introduced as a simple extension of the usual canonical
transformations. This stratagem reduces a wide class of explicitly time{dependent systems into
autonomous systems that can be treated in a manner totally analogous to the conservative systems.
The theory is applied to one{dimensional time{dependent Hamiltonian systems.

I Introdu�c~ao

Sistemas cl�assicos explicitamente dependentes do

tempo ocorrem freq�uentemente em aplica�c~oes [1, 3, 4].

Os cursos de mecânica cl�assica, entretanto, dedicam

pouca ou mesmo nenhuma aten�c~ao a sistemas com de-

pendência temporal expl��cita. Isto pode ser creditado,

em parte, �a maior di�culdade para integrar as equa�c~oes

de movimento quando h�a dependência expl��cita do

tempo e em parte a cren�ca generalizada de que qualquer

sistema pode ser posto numa forma autônoma (inde-

pendente do tempo) incorporando o tempo como uma

vari�avel dinâmica extra. De fato, o artif��cio de incorpo-

rar o tempo como uma nova vari�avel dinâmica sempre

�e poss��vel, tanto para sistemas Hamiltonianos [10, 15]

como para n~ao Hamiltonianos. Este artif��cio, por�em,

em nada auxilia na tarefa de resolver as equa�c~oes de

movimento. A dependência expl��cita do tempo neces-

sariamente implica no aumento do n�umero de graus de

liberdade devendo, desta forma, ser levada em conta e

analisada com cuidado.

O presente trabalho dedica-se a apresentar a t�ecnica

das transforma�c~oes canônicas generalizadas (TCG's)

para a an�alise de sistemas Hamiltonianos com de-

pendência temporal expl��cita. O objetivo principal �e

apresentar o conceito de TCG como uma extens~ao sim-

ples do conceito de transforma�c~ao canônica usual. A

simplicidade do m�etodo das TCG's torna poss��vel a

sua inclus~ao como complemento dos cursos tradicionais

de mecânica cl�assica, preferentemente no n��vel de p�os{

gradua�c~ao. Entre as aplica�c~oes das TCG's, incluem-se

o tratamento de sistemas anarmônicos [9], a busca de

constantes de movimento exatas associadas a sistemas

Hamiltonianos unidimensionais [13], a an�alise de pro-

blemas de dois corpos commassa vari�avel [16], o c�alculo

exato da integral de caminho de Feynman [5] e o es-

tudo de problemas quânticos com condi�c~ao de contorno

n~ao estacion�aria [17]. O presente estudo utiliza TCG's

no tratamento de sistemas Hamiltonianos unidimensi-

onais n~ao autônomos. Com isto, ilustra-se claramente

o m�etodo com vistas ao tratamento de problemas ex-

plicitamente dependentes do tempo e potencialmente
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n~ao lineares. Certamente, isto �e de importância, dada

a simplicidade da abordagem via TCG's e dada a com-

plexidade e a relevância de sistemas n~ao autônomos e

n~ao lineares.

O objetivo de qualquer tratamento baseado em

transforma�c~oes de coordenadas �e encontrar um con-

junto de vari�aveis �otimas nas quais a dinâmica torna-

se trivial. Tal �e, por exemplo, o esp��rito da teoria

de Hamilton{Jacobi, em que se buscam transforma�c~oes

canônicas que reduzem a fun�c~ao Hamiltoniana a uma

forma simples. No presente trabalho, determina-se a

classe mais geral poss��vel de Hamiltonianas redut��veis,

por TCG's puntuais, �a Hamiltoniana associada ao mo-

vimento unidimensional de uma part��cula de massa

unit�aria sujeita a um potencial estacion�ario. Esta ca-

tegoria de sistemas �e exatamente sol�uvel pelo m�etodo

da energia, tal como apresentado nos livros texto de

mecânica [10, 15]. Por TCG's puntuais, entendem-se

aquelas TCG's nas quais a coordenada que faz o pa-

pel de posi�c~ao transforma-se segundo uma lei que n~ao

envolve o momentum. �E certo que a inclus~ao de trans-

forma�c~oes n~ao puntuais �e justamente uma das grandes

vantagens dos m�etodos Hamiltonianos, que permitem

considerar posi�c~ao e momentum como vari�aveis inde-

pendentes e em p�e de igualdade. Entretanto, o uso de

TCG's n~ao puntuais complicaria consideravelmente o

tratamento.

O artigo organiza-se como segue. Na se�c~ao dois, �e

descrita a teoria geral das TCG's a partir do princ��pio

de Hamilton modi�cado. Desta forma, o conceito de

TCG �e obtido como uma extens~ao elementar do con-

ceito de transforma�c~ao canônica usual. As equa�c~oes

para as transforma�c~oes de coordenadas no espa�co de

fase que se quali�cam como TCG's s~ao descritas em

termos de uma fun�c~ao geratriz do tipo dois. Obt�em-

se tamb�em a Hamiltoniana transformada em termos da

Hamiltoniana n~ao transformada e da TCG. Na se�c~ao

três, encontra-se a classe geral de Hamiltonianas re-

dut��veis, por uma TCG puntual, �a Hamiltoniana associ-

ada ao movimento unidimensional de uma part��cula sob

a�c~ao de um potencial estacion�ario. A classe de Hamilto-

nianas assim determinada �e quadr�atica no momentum.

Na se�c~ao quatro, aplica-se o resultado da se�c~ao ante-

rior ao movimento unidimensional de uma part��cula de

massa vari�avel sob a�c~ao de um potencial explicitamente

dependente do tempo. Veri�ca-se quais destes poten-

ciais s~ao trat�aveis de modo exato via TCG's puntuais.
�E considerada a solu�c~ao exata das equa�c~oes de movi-

mento e a existência de uma constante de movimento

exata associada.

II Transforma�c~oes Canônicas

Generalizadas

Nesta se�c~ao, �e introduzido o conceito de TCG para um

sistema Hamiltoniano unidimensional e suas proprieda-

des b�asicas s~ao obtidas como uma extens~ao elementar

das propriedades das transforma�c~oes canônicas usuais.

O formalismo �e convenientemente descrito em termos

de uma fun�c~ao geratriz do tipo dois. TCG's para sis-

temas Hamiltonianos multi{dimensionais s~ao de�nidas

como uma extens~ao trivial do caso unidimensional. Na

verdade, todas as propriedades b�asicas das TCG's po-

dem ser compreendidas analisando o caso unidimensio-

nal.

Seja, pois, um sistema Hamiltoniano unidimensio-

nal, de vari�aveis canônicas (q; p) e fun�c~ao Hamiltoniana

H(q; p; t). As equa�c~oes de Hamilton s~ao dadas por

_q = Hp ; _p = �Hq ; (1)

onde o ponto representa derivada frente ao tempo, ou

seja, _W = dW=dt, sendo W = W (q; p; t) uma fun�c~ao

arbitr�aria de�nida no espa�co de fase. Al�em disso, os

subscritos q e p signi�cam derivada parcial frente a q

ou p. Como a fun�c~ao Hamiltoniana �e explicitamente

dependente do tempo, o mesmo vale para as equa�c~oes

de movimento. De�nem-se as TCG's como sendo as

transforma�c~oes do tipo

�q = �q(q; p; t) ; �p = �p(q; p; t) ; �t = �t(t) (2)

com a propriedade de preservarem a forma das equa�c~oes

de Hamilton. Ou seja,

d�q=d�t = �H�p ; d�p=d�t = � �H�q (3)

para alguma fun�c~ao �H(�q; �p; �t), obtida a partir de

H(q; p; t) e da transforma�c~ao de coordenadas. Em (3),

novamente se faz uso da nota�c~ao para derivada par-

cial, isto �e, �H�q = @ �H=@�q e �H�p = @ �H=@�p. Em (2),

sup~oe-se que as fun�c~oes �q(q; p; t); �p(q; p; t) e �t(t) sejam

diferenci�aveis um n�umero su�ciente de vezes (in�nito,

se necess�ario). O que disting�ue as TCG's das trans-

forma�c~oes canônicas usuais �e o fato do parâmetro tem-

poral tamb�em ser transformado. Em princ��pio, pode-

riam ser consideradas TCG's nas quais o tempo trans-

formado �t dependesse tamb�em das coordenadas (q; p)

do espa�co de fase. Este tipo de transforma�c~ao, en-

tretanto, n~ao encontra aplica�c~ao na literatura. As-

sim, ser~ao consideradas transforma�c~oes do tipo (2), nas
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quais o tempo transformado depende funcionalmente

apenas do tempo original.
�E necess�ario estabelecer um crit�erio operacional

para decidir se uma dada transforma�c~ao �e uma TCG.

O modo mais direto de obter este crit�erio operacio-

nal baseia-se no princ��pio de Hamilton modi�cado. Se-

gundo este princ��pio, a trajet�oria dinâmica que vai de

um ponto de coordenadas (q(t1); p(t1)) num instante

t1 at�e um ponto de coordenadas (q(t2); p(t2)) num ins-

tante t2 �e aquela que extremiza o funcional da a�c~ao no

espa�co de fase. Formalmente, tem-se que

�

Z t2

t1

(p _q �H) dt = 0 : (4)

Em (4), est~ao sendo tomadas varia�c~oes � q(t) e � p(t)

diferenci�aveis arbitr�arias, tais que � q(t1) = � q(t2) =

� p(t1) = � p(t2) = 0. Isto �e, por de�ni�c~ao, n~ao h�a

varia�c~ao nos extremos. As equa�c~oes diferenciais de Ha-

milton (1) s~ao equivalentes ao princ��pio variacional (4),

o que �e mostrado em v�arios livros texto, tais como

[10, 15, 21]. Para nossos prop�ositos, a equivalência en-

tre (1) e (4) ser�a tomada como um fato dado. Nos �e

su�ciente notar que as equa�c~oes de movimento nas co-

ordenadas transformadas ter~ao a forma canônica (3) se

e somente se for v�alido um princ��pio variacional formal-

mente idêntico a (4),

�

Z �t2

�t1

(�pd�q=d�t� �H) d�t = 0 : (5)

De outra maneira, a transforma�c~ao de coordenadas (2)

induzir�a equa�c~oes de movimento n~ao canônicas. A com-

para�c~ao entre (4) e (5) permite a constru�c~ao de um

crit�erio para estabelecer se uma dada transforma�c~ao �e

uma TCG.

Para fazer esta compara�c~ao, �e necess�ario inicial-

mente notar que a integral em (4) tem como parâmetro

o tempo t, enquanto (5) envolve o tempo transfor-

mado �t. Assim, do modo como est�a apresentada, n~ao

�e poss��vel comparar (5) com (4). Para obter uma ex-

press~ao conveniente de (5), note-se que, no princ��pio

variacional (4), se extremiza a a�c~ao no espa�co de

fase para a trajet�oria indo de um ponto de coorde-

nadas (q(t1); p(t1)) at�e outro ponto de coordenadas

(q(t2); p(t2)). No princ��pio variacional (5), se est�a extre-

mizando a a�c~ao no espa�co de fase para uma trajet�oria

indo de um ponto de coordenadas (�q(�t1); �p(�t1)) at�e ou-

tro ponto de coordenadas (�q(�t2); �p(�t2)). Ocorre que es-

tas express~oes s~ao representa�c~oes diferentes, com dife-

rentes sistemas de coordenadas, para um mesmo par de

pontos. Em outras palavras,

�q(�t1) = �q(q(t1); p(t1); t1) ; (6)

�p(�t1) = �p(q(t1); p(t1); t1) ; (7)

�t1 = �t(t1) ; (8)

sendo que rela�c~os an�alogas valem para o ponto no ins-

tante t2. Assim, como s~ao v�alidas, em particular, as

rela�c~oes �t1 = �t(t1) e �t2 = �t(t2), reescreve-se (5) con-

forme

�

Z t2

t1

�
�p
d�q

d�t
� �H

�
d�t

dt
dt = 0 : (9)

Nesta forma, a vari�avel de integra�c~ao e os limites de

integra�c~ao em (4) e (9) s~ao os mesmos, sendo poss��vel

uma compara�c~ao entre as duas equa�c~oes. Conclui-se

que uma condi�c~ao su�ciente para a validade simultânea

de (4) e (9) �e

p _q �H �
�
�p
d�q

d�t
� �H

�
d�t

dt
=

dS

dt
; (10)

sendo S = S(q; p; t) uma fun�c~ao diferenci�avel arbitr�aria

de�nida no espa�co de fase e no tempo. De fato, a con-

tribui�c~ao de uma derivada total �e nula no princ��pio va-

riacional, pois

�

Z t2

t1

dS

dt
dt = � (S(q(t2); p(t2); t2)

� S(q(t1); p(t1); t1)) = 0 ; (11)

j�a que a varia�c~ao de uma constante num�erica �e nula.

A condi�c~ao (10) �e apenas su�ciente, pois seria

poss��vel, no esp��rito proposto em [10], tomar

p _q �H � � (�p
d�q

d�t
� �H)

d�t

dt
=

dS

dt
; (12)

onde � �e uma constante num�erica arbitr�aria mas n~ao

nula. Entretanto, para nossos objetivos �e desnecess�aria

esta extens~ao.

A fun�c~ao S em (10) foi tomada como sendo depen-

dente de (q; p; t). �E igualmente v�alido tomar

S = ��p�q + S2(q; �p; t) ; (13)

onde S2 = S2(q; �p; t) �e uma fun�c~ao diferenci�avel ar-

bitr�aria de (q; �p; t). Com isto, e expressando (10) de

forma diferencial, obt�em-se

(�q�S2�p) d�p+(p�S2q ) dq+( �Hd�t=dt�H�S2t) dt = 0 :

(14)
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J�a que as coordenadas (q; �p; t) s~ao independentes, a

equa�c~ao (14) �e satisfeita se e somente se os coe�cientes

de dq; d�p e dt se anularem identicamente. Isto implica

p = S2q ; (15)

�q = S2�p ; (16)

�H = (H + S2t)
dt

d�t
: (17)

As equa�c~oes (15{16) expressam as TCG's em termos

de uma fun�c~ao S2(q; �p; t), dita fun�c~ao geratriz do tipo

dois. Assim, toda transforma�c~ao de coordenadas (2)

que puder ser expressa atrav�es de (15{16) para alguma

fun�c~ao geratriz do tipo dois apropriada �e uma TCG.

Em acr�escimo, a equa�c~ao (17) fornece a Hamiltoniana

transformada em termos de H e S2. O fator multiplica-

tivo dt=d�t em (17) �e o que disting�ue as TCG's das trans-

forma�c~oes canônicas usuais. Caso o parâmetro tempo-

ral n~ao seja afetado pela transforma�c~ao, o resultado s~ao

as equa�c~oes usuais para as transforma�c~oes canônicas ex-

pressas em termos de uma fun�c~ao geratriz do tipo dois.

De uma maneira mais geral, �e poss��vel obter facilmente

TCG's com fun�c~oes geratrizes S1(q; �q; t) (do tipo um),

S3(p; �q; t) (do tipo três) ou S4(p; �p; t) (do tipo quatro).

Estas TCG's ser~ao omitidas aqui por brevidade. Mai-

ores informa�c~oes sobre TCG's podem ser encontradas

na referência [7].

III Uma Classe de Sistemas

Sol�uvel por Quadratura

Nesta se�c~ao ser�a considerada a quest~ao de qual �e a

classe mais geral poss��vel de Hamiltonianas

H = H(q; p; t) (18)

redut��veis, por uma TCG, a Hamiltonianas da forma

�H = �p2=2 + U (�q) : (19)

Em (19), U (�q) faz o papel de fun�c~ao potencial asso-

ciada ao movimento unidimensional de uma part��cula

de massa unit�aria. Este tipo de movimento �e sempre

redut��vel a quadratura atrav�es do m�etodo da energia,

apresentado em v�arios livros texto. Usando a equa�c~ao

�p = �H�p = d�q=d�t, obt�em-se a quadratura

�t+ c =

Z
d�qp

2( �H � U (�q))1=2
(20)

a partir de (19), onde c �e uma constante num�erica ar-

bitr�aria. Supondo que a integral em (20) possa ser feita

analiticamente, em princ��pio seria poss��vel obter a tra-

jet�oria por invers~ao,

�q = �q(�t+ c; �H) : (21)

Esta solu�c~ao �e geral, j�a que envolve duas constantes

num�ericas arbitr�arias, �H e c, para um sistema que pode

ser posto na forma Newtoniana de uma equa�c~ao de se-

gunda ordem. Em conclus~ao, a dinâmica no espa�co de

fase �e completamente integr�avel, desde que sejam in-

troduzidas as coordenadas adequadas, a saber, (�q; �p; �t).

Aqui, o ponto de vista adotado �e o inverso do usual,

segundo o qual se procuram as coordenadas adequa-

das para um problema espec���co dado. Pelo contr�ario,

est�a-se partindo de um problema cuja dinâmica pode

ser descrita exatamente, procurando, em seguida, a

classe de sistemas que podem ser postos nesta forma

sol�uvel. Esta abordagem est�a em conformidade com

uma estrat�egia seguida por Jacobi. No dizer de Jacobi,

segundo uma cita�c~ao em [2], \A di�culdade principal

na integra�c~ao de um problema de mecânica est�a na in-

trodu�c~ao de vari�aveis convenientes, para o que n~ao h�a

regra. Desta maneira, n�os devemos percorrer o caminho

reverso e, ap�os encontrar alguma substitui�c~ao digna de

nota, procurar os problemas para os quais esta pode ser

aplicada com sucesso".

A quest~ao de qual �e a classe de Hamiltonianas do

tipo (19) que pode ser posta na forma (20) por uma

TCG n~ao ser�a respondida de modo geral aqui. O tra-

tamento ser�a restrito meramente �as TCG's puntuais,

nas quais a coordenada que faz o papel de posi�c~ao

transforma-se segundo uma lei que n~ao envolve o mo-

mentum,

�q = A(q; t) ; (22)

onde A(q; t) �e uma fun�c~ao diferenci�avel. Qualquer TCG

puntual pode ser descrita por uma fun�c~ao geratriz do

tipo dois da forma

S2 = A(q; t)�p+ B(q; t) : (23)

Utilizando as leis de transforma�c~ao (15{16) e a fun�c~ao

geratriz (23), obt�em-se a equa�c~ao (22) e a equa�c~ao para

a transforma�c~ao do momentum

p = Aq �p+Bq : (24)

As equa�c~oes (22) e (24), em conjunto com a lei de trans-

forma�c~ao do parâmetro temporal, comp~oem a TCG

puntual completa,

�q = A(q; t) ; �p = (p �Bq)=Aq ; �t = T (t) ;

(25)
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onde a transforma�c~ao no tempo est�a dada em termos

de uma fun�c~ao T (t).

Especi�cadas a TCG e a Hamiltoniana transfor-

mada, �ca simples fobter a Hamiltoniana original. A

rela�c~ao (17) pode ser exprimida como

H = �Hd�t=dt� S2t : (26)

Inserindo em (26) a Hamiltoniana �H dada em (19),

a TCG (25) e a fun�c~ao geratriz (23), obt�em-se, ap�os

c�alculos elementares,

H =
_T

2A2
q

p2 � 1

Aq

 
_T Bq

Aq
+At

!
p+ V (q; t) ; (27)

onde

V (q; t) = _T

 
B2

q

2A2
q

+ U (A(q; t))

!
+
AtBq

Aq
�Bt : (28)

A equa�c~ao (27) fornece a classe de Hamiltonianas

redut��veis por uma TCG puntual �a forma (19), que �e

sol�uvel por quadratura. A classe de Hamiltonianas (27)

�e bastante geral, envolvendo quatro fun�c~oes arbitr�arias,

T (t), A(q; t), B(q; t) e U (A(q; t)). Constata-se que H

�e uma fun�c~ao quadr�atica no momentum, mas de de-

pendência bem mais geral na posi�c~ao e no tempo. Por-

tanto, sistemas n~ao lineares e n~ao estacion�arios podem

ser resolvidos exatamente atrav�es de TCG's puntuais.

A forma expl��cita da solu�c~ao �e obtida da inversa da

transforma�c~ao puntual (22), que denotaremos por

q = a(�q; t) ; (29)

e da solu�c~ao (21) para a vari�avel �q. O resultado �e

q = a(�q(T (t) + c; �H); t) ; (30)

que �e a solu�c~ao geral, pois envolve duas constantes

num�ericas arbitr�arias, �H e c:

A pr�oxima se�c~ao dedica-se a uma importante classe

de sistemas cuja Hamiltoniana pode ser posta na forma

(27).

IV Movimento Unidimensional

de uma Part��cula de Massa

Vari�avel sob um Potencial

Dependente do Tempo

Nesta se�c~ao, ser~ao aplicados os resultados da se�c~ao pre-

cedente ao tratamento de sistemas com Hamiltonianas

da forma

H =
p2

2m(t)
+ V (q; t) ; (31)

descrevendo o movimento unidimensional de uma

part��cula de massa m(t) variando no tempo sujeita a

um potencial V (q; t) n~ao estacion�ario. Hamiltonianas

do tipo (31) aparecem em diversas �areas da f��sica, como

em �otica quântica [1], f��sica de plasma [3] e cosmologia

[4]. Na verdade, o uso de TCG's no tratamento de siste-

mas com Hamiltoniana do tipo (31) n~ao �e in�edito. Mu-

nier et al. [16] utilizaramTCG's na descri�c~ao de proble-

mas de dois corpos sendo um deles de massa vari�avel,

com aplica�c~oes em astrof��sica. Nestes problemas, o po-

tencial V (q; t) �e Kepleriano com dependência temporal

expl��cita. Uma quest~ao natural �e determinar a classe

mais geral de potenciais comparecendo em (31) sol�uveis

exatamente via TCG's puntuais. A resposta a esta

quest~ao �e obtida comparando as Hamiltonianas (27),

que s~ao as mais gerais trat�aveis por TCG's puntuais, e

(31).

Impondo que os coe�cientes de p2 e p coincidam nas

Hamiltonianas (27) e (31), obt�em-se, respectivamente,

_T=A2

q = 1=m ; (32)

_TBq=Aq + At = 0 : (33)

A solu�c~ao deste sistema de equa�c~oes diferenciais parci-

ais �e encontrada ap�os c�alculo elementar, da�� decorrendo

que

A = (q � �(t))=�(t) ; (34)

B = m _� q2=2� +m (� _� � _��) q=�+ b(t) ; (35)

T =

Z
dt=m�2 ; (36)

sendo que �(t); �(t) e b(t) s~ao fun�c~oes arbitr�arias do

tempo. A TCG resultante, de acordo com (25), �e dada

por

�q = (q � �)=� ; (37)

�p = �(p�m _�)�m _�(q � �) ; (38)

�t =

Z
dt=m�2 : (39)

A transforma�c~ao (37{39) �e a TCG puntual mais ge-

ral poss��vel que, aplicada a Hamiltonianas para uma

part��cula de massa vari�avel sujeita a um potencial

V (q; t), leva a Hamiltonianas transformadas do tipo

(19).

Resta ainda saber quais s~ao os potenciais pass��veis

de tratamento. Substituindo (34{36) em (28), vem
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c

V (q; t) = �m

�

�
���� ���+

_m

m
(� _�� _��)

�
q � m

2�

�
�� +

_m

m
_�

�
q2 +

+
1

m�2
U

�
q � �

�

�
� _b� m

2�2
(� _� � _��)2 : (40)

Para esta classe de potenciais, o movimento da part��cula pode ser exatamente integrado, bastando, para efetuar

a integra�c~ao, utilizar as novas coordenadas canônicas (37{38) e o novo tempo (39). A introdu�c~ao de um novo

parâmetro temporal, que �e o que disting�ue as TCG's das transforma�c~oes canônicas usuais, �e essencial no procedi-

mento. A classe de potenciais (40) �e bastante geral, envolvendo quatro fun�c~oes arbitr�arias, �; �; U e b. Na verdade,

esta �ultima fun�c~ao �e sup�er
ua, pois a adi�c~ao de uma fun�c~ao apenas do tempo �a Hamiltoniana n~ao modi�ca as

equa�c~oes de movimento.

Para comparar o potencial obtido com resultados da literatura e para interpret�a-lo apropriadamente, de�nem-se

novas fun�c~oes arbitr�arias !(t), F (t) e �U (�q) de acordo com

!2(t) = ���=� � _m _�=m� + k=m2�4 ; (41)

F (t) =
�
��� � ���+ (� _� � _��) _m=m+ k �=m2�3

�
=� ; (42)

�U (�q) = U (�q) � k�q2=2 ; (43)

sendo k uma constante num�erica. Al�em disso, toma-se

_b = � m

2�2
(� _� � � _�)2 +

k �2

2m�4
; (44)

uma escolha que elimina todas as fun�c~oes do tempo sup�er
uas presentes de forma aditiva na Hamiltoniana. Com

as equa�c~oes (41{44), reescreve-se o potencial (40) segundo

V (q; t) = �m(t)F (t)q +
m(t)!2(t)q2

2
+

1

m(t)�2(t)
�U

�
q � �(t)

�(t)

�
: (45)

d
Estes potenciais incluem quatro fun�c~oes arbitr�arias,

m(t), F (t), !(t) e U ((q � �(t))=�). De fato, as fun�c~oes

� e � n~ao s~ao arbitr�arias, sendo restritas �as rela�c~oes

de compatibilidade (41{42). Estas �ultimas podem ser

reescritas na forma de um par de equa�c~oes de segunda

ordem,

�� +
_m

m
_� + !2(t)� =

k

m2�3
; (46)

��+
_m

m
_�+ !2(t)� = F (t) : (47)

Quando a massa �e constante, (46) reduz-se �a equa�c~ao

de Pinney [19].

A TCG (37{39) foi utilizada por Xu et al. na an�alise

de Hamiltonianos quadr�aticos na posi�c~ao e no momen-

tum. Aqui, mostrou-se que a mesma transforma�c~ao

pode ser aplicada a uma gamamuitomaior de sistemas,

com massa vari�avel e potencial do tipo (45). Outras

transforma�c~oes canônicas similares mas n~ao idênticas

a (37{39), aplicadas a sistemas unidimensionais depen-

dentes do tempo, encontram-se em [8, 11, 18].

A interpreta�c~ao do potencial (45) pode ser feita exa-

minando as equa�c~oes de movimento. Tem-se que

_q = Hp = p=m ; (48)

_p = �Hq = mF �m!2q � �U 0=m�3 ; (49)

onde a linha signi�ca derivada de �U frente ao argumento

(q��)=�. A equa�c~ao Newtoniana resultante �e dada por

�q +
_m

m
_q + !2(t)q = F (t)�

�U 0

m2�3
: (50)
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Na ausência da fun�c~ao arbitr�aria �U , veri�ca-se que (50)

descreve o movimento unidimensional de uma part��cula

de massa vari�avel sujeita a uma for�ca harmônica depen-

dente do tempo e a uma for�ca externa dependente do

tempo. A fonte de n~ao linearidade do sistema �e a fun�c~ao
�U .

Por constru�c~ao, a equa�c~ao de movimento (50) �e exa-

tamente sol�uvel, o que ser�a veri�cado explicitamente no

que segue. Por inspe�c~ao de (19) e (43), conclui-se que,

para a classe de potenciais dada em (45), a Hamiltoni-

ana transformada �e da forma

�H =
�p2

2
+
k�q2

2
+ �U (�q) : (51)

Para �U = 0, (51) descreve um oscilador harmônico sim-

ples, que �e obviamente sol�uvel. Mesmo para �U 6= 0, �e

poss��vel obter a solu�c~ao �q = �q(�t + c; �H) utilizando o

m�etodo da energia descrito na se�c~ao dois. Com isto, e

invertendo as transforma�c~oes (37) e (39), vem a solu�c~ao

exata

q = ��q

�Z
dt

m�2
+ c; �H

�
+ � (52)

Esta solu�c~ao �e geral, pois envolve duas constantes

num�ericas arbitr�arias, �H e c. Entretanto, a forma

expl��cita da solu�c~ao s�o pode ser obtida quando se tem

a disposi�c~ao solu�c~oes particulares � e � para (46{47).

Embora sejam necess�arias apenas solu�c~oes particula-

res para estas equa�c~oes, n~ao se pode garantir que as

mesmas possam sempre ser conhecidas, sobretudo para

m(t); !(t) e F (t) arbitr�arias. Express~oes do tipo (52),

que fornecem a solu�c~ao geral de uma equa�c~ao de movi-

mento em termos de solu�c~oes particulares para equa�c~oes

auxiliares tais como (46{47), s~ao chamadas, na litera-

tura, leis de superposi�c~ao n~ao lineares [20].

�E interessante notar que a Hamiltoniana transfor-

mada, sendo independente do tempo transformado, �e

uma constante de movimento exata para a dinâmica.

Utilizando a TCG (37{39), vem

�p = d�q=d�t = m (�( _q � _�) � _�(q � �)) ; (53)

o que, substituido em �H dada em (51), fornece

c

�H =
m2

2
(�( _q � _�)� _�(q � �))2 +

k

2�2
(q � �)2 + �U

�
q � �

�

�
: (54)

d
Veri�ca-se diretamente que �H em (54) satisfaz

d �H=dt = 0 (55)

quando �, � e q satisfazem, respectivamente, (46), (47)

e (50). Consequentemente, �H �e, de fato, uma cons-

tante de movimento exata. No caso particular em que

a massa �e unit�aria, �H dado em (54) e o potencial (28)

j�a foram obtidos por Lewis e Leach [13] na sua busca de

sistemas Hamiltonianos com constantes de movimento

exatas quadr�aticas no momentum. Neste mesmo caso

particular no qual a massa �e unit�aria, a constante de

movimento �H tem aplica�c~ao na f��sica de plasma n~ao co-

lisional [14]. Entretanto, quando � = F = 0 e m = 1,

o potencial (28) e a constante de movimento associada

(54) foram encontrados j�a em 1943, por Sch�urer, con-

forme uma cita�c~ao em [12]. Sch�urer utilizou justamente

a transforma�c~ao de coordenada (37) e do tempo (39),

com � = 0;m = 1, sem reconhecer a estrutura de TCG

subjacente.

V Conclus~ao

O conceito de TCG foi introduzido e aplicado ao pro-

blema n~ao trivial do movimento de uma part��cula de

massa vari�avel sob a a�c~ao de um campo externo ex-

plicitamente dependente do tempo. Mostrou-se, assim,

um sistema no qual a dependência temporal expl��cita

n~ao traz s�erias di�culdades ao processo de integra�c~ao

das equa�c~oes de movimento. Sem d�uvida, este �e um

fato relevante, j�a que Hamiltonianas explicitamente de-

pendentes do tempo imp~oem sua presen�ca numa s�erie

de �areas relevantes da f��sica, como �otica quântica, f��sica

de plasma e cosmologia. Al�em disso, mostrou-se que a

t�ecnica das TCG's pode ser utilizada com sucesso no

tratamento de uma vasta classe de sistemas Hamiltoni-

anos n~ao estacion�arios, dados pela Hamiltoniana (27).
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Estes resultados s~ao especialmente interessantes por se-

rem as TCG's uma extens~ao relativamente simples das

transforma�c~oes canônicas usuais. Ou seja, atrav�es de

t�ecnicas simples �e poss��vel resolver uma extensa classe

de problemas n~ao triviais. Isto quali�ca as TCG's

como um complemento v�alido aos cursos de mecânica

cl�assica, exempli�cando o uso de m�etodos simples no

tratamento de problemas so�sticados objetos da pes-

quisa atual sobre sistemas n~ao lineares. Finalmente,

o presente trabalho abre novas perspectivas no trata-

mento exato de sistemas quânticos e de sistemas com

massa dependente n~ao apenas do tempo, mas tamb�em

da posi�c~ao. Esta �ultima aplica�c~ao fundamenta-se na

classe de Hamiltonianas (27), que acomoda massas de-

pendentes da posi�c~ao, e pode ter impacto na f��sica de

semicondutores [6].
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