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Usando o m�etodo variacional de uma formamais geral � �e poss��vel determinar todo o espectro
dos n��veis de energia eletr�onicos do �atomo de H�elio ao inv�es de somente um estado� como
exempli�cado na maioria dos livros textos de Mec�anica Qu�antica b�asica�

Using the variational principle with a generic function we have determined the spectrum for
a class of states of the Helium atom� This example is very pedagogical and complement the
conventional text books in this subject�

Convencionalmente nos livros de Mec�anica

Qu�antica� o m�etodo variacioanal de Rayleigh	Ritz 
���

�e introduzido para a obtenc�ao da energia do estado

fundamental do �atomo de H�elio� De forma geral� �e

tomada como func�ao do estado fundamental o produto

de dois estados hidrogen�oides s� onde a carga nuclear

�e um par�ametro que dever�a ser ajustado de forma a

minimizar a energia� A energia assim obtida �e o mel	

hor valor para aquela do estado fundamental do �atomo

de He� Esse procedimento causa a impress�ao de que

o princ��pio variacional deve sempre ser usado desta

forma�

No problema que ser�a resolvido neste artigo� o

m�etodo variacional �e utilizado de uma forma mais

ampla� Ao inv�es de comecar com uma func�ao con	

hecida que depende de um par�ametro a ser determi	

nado� o m�etodo ser�a iniciado com uma classe de in�ni	

tas func�oes e ser�ao encontradas aquelas que minimizam

o conhecido funcional de energia

E
�� �
� �jHj� �

� �j� �
���

Este procedimento permitir�a obter um espectro de en	

ergia que representa alguns dos estados do �atomo de

H�elio�

Este �e um problema discutido no curso de In	

troduc�ao a F��sica At�omica do Instituto de F��sica de

S�ao Carlos	USP� Por ser uma excelente ilustrac�ao do

m�etodo variacional e que complementa os livros textos

b�asicos em Mec�anica Qu�antica� este problema ser�a aqui

tratado�

O procedimento ser�a iniciado considerando uma

classe de estados para o �atomo de H�elio� Considere

os estados de momento angular nulo �estados s�� Como

esses estados s�ao sim�etricos� dever�ao depender apenas

das coordenadas r� e r� de cada el�etron atrav�es de sua

soma r��r� �note que isto �e uma das poss��veis escolhas

feita sem nenhuma restric�ao�� Para esta depend�encia

funcional a func�ao que melhor representa estes estados

�e dada por

��r�� r�� � f�r� � r��Y������Y������ ���

onde Y������ e Y������ s�ao os harm�onicos esf�ericos de

mais baixa ordem� O objetivo �e determinar a func�ao

f�r� � r�� que melhor representa as energias do �atomo

de He�

O Hamiltoniano para o �atomo de He �e dado por
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onde r�
��r

�
�� representa o operador Laplaciano at	

uando nas coordenadas espaciais do primeiro�segundo�

el�etron� A func�ao f ser�a determinada de forma a min	

imizar o funcional de energia dado pela eq� ����

Considere o c�alculo de h�jHj�i� que pode ser de	

composto na seguinte forma

h�jHj�i � h�jHcj�i� h�jHej�i ���
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Substituindo � de acordo com a eq���� no primeiro

termo do lado direito da eq���� encontramos que

c

h�jHcj�i � �
�
�

�m

Z �

�
r��dr�

Z �

�
r��dr�f�r� � r���r

�
� �r�

��f�r� � r�� ���

d

onde foi usado o fato de que
R�
�

R ��
� d� � �� e

jY�����j� � �����

Utilizado o Laplaciano em coordenadas esf�ericas e o

fato de f depender apenas da soma r� � r�� a eq� ���

pode ser reescrita como
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Neste ponto �e conveniente fazer a seguinte mudanca

de vari�aveis

r � r� � r� � R � �r� � r���� ���

Com estas transformac�oes o Jacobiano da trans	

formac�ao �e ��dr�dr� � drdR�� Usando as coordenadas

em ��� na eq� ���� chegamos a seguinte express�ao

h�jHcj�i �
�
�

��m

Z �

�

r�
�
df

dr

��

dr ���

Considere agora o c�alculo da outra parte� ou seja�

o termo h�jHej�i� Usando a expans�ao para �
jr��r�j

em termos dos esf�ericos harm�onicos
��� e em seguida as

equac�oes de transformac�ao fornecidas na eq����� cheg	

amos facilmente a

h�jHej�i � �
��e�

��

Z �

�

r�f�dr ���

Somando os resultados das eqs� ��� e ���� temos a

seguinte express�ao para h�jHj�i
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Como � deve ser uma func�ao normalizada� deve	

mos impor que h�j�i � �� Essa condic�ao permite a

obtenc�ao da seguinte equac�ao de v��nculo para o prob	

lema variacional em quest�ao

�

��

Z �

�

r�f�dr � � ����

Como �e bem conhecido do m�etodo variacional 
���

a eq���� fornece um valor para a energia que sempre

se aproxima superiormente ao valor exato de energia

E� Assim� como �e convencional no m�etodo variacional

na forma funcional� escrevemos o seguinte funcional de

energia

J��� � h�jHj�i � Eh�j�i ����

A obtenc�ao dos melhores valores de energias E consiste

em descobrir qual�is� a�s� func�ao��oes� � �se existir��

que minimiza este funcional� Utilizando as eqs� ���� e

���� na eq������ J��� ser�a dado por
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Em Mec�anica Cl�assica 
��� a equac�ao de Lagrange

pode ser alternativamente derivada atrav�es do princ��pio

variacional� Neste caso� o funcional apropriado �e a in	

tegral da Lagrangeana do sistema�
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De uma forma geral� um funcional escrito como uma

integral da forma

J�y� �

Z
F

�
y�
dy

dx
� x

�
dx ����

tem como func�oes que extremizam seu valor aquelas que

satisfazem a equac�ao de Euler 
��
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Em nosso caso� fazendo y � f e x � r� obtemos a

seguinte func�ao F
�
f� df
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Fazendo as derivac�oes indicadas na eq������ f deve

satisfazer a seguinte equac�ao diferencial para que seja

uma func�ao que minimiza o funcional dado na eq� ����

d�f
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Vamos agora resolver a equac�ao diferencial acima�

Quando r��� eq� ���� reduz	se a

d�f

dr�
�

�
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�
f � � ����

Como nosso maior interesse s�ao nos estados ligados

do sistema� E � �� De�nindo q� � �Em���� a soluc�ao

de interesse f��sico para a eq����� �e da forma e�qr � As	

sim� reescrevendo f�r� como

f�r� � u�r�e�qr ����

e substituindo a eq����� na eq������ obtemos a seguinte

equac�ao diferencial para func�ao u�r�

d�u

dr�
�

�
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r
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�
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�

�
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r

�
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onde b � ���me�������

A eq����� �e resolvida pelo m�etodo de Frobenius 
���

Neste m�etodo� u�r� �e assumido ser um polin�omio da

forma

u�r� �
�X
n��

cnr
n�s ����

Como u �e �nito em r � � devemos ter s � �� Sub	

stituindo a eq����� na eq������ encontramos a seguinte

relac�ao de recorr�encia entre os coe�cientes cn

cn�� �
�q � b� �qn

�n� ���n� ��
cn ����

A func�ao u deve ser de quadrado integr�avel� Desta

forma a s�erie apresentada na eq����� dever�a ser trun	

cada em um certo valor de q onde

�q � b� �qn � �� q �
b

� � �n
����

Usando as de�nic�oes de q e b� encontramos que os

autovalores de energia s�ao discretos e dado por

En � �
e�

a��� � �n��

�
���

��

��
����

onde a� �e o raio de Bohr� A eq� ���� representa um es	

pectro de energia que se aproxima superiormente as en	

ergias exatas dos estados sim�etricos �dois el�etrons com

onda s�� para o �atomo de H�elio�

Para o sistema no estado fundamental� n � �� Neste

caso a eq� ���� revela que

E� � �
e�

a�

�
��

��

��

� �����eV ����

Este valor corresponde exatamente aquele obtido pelo

m�etodo variacional desenvolvido nos livros textos de

Mec�anica Qu�antica� O valor medido experimental	

mente para E� �e de 	 ���� eV�

Usando as eqs���� e ����� a func�ao de onda aproxi	

mada para o estado fundamental �e a seguinte

��r� � r�� � c�e
�q�r��r� 	 ����

onde c� �e determinado atrav�es da condic�ao de normal	

izac�ao para �� Fazendo esse procedimento encontramos

que c� � �q
����� Da mesma forma� n���������� �

fornece a energia aproximada para os demais estados

formados� em princ��pio� por orbitais do tipo �s	�s� �s	

�s� �s	�s� ���

O m�etodo descrito apresenta uma muito boa pre	

cis�ao para o valor de energia do estado fundamental do

�atomo de He� Isso �e devido ao fato de que o tipo de

func�ao proposto no in��cio �eq� ����� so �e adequado a

descric�ao deste estado e em condic�oes mais restritas�

outros estados sim�etricos� Isso pode ser con�rmado

fazendo n�� na eq������ Para esse caso �e obtido que

E��	���� eV como uma aproximac�ao para a energia do

mais pr�oximo estado sim�etrico excitado� Este valor esta

muito distante do obtido experimentalmente que �e de 	

���� eV� No entanto� o m�etodo permite a determinac�ao�

em primeira aproximac�ao do espectro de energia de to	

dos os estados sim�etricos do �atomo de He� S�o por isso

j�a vale apresent�a	lo nesta sec�ao de problemas interes	

santes
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