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Esta Cronica mostra como se desenvolveu, no Século XIX, o que hoje conhecemos como
Cialculo Diferencial e Integral. Nela, estudaremos o desenvolvimento desse Calculo de-
vido aos trabalhos realizados (principalmente por Bolzano, Cauchy, Fourier, Abel, Dirichlet,
Riemann, Weierstrass e Cantor) no sentido de consolidar os conceitos sobre a diferencia-
bilidade, a integrabilidade, e a representacao das funcoes de uma variavel real em séries
trigonométricas.

This Chronicle shows how was developped that today means Integral and Differential
Calculus. In it, we will study the development of this Calculus due to the work realized
(principally by Bolzano, Cauchy, Fourier, Abel, Dirichlet, Riemann, Weierstrass and Cantor)
with the intention to consolidate the concepts on the differentiability, the integrability and
the representation of the single-valued real functions by trigonometric series.
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Nas quatro primeiras partes da Crénica,' tratamos
do desenvolvimento do Célculo Diferencial e Inte-
gral desde a Antiguidade até o Século XVIII. Na quinta
parte, estudaremos o desenvolvimento desse Calculo
no Século XIX. Contudo, como esse desenvolvimento
teve varios desdobramentos dando origem a novas dis-
ciplinas da Matematica, dividimos essa quinta parte em
duas etapas. Na primeira etapa,? tratamos dos tra-
balhos que contribuiram para consolidar os conceitos
sobre a diferenciabilidade, a integrabilidade, e a rep-
resentacao em séries trigonométricas das fungoes de
uma varidvel real. Nesta segunda etapa,® faremos o
estudo das equacgoes diferenciais parciais e ordinarias,
das fun¢oes de uma variavel complexa, e do calculo das

variagoes.

Na Crénica referente ao Século XVIIL,* vimos que
o estudo de alguns problemas fisicos relacionados com

sistemas vibrantes, com o movimento dos fluidos, e

com a atracao gravitacional de corpos de diversas for-
mas, fez com que fisicos e matematicos lidassem com
as primeiras equacoes em derivadas parciais. No Século
XIX, estudos aprofundados dos fenomenos fisicos acima
referidos, mostraram que essas equacoes podem ser
resumidas em dois tipos: equacao do potencial e
equacao de ondas. Por outro lado, ainda no Século
XIX, o estudo da difusdao do calor nos corpos levou
a um terceiro tipo de equagao em derivadas parciais:
equacao do calor.

% vimos que o es-

Com efeito, na Cronica anterior
tudo da conduc¢ao do calor em corpos de formas espe-
ciais (retangulo, anel, esfera, cilindro e prisma) levou
o matematico francés Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830), em 1807, a apresentar sua célebre equagao

(na atual notacio):

8T (x,t) 8T (x,t) 8*T(x,t) _ 12 9T(x,1)
dx? + dy? + 922 =k ot
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*Este artigo é em homenagem aos meus amigos, o saudoso MARIO TASSO RIBEIRO SERRA (1932-1975), com quem realizei meus
primeiros estudos sobre as Fungoes Especiais e o Célculo das Variagoes, e ARTEMIDORO CABRAL DE MELLO (n.1925), professor
aposentado do Departamento de Matematica da UFPA, os primeiros professores de Varidvel Complexa da UFPA.
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onde T representa a temperatura do corpo, k a sua con-
dutibilidade térmica, (x, y, z) significam as coordenadas
espaciais e t, o tempo. Naquela mesma Cronica, vi-
mos que Fourier resolveu essa equacao do calor (hoje,
equacao de Fourier), por intermédio de um tipo es-
pecial de série infinita - a série trigonométrica - hoje
conhecida como série de Fourier.®
Ainda no comeco do Século XIX, a equacao apre-
sentada pelo matematico franceés Pierre Simon Laplace
1749-1827), em 1787, isto é: 2% 4+ 2V 1 2V —
( - )a em ’ 1sto e: Sx2 + By? + 522 — ’
onde V(x, y, z) representa o potencial gravitacional em

pontos dentro ou fora do corpo que exerce a atraccao
gravitacional, foi generalizada pelo matematico frances
Siméon Denis Poisson (1781-1840), em trabalho de
1813,7 ao mostrar que a mesma nio se aplica quando
(x, ¥, z) é interno aquele corpo e, portanto, neste caso,

V deveria satisfazer a seguinte equacao:

3’V 3*V 3’V _
2 + By2 + 522 — 47Tp 3
(na notacdo atual AV = — 4xp) onde p(x, v, 2z) é

a densidade do corpo. Nesse e em outros trabalhos
realizados por Poisson,® ele mostrou a utilidade dessa
funcao V em problemas elétricos e magnéticos. Por
exemplo, usando essa funcao, demonstrou que no in-
terior dos condutores a forca eletrostatica resultante é
nula.

Assim, conhecida a equacao de Poisson, e seu caso
particular, a equagdo de Laplace (hoje, reunidas com
o nome de Equagao do Potencial), o problema a
ser enfrentado era o de resolvé-la. (Observe-se que a
equacao de Fourier, recal numa equacao de Laplace,
quando se considera o caso estaciondrio.) Os traba-
lhos realizados pelos matematicos no primeiro quartel
do Século XIX indicavam que para resolver a equagao
de Laplace-Poisson em uma determinada regiao, era
necessario conhecer duas func¢oes arbitrarias, respecti-
vamente, o valor de V e o de sua derivada na fronteira
da regiao. Por outro lado, a solu¢ao da equacgao de
Laplace-Fourier exigia apenas o conhecimento da tem-
peratura na fronteira. Desse modo, uma das funcoes
arbitrarias necessarias para resolver o problema do po-
tencial deveria ser fixada de uma outra maneira.

A dificuldade apontada acima foi tratada pelo
matematico inglés George Green (1793-1841). Com
efeito, ao estudar os trabalhos de Poisson, Green perce-
beu que poderia usar a funcao potencial V para es-
tudar problemas estaticos relacionados com eletrici-

dade e magnetismo. Assim, numa brochura de di-
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vulgacao privada e intitulada An Essay on the Applica-
tion of Mathematical Analysis to the Theories of Flec-
tricity and Magnetism (Um Ensaio sobre a Aplicagdo
da Andlise Matemdtica as Teorias da Eletricidade e do
Magnetismo), de 1828,° Green demonstrou o seguinte

teorema (hoje, o famoso teorema de Green):

vaAVdv—i—fsU%dsz
vaAUdv—i—fsV%ds,

onde U e V satisfazem a equacao de Laplace, e n é nor-
mal a fronteira da regido e dirigida para o seu interior.'?

Usando esse teorema, Green demonstrou que: V =
- ﬁ fs 1% % ds, onde V é o valor de V na fronteira
do corpo, e U representa uma funcao que satisfaz as
seguintes condi¢des: a) U = 0 na fronteira do corpo; b)
U se comporta como % para qualquer ponto P do inte-
rior do corpo; ¢) U satisfaz a equagao de Laplace. Para
Green, essas condi¢oes permitiam calcular facilmente U
e, portanto, a funcao V.!!

Em 1833,'2 Green aplicou seu teorema para estu-
dar o potencial gravitacional V de elipséides com den-
sidade variavel. Nessa ocasiao, demonstrou que quando
V é conhecido na fronteira de um corpo e nao apre-
senta singularidades no interior do mesmo, entao V sat-
isfaz a equacdo de Laplace (AV = 0) na regido interna
ao corpo. Para realizar essa demonstracao, Green as-
sumiu que V minimiza a seguinte integral (na atual

notag¢ao):13

LI + (2927 4 (297 v

Novas contribui¢oes ao estudo da equacgao do poten-
cial foram apresentadas pelo matematico alemao Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), em 1839,1 ocasidao em
que demonstrou rigorosamente a equacao de Poisson:
AV = — 4mp, e por Lamé, conforme ja destacamos,
ao introduzir novos tipos de coordenadas curvilineas.!®

Um outro tipo de equagao em derivadas parciais
que teve um grande desenvolvimento no Século XIX
foi a denominada equacao de ondas, que apresenta
1 9%u

a seguinte forma (em notagao de hoje): Au — = Sz

= 0, sendo ¢ constante. Esse tipo de equacgao ja havia

sido estudada no Século XVIII pelos matematicos, o
inglés Brook Taylor (1685-1731) (1714), o francés Jean
Le Rond d’Alembert (1717-1783) (1746), ¢ os suigos
Leonhard Euler (1707-1783) (1749) e Daniel Bernoulli
(1700-1782) (1753), ao ser tratado o problema da corda

vibrante.'® Contudo, no decorrer do Século XIX novos
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usos daquela equacao foram encontrados, principal-
mente no desenvolvimento da teoria da elasticidade (vi-
bragao de corpos sdlidos e propagacao da onda elastica
correspondente), bem como no estudo da propagacio
de ondas sonoras e luminosas.

Entre 1808 e 1818, Poisson foi um dos primeiros
a estudar a equacao de ondas indicada acima, com
condigoes iniciais. Com efeito, em trabalho publicado
em 1818, Poisson obteve uma expressio analitica (es-
crita em termos de integrais envolvendo coordenadas
esféricas) para a propagacao da onda u(x,y,z,t) cujo es-
tado inicial era descrito pelas condi¢bes: u(x,y,z,0) =
$o(x,y,2) € W = ¢1(x,y,2).17

Um método diferente para resolver a equacao de on-
das com condi¢oes iniciais foi desenvolvido por Riemann
em sua pesquisa sobre a propagacao de ondas sonoras
com amplitude finita, no caso uni-dimensional. Assim,
ao considerar que a pressao p de um gas depende de sua
densidade p, Riemann demonstrou que um disturbio
original no gas se propaga em duas ondas, com dire¢oes
opostas. E mais ainda, uma vez que ondas de fases com
p grande viajam mais rapidamente, entao elas pode-
riam alcancar suas predecessoras e, desse modo, ondas
de rarefacao seriam mais grossas, e as ondas de con-
densacao mais finas, resultando em ondas de choque.

Em seu trabalho sobre as ondas sonoras, de 1858-
1859, 1® Riemann considerou uma equacio diferencial

linear da forma:

L(u) = aajgy + DS+ EZL 4+ Fu=0,

onde D, E e F sao fung¢oes continuas de x e y, e di-
ferenciaveis até segunda ordem. O problema colocado
por Riemann era o de determinar u, conhecendo-se u,
du du

5 € Gy A0 longo de uma curva no plano (x,y).

Para resolver esse problema, Riemann desenvolveu

ikr

wP)=- g [/ = 5

S + 4= [[ w55

um método (mais tarde aplicado & teoria das equagdes
diferenciais hiperbdlicas) e que se resume em encon-
trar a funcdo v (chamada fun¢ao de Riemann, e que
hoje representa uma fungdo de Green G) que satisfaz a

equacao adjunta:

M(v) = Zv _ 20Dv)

9(Ev) _
dxdy dx dy + Fv=20 )

com v satisfazendo as equagoes:

dv _ dv _
@_DV, = — Bv

bl

ao longo das caracteristicas x = ey = n, e sendo v =
1 no ponto (&, n).**

Um novo método de resolver uma equacao de ondas
relaciona-se com o chamado problema estacionario,
no qual ha interesse apenas em estudar as oscilagoes
harmonicas simples de um determinado sistema vi-
brante. Para isto, basta assumir que u(x,yz,t) =
w(x,y,z) ¥ e entdao a equagao de ondas transforma-se

em (na atual notagio):
Aw + k*w =0,

onde k é uma constante que se relaciona com o com-

primento de onda A da oscilacao, através da expressao:
) = 2r¢

= 2

Enquanto fisicos e matematicos procuravam encon-
trar solugoes particulares para essa equacao de ondas
reduzida, o fisico e fisiologista alemao Hermann Lud-
wig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) em seu tra-
balho realizado em 1860,%0 sobre as oscilacdes do ar
em um tubo com uma extremidade aberta, obteve uma
solucao geral para a mesma, razao pela qual ela ficou
conhecida como equacao de Helmholtz. Para en-
— kv
6471'7'
das funcdes no teorema de Green (1828), e obteve (na

contrar tal solucao, Helmholtz usou como uma

notagéo de hoje):

e~ ikr

) dS |

onde r representa a distancia de P a um ponto variavel da fronteira S. Assim, de posse dessa solugao estacionaria,

Helmholtz encontrou a solucdo da equagao de ondas dependente do tempo (ainda na notagao de hoje):

t
ool

u(P,t) =-

- au e
= [ G dS + & [ u g (——

r
iclt = Z

) ds
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onde ¢ = ke.?!

Os fenomenos fisicos vistos acima sao descritos ape-
nas por uma equacao em derivadas parciais. Contudo,
existem outros fenomenos fisicos que para os descrever é
necessario um sistema de equagoes em derivadas parci-
ais. Dentre esses, destacam-se os relacionados ao movi-
mento de fluidos, a distribuicao de tensdes em um meio
elastico, e & propagacao de distirbios eletromagnéticos
em melos materiais.

Conforme vimos em Croénica anterior,?? Euler,
d’Alembert e o matematico francés Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) estudaram, no Século XVIII,
o movimento de fluidos através de um sistema de
equacdes em derivadas parciais.?® Contudo, como eles
nao levaram em consideracao a viscosidade dos fluidos,
esta foi tratada pelos matematicos, os franceses Claude
Louis Marie Henri Navier (1785-1836), em 1821, 2% e
Poisson, em 1829,2% e o inglés Sir George Gabriel Stokes
(1819-1903), em 1845.25 Esse tratamento recebeu pos-
teriormente o nome de equacao de Navier-Stokes,
e é representado pelo seguinte sistema de equagOes em

derivadas parciais (na atual notagao):
F - %Vp—i—l/AU: v

onde v é a viscosidade cinemadtica, e os demais ele-
mentos dessa equacao tém os mesmos significados dos
da equacao de Euler.

Por outro lado, foi nos Séculos XVII e XVIII que
os clentistas comecaram a se preocupar com os proble-
mas relacionados & elasticidade.?” Contudo, no primeiro
quartel do Século XIX, a esses problemas foi acrescen-
tado um outro extremamente importante, qual seja, o
de saber as propriedades elasticas do éter que permi-
tiam a propagacao da luz através dele.?®

Navier, no trabalho referido anteriormente, apresen-
tou as primeiras 1déias para o desenvolvimento de uma
teoria da elasticidade, ao supor que a matéria consistia
de inumeraveis particulas puntuais que exerciam entre
si forcas ao longo da reta que as une; com isso, deduziu
a equacao de movimento para o vetor deslocamento €
de uma particula, e na qual introduziu a constante de
rigidez n, que representava o poder de resistir & dis-
tor¢do apresentada pelo meio.??

Entre os que leram esse trabalho de Navier, estava

o matematico francés Augustine Louis Cauchy (1789-

51

1857) que se interessava pela teoria da elasticidade,
desde que lera, em 1822, o trabalho de Fresnel sobre
a teoria ondulatéria da luz. Contudo, diferentemente
de Navier, Cauchy tratou macroscopicamente as pro-
priedades elasticas da matéria. Entdo, em 18283Y a-
presentou sua equagao, analoga a de Navier, porém,
com a introdu¢do de mais uma constante (na notagéo

moderna):

2z - -
p% = —(k+L)VVEe-nVxVxe,
onde k é o médulo de compressao, que representa a
relagao entre a pressao aplicada em um corpo e acom-

pressao cibica resultante.3!

Um outro sistema de equagoes em derivadas par-
ciais, encontrado ainda no Século XIX, foi deduzido
pelo fisico e matematico escocés James Clerk Maxwell
(1831-1879) ao formalizar, matematicamente, as leis
empiricas do Eletromagnetismo, representadas por qua-
tro equacoes em derivadas parciais - as hoje célebres
equacoes de Maxwell®? -, ¢ apresentadas em seu
famoso livto A Treatise on Electricity and Magnetism,
editado em 1873.

Maxwell demonstrou que a luz é uma onda eletro-

Trabalhando com essas equagoes,

magnética, cujo meio de suporte é o éter luminifero.

Conforme vimos até aqui, nos Séculos XVIII e XIX,
os matematicos estudaram uma série de equacoes em
derivadas parciais. Contudo, para resolvé-las, eles
usaram alguns métodos que s6 se aplicavam em de-
terminadas situagoes. Em vista disso, era necessario
demonstrar teoremas gerais que pelo menos garantis-
sem a existéncia da soluc¢ao de uma dada equagao. As-
sim, com esse objetivo, e ainda no Século XIX, muitos
matematicos trabalharam nesse sentido. Por exemplo,
em 184233 Cauchy demonstrou que qualquer equacio
diferencial parcial de ordem maior do que um, pode
ser reduzida a um sistema de equacoes diferenciais par-
clais, e entao ele tratou da existéncia de uma solucao
para esse sistema. Esse resultado de Cauchy foi aper-

5’34

feicoado, em 187 pela matematica russa Sofya Vasi-

lyevna Kovalevskaya (1850-1891).35
Nas duas ultimas décadas do Século XIX, Schwarz
e o matemadtico francés Charles Emile Picard (1856-

1941) trabalharam no sentido de encontrar a existéncia
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das primeiras autofuncoes e dos primeiros autovalo-
res da equagdao: Au + &Ef(z,y)u = 0.3° Por sua vez,
em 1894,37 0 matemético francés Jules Henri Poincaré
(1854-1912) procurou encontrar as propriedades de to-
dos os autovalores da equacao Au + Au = f, com A
complexo, em uma regiao tri-dimensional, com u = 0

sobre a fronteira da mesma.
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. Esse trabalho foi publicado no Nouveau Bulletin

de la Société Philomatique de Paris 3 (1813).

. Os outros trabalhos de Poisson foram publica-

dos nas Mémoires de I’Académie des Sciences de

UInstitut de France 5 (1824); 6 (1826).

. Esse livro de Green ficou desconhecido até ser des-

coberto pelo fisico e matematico escoces William
Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907), em 1846,
que o publicou no Journal fir die Reine und

Angewandte Mathematik 39 (1850); 44 (1852); 47
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10.

11.

12.

13.

Esse teorema também foi demonstrado inde-
pendentemente pelo matematico russo Michel
Ostrogradsky (1801-1861), que o apresentou a
Academia de Cieéncias de Sao Petersburgo, em
1828, e fo1 publicado nas Mémoires de I’Académie
Impériale des Sciences de Saint-Petersbourg 1
(1831). E oportuno destacar que, em duas di-
mensoes, esse teorema de Green-Ostrograddsky

tem a seguinte representacdo (na atual notacdo):

@

[ IP(ey) de + Q(e,y) dy] = [, (22 — 2B)
dxdy .

Muito embora essa funcdo U (denominada por
Green de fung¢ao potencial e, posteriormente,
pelo matematico alemao Georg Friedrich Bern-
hard Riemann (1826-1866) de func¢ao de Green)
parecesse a Green de facil determinacao, contudo,
hoje sabe-se que nao existe um método geral para
encontra-la. O mérito de Green foi o de encontrar

um significado fisico para a mesma.

Esse trabalho foi publicado em 1835, nas Transac-

tions of the Cambridge Philosophical Society 5s.

Essa condicao foi encontrada pelo matematico
alemao Gustav Peter Lejeune Dirichlet (1805-
1859) nos trabalhos realizados em 1829 e 1837,
nos quais estudou a convergéncia das séries de
Fourier, e em 1850, quando tratou da integra-
bilidade da equagdo de Laplace (AV = 0) em
regices limitadas, e quando se conhecem os va-
lores de V na fronteira dessas regices. Hoje,
depois de Riemann, esse problema é conhecido
como o famoso problema de Dirichlet e as-
sim enunciado: - “Dada uma regiao R limitada
por uma curva fechada C e uma funcao f(x,y)
continua em C, encontrar uma funcio F(x,y)
continua em R e em C que satisfaz a equacao
de Laplace em R, e que seja igual a f em C.”
Esse problema também foi tratado por Thomson,
em 1847 (Journal de Mathématiques Pures et Ap-
pliquées 12), e por volta de 1850, ele denominou
de funcao harmonica aquela que se enquadra

no problema de Dirichlet. E importante ressaltar

que, em 1870 (Berichte wber die Verhandlungen

14.

15.

53

der Koniglich Sachsischen Gesellschaft der Wais-
senschaften zu Leipzig), o matemdatico alemao
Carl Gottfried Neumann (1832-1925) resolveu a
equacao de Laplace em uma determinada regiao,
conhecendo apenas a derivada normal de V (%)
na fronteira dessa regiao. Dessa maneira, Neu-
mann apresentou a prova de existéncia de uma
solucao do problema de Dirichlet em trés di-
mensoes, conhecido desde entao como o prob-
lema de Neumann. Ainda nesse mesmo ano
de 1870 (Monatsberichte der Kéniglich Preussis-
chen Akademie der Wissenschaften zu Berlin), o
matematico alemao Hermann Amandus Schwarz
(1843-1921) apresentou a prova de existéncia de
uma solu¢ao do problema de Dirichlet em duas

dimensoes.

Esse trabalho recebeu o titulo de: Allgemeine
Lehrsatze in Beziehung auf die im verkehrten
Verhaltnisse des Quadrats der Enitfernung wirk-
enden Anziehungs-und Abstossungs-krifte (Teo-
remas Gerais sobre Forcas Atrativas e Repulsivas
que agem de acordo com o Inverso do Quadrado

da Distancia).

As coordenadas curvilineas de Lamé foram uti-
lizadas pelo matematico alemao Heinrich Eduard
Heine (1821-1881) em sua tese de doutoramento,
em 1842 (publicada no Journal fir die Reine
und Angewandte Mathematik 26 (1843)), na qual
determinou o potencial no exterior e no inte-
rior de um elipséide revolucao, quando o valor
desse potencial fosse conhecido em sua fronteira.
Novas coordenadas curvilineas foram utilizadas
pelo matematico frances Emile Léonard Mathieu
(1835-1900), em 1868 (Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées 13) ao tratar as vibragdes de
uma membrana eliptica. Nessa ocasiao, ele intro-
duziu o sistema eliptico-cilindrico e um novo tipo
de funcao - a famosa fun¢ao de Mathieu -, apro-
priada a esse tipo de sistema. Em 1869 (Mathe-
matische Annalen 1), o matemdtico alemao Hein-
rich Weber (1842-1913) introduziu um novo sis-
tema de coordenadas curvilineas ao integrar a

equacdo (na notacio atual) Au + k*u = 0 no
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dominio limitado por duas parabolas. Para rea-
lizar essa integracao, Weber introduziu o sistema
de coordenadas parabdlicas e um novo tipo de
func¢ao, hoje conhecida como funcao de Weber

ou fung¢ao cilindrica-parabdlica.
BASSALO (1996a), op. cit.

Mémoires de UAcadémie des Sciences de U'Institut

de France 3 (2) (1818).

Veja-se a forma dessa expressio em KLINE (op

cit.).

Esse método foi publicado em Abhandlungen der
Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gattingen 8 (1858-1859).

Uma generaliza¢ao desse trabalho de Riemann
foi apresentada pelo matematico frances Paul
Du Bois-Reymond (1831-1889), em 1889 (Jour-
nal fur die Reine und Angewandte Mathematik
104).

sificacao geral das equagoes diferenciais parciais

Nesse trabalho, ele apresentou uma clas-

de segunda ordem. Assim, dada a equagao:

5%u 5%u 5%u
Ox? S@x@y + T@

6

—I-Q —I—Zu—O

onde os coeficientes sao fun(;oes de x e y, e suas
primeira e segunda derivadas sao continuas. Se
acontecer que: TR - $? > 0, TR - S? < 0 ou TR
- §%2 = 0, entdo, segundo Du Bois-Reymond, a
equacao diferencial correspondente sera chamada,
respectivamente, de eliptica, hiperbdlica e

parabdlica.

Esse trabalho foi publicado no Journal fur die

Reine und Angewandte Mathematik 57 (1860).

Essa féormula foi generalizada pelo fisico alemao
Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), em 1882
(Sitzungsberichte
Akademie der Wissenschaften zu Berlin), ob-

tendo o seguinte resultado (na atual notagio):

I

der Koniglich Preussischen

23.

24.

25.

26.

27.

28.

] v

onde ¢(1) representa o valor de u em qualquer

ponto (x,y,z) da fronteira S no instante 7 e f(7)

serd o correspondente valor de —Z

Registre-se
que Kirchhoff chegou a esse resultado estudando
a difracao de ondas sonoras, razao pela qual o
mesmo ficou conhecido como principio de Huy-
gens da Acistica. Esse resultado também re-

presenta a generalizacao da férmula de Poisson,

de 1818.
BASSALO (1996a), op. cit.

Esse sistema é traduzido pela hoje conhecida

equacao de Euler:
l 1 ag
F—2Vp =%,

onde F éa forca externa que atua no fluido; p é a
densidade do fluido; p é pressao; v é a velocidade
no fluido em qualquer ponto (x,y,z) e no instante
. da _ 2 —

t, (& @ — 1 + U.v.

O trabalho de Navier foi publicado em 1827, nas
Mémoires de I’Académie des Sciences de Ulnstitut
de France 7.

O trabalho de Poisson foi publicado em 1831, no
Journal de ’Ecole Polytechnique 13.

O trabalho de Stokes foi publicado em 1849, nas
Transactions of the Cambridge Philosophical So-
ciety 8.

Os primeiros trabalhos sobre elasticidade foram
realizados pelos fisicos, o 1taliano Galileu Galilei
(1564-1642), o inglés Robert Hooke (1635-1703),
o francés Edmé Mariotte (1620-1684), e os suicos
Euler e Daniel Bernoulli. Basicamente, procu-
ravam encontrar as formas assumidas por certas
pecas (vigas, bastdes e placas) sujeitas a tensoes

de tracao e compressao.
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30.

31.

32.
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A partir de 1815, o fisico francés Augustin Jean
Fresnel (1788-1827) comegou a desenvolver um
modelo matematico da teoria ondulatéria da luz
apresentada pelo fisico holandés Christiaan Huy-
gens (1629-1695), em 1678. Nesse modelo, a luz
era considerada como um movimento ondulatério
transversal que se propagava no éter luminifero,

um meilo considerado elastico.

A equacao diferencial deduzida por Navier, apre-

senta a seguinte expressao (na atual notacdo):
8% _ = >
Pz = —3mVVeE—-nVXVxe,
onde p representa a densidade do meio elastico.

Esse trabalho foi publicado em FEzercices de

Mathématiques 3 (1828).

Ainda em 1828 (Mémoires de I’Académie des Sci-
ences de UInstitut de France 8), Poisson resolveu
essa equacao de Cauchy, partindo da hipotese que
o vetor € poderia ser considerado como a soma de
dois vetores, isto é: € = b+ ¢, em que (na
notagao atual) b seria irrotacional (V x b= 0)e
¢ seria solenoidal (V.¢'= 0). Com essa hipétese,
Poisson demonstrou que em um corpo elastico, as
ondas que nele se propagam sao de duas espécies:

a onda transversal ¢, com velocidade igual a
\/g, e a onda longitudinal b, com velocidade

igual a 4 /k + 4?”.

Na linguagem moderna, em um meio material, as

equacoes de Maxwell sao as seguintes: v.D = 2;

VBE=0;VxE+2Z=0vxid-2 =]

34.

35.

36.

37.

38.
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onde B = /,Lﬁ, D = cEeJ = oFE. Nessas ex-
pressoes, E ¢é a intensidade do campo elétrico, H
é a intensidade do campo magnético, D é a cor-
rente de deslocamento, Béa indugao magnética,
J é a densidade de corrente elétrica, ¢, p e o sao,
respectivamente, a constante dielétrica, a permea-
bilidade magnética e a condutibilidade do meio, e

p € a densidade de carga elétrica.

Esses trabalhos de Cauchy foram publicados nos
Comptes rendus hebdomadaires des séances de

UAcadémie des sciences 14,15 (1842).

Esse trabalho de Sofya fo1 publicado no Jour-
nal fur die Reine und Angewandte Mathematik 80
(1875).

Os trabalhos de Cauchy e Sofya foram aper-
feicoados pelo matematico frances Edouard Jean
Baptiste Goursat (1858-1936), em 1898 (Bulletin
de la Société Mathématique de France 26).

Em 1885 (Acta Societatis Scientiarum Fennicae
15), Schwarz demonstrou a existéncia da fungéo
U; que satisfaz a equagdo: AU; + k7 f(x,y)U
=0, com U; = 0, na fronteira da regiao consider-
ada. Com o método utilizado, Schwarz calculou
o primeiro autovalor k. Em 1893 (Comptes ren-
dus hebdomadaires des séances de ’Académuie des
sciences 117), Picard estabelecen a existéncia do

segundo autovalor k3.

Esse trabalho foi publicado no Rendicont: del Cir-
colo Matematico di Palermo 8 (1894).



