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Esta Cr�onica mostra como se desenvolveu� no S�eculo XIX� o que hoje conhecemos como
C�alculo Diferencial e Integral� Nela� estudaremos o desenvolvimento desse C�alculo de�
vido aos trabalhos realizados �principalmente por Bolzano� Cauchy� Fourier� Abel� Dirichlet�
Riemann� Weierstrass e Cantor� no sentido de consolidar os conceitos sobre a diferencia�
bilidade� a integrabilidade� e a representa	c
ao das fun	c
oes de uma vari�avel real em s�eries
trigonom�etricas�

This Chronicle shows how was developped that today means Integral and Di�erential

Calculus� In it� we will study the development of this Calculus due to the work realized
�principally by Bolzano� Cauchy� Fourier� Abel� Dirichlet� Riemann� Weierstrass and Cantor�
with the intention to consolidate the concepts on the di�erentiability� the integrability and
the representation of the single�valued real functions by trigonometric series�
PALAVRAS�CHAVE� C�alculo Diferencial� C�alculo Integral� S�eries� An�alise Matem�atica�

Nas quatro primeiras partes da Cr
onica�� tratamos

do desenvolvimento do C�alculo Diferencial e Inte�

gral desde a Antiguidade at�e o S�eculo XVIII� Na quinta

parte� estudaremos o desenvolvimento desse C�alculo

no S�eculo XIX� Contudo� como esse desenvolvimento

teve v�arios desdobramentos dando origem a novas dis�

ciplinas da Matem�atica� dividimos essa quinta parte em

duas etapas� Na primeira etapa�� tratamos dos tra�

balhos que contribu��ram para consolidar os conceitos

sobre a diferenciabilidade� a integrabilidade� e a rep�

resenta	c
ao em s�eries trigonom�etricas das fun	c
oes de

uma vari�avel real� Nesta segunda etapa�� faremos o

estudo das equa	c
oes diferenciais parciais e ordin�arias�

das fun	c
oes de uma vari�avel complexa� e do c�alculo das

varia	c
oes�

Na Cr
onica referente ao S�eculo XVIII�� vimos que

o estudo de alguns problemas f��sicos relacionados com

sistemas vibrantes� com o movimento dos �uidos� e

com a atra	c
ao gravitacional de corpos de diversas for�

mas� fez com que f��sicos e matem�aticos lidassem com

as primeiras equa	c
oes em derivadas parciais� No S�eculo

XIX� estudos aprofundados dos fen
omenos f��sicos acima

referidos� mostraram que essas equa	c
oes podem ser

resumidas em dois tipos� equa�c�ao do potencial e

equa�c�ao de ondas� Por outro lado� ainda no S�eculo

XIX� o estudo da difus
ao do calor nos corpos levou

a um terceiro tipo de equa	c
ao em derivadas parciais�

equa�c�ao do calor�

Com efeito� na Cr
onica anterior� vimos que o es�

tudo da condu	c
ao do calor em corpos de formas espe�

ciais �ret
angulo� anel� esfera� cilindro e prisma� levou

o matem�atico franc
es Jean Baptiste Joseph Fourier

������������ em ����� a apresentar sua c�elebre equa	c
ao

�na atual nota	c
ao��

��T �x�t�
�x� � ��T �x�t�

�y� � ��T �x�t�
�z�

� k� �T �x�t�
�t

�
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��� com quem realizei meus
primeiros estudos sobre as Fun
c�oes Especiais e o C�alculo das Varia
c�oes� e ARTEMIDORO CABRAL DE MELLO �n������� professor
aposentado do Departamento de Matem�atica da UFPA� os primeiros professores de Vari�avel Complexa da UFPA�



J�M� Filardo Bassalo ��

onde T representa a temperatura do corpo� k a sua con�

dutibilidade t�ermica� �x� y� z� signi�cam as coordenadas

espaciais e t� o tempo� Naquela mesma Cr
onica� vi�

mos que Fourier resolveu essa equa�c�ao do calor �hoje�

equa�c�ao de Fourier�� por interm�edio de um tipo es�

pecial de s�erie in�nita � a s�erie trigonom�etrica � hoje

conhecida como s�erie de Fourier��

Ainda no come	co do S�eculo XIX� a equa	c
ao apre�

sentada pelo matem�atico franc
es Pierre Simon Laplace

������������ em ����� isto �e� ��V
�x� � ��V

�y� � ��V
�z�

� ��

onde V�x� y� z� representa o potencial gravitacional em

pontos dentro ou fora do corpo que exerce a atrac	c
ao

gravitacional� foi generalizada pelo matem�atico franc
es

Sim�eon Denis Poisson ������������ em trabalho de

�����	 ao mostrar que a mesma n
ao se aplica quando

�x� y� z� �e interno aquele corpo e� portanto� neste caso�

V deveria satisfazer a seguinte equa	c
ao�

��V
�x� � ��V

�y� � ��V
�z�

� � ��� �

�na nota	c
ao atual �V � � ���� onde ��x� y� z� �e

a densidade do corpo� Nesse e em outros trabalhos

realizados por Poisson�
 ele mostrou a utilidade dessa

fun	c
ao V em problemas el�etricos e magn�eticos� Por

exemplo� usando essa fun	c
ao� demonstrou que no in�

terior dos condutores a for	ca eletrost�atica resultante �e

nula�

Assim� conhecida a equa	c
ao de Poisson� e seu caso

particular� a equa	c
ao de Laplace �hoje� reunidas com

o nome de Equa�c�ao do Potencial�� o problema a

ser enfrentado era o de resolv
e�la� �Observe�se que a

equa	c
ao de Fourier� recai numa equa	c
ao de Laplace�

quando se considera o caso estacion�ario�� Os traba�

lhos realizados pelos matem�aticos no primeiro quartel

do S�eculo XIX indicavam que para resolver a equa	c
ao

de Laplace�Poisson em uma determinada regi
ao� era

necess�ario conhecer duas fun	c
oes arbitr�arias� respecti�

vamente� o valor de V e o de sua derivada na fronteira

da regi
ao� Por outro lado� a solu	c
ao da equa	c
ao de

Laplace�Fourier exigia apenas o conhecimento da tem�

peratura na fronteira� Desse modo� uma das fun	c
oes

arbitr�arias necess�arias para resolver o problema do po�

tencial deveria ser �xada de uma outra maneira�

A di�culdade apontada acima foi tratada pelo

matem�atico ingl
es George Green ������������ Com

efeito� ao estudar os trabalhos de Poisson� Green perce�

beu que poderia usar a fun	c
ao potencial V para es�

tudar problemas est�aticos relacionados com eletrici�

dade e magnetismo� Assim� numa brochura de di�

vulga	c
ao privada e intitulada An Essay on the Applica�

tion of Mathematical Analysis to the Theories of Elec�

tricity and Magnetism �Um Ensaio sobre a Aplica�c�ao

da An�alise Matem�atica �as Teorias da Eletricidade e do

Magnetismo�� de ������ Green demonstrou o seguinte

teorema �hoje� o famoso teorema de Green��

R
v
U �V dv �

R
s
U �V

�n
ds �R

v
V �U dv �

R
s
V �U

�n
ds �

onde U e V satisfazem a equa	c
ao de Laplace� e n �e nor�

mal a fronteira da regi
ao e dirigida para o seu interior���

Usando esse teorema� Green demonstrou que� V �

� �
��

R
s

�V �U
�n

ds� onde �V �e o valor de V na fronteira

do corpo� e U representa uma fun	c
ao que satisfaz as

seguintes condi	c
oes� a� U � � na fronteira do corpo� b�

U se comporta como �
r

para qualquer ponto P do inte�

rior do corpo� c� U satisfaz a equa	c
ao de Laplace� Para

Green� essas condi	c
oes permitiam calcular facilmente U

e� portanto� a fun	c
ao V���

Em ������� Green aplicou seu teorema para estu�

dar o potencial gravitacional V de elips�oides com den�

sidade vari�avel� Nessa ocasi
ao� demonstrou que quando

V �e conhecido na fronteira de um corpo e n
ao apre�

senta singularidades no interior do mesmo� ent
ao V sat�

isfaz a equa	c
ao de Laplace ��V � �� na regi
ao interna

ao corpo� Para realizar essa demonstra	c
ao� Green as�

sumiu que V minimiza a seguinte integral �na atual

nota	c
ao����

R
v

���V
�x

�� � ��V
�y

�� � ��V
�z

��� dv �

Novas contribui	c
oes ao estudo da equa	c
ao do poten�

cial foram apresentadas pelo matem�atico alem
ao Carl

Friedrich Gauss ������������ em ������� ocasi
ao em

que demonstrou rigorosamente a equa	c
ao de Poisson�

�V � � ���� e por Lam�e� conforme j�a destacamos�

ao introduzir novos tipos de coordenadas curvil��neas���

Um outro tipo de equa	c
ao em derivadas parciais

que teve um grande desenvolvimento no S�eculo XIX

foi a denominada equa�c�ao de ondas� que apresenta

a seguinte forma �em nota	c
ao de hoje�� �u � �
c�

��u
�t�

� �� sendo c constante� Esse tipo de equa	c
ao j�a havia

sido estudada no S�eculo XVIII pelos matem�aticos� o

ingl
es Brook Taylor ����������� ������� o franc
es Jean

Le Rond d Alembert ����������� ������� e os su��	cos

Leonhard Euler ����������� ������ e Daniel Bernoulli

����������� ������� ao ser tratado o problema da corda

vibrante��� Contudo� no decorrer do S�eculo XIX novos
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usos daquela equa	c
ao foram encontrados� principal�

mente no desenvolvimento da teoria da elasticidade �vi�

bra	c
ao de corpos s�olidos e propaga	c
ao da onda el�astica

correspondente�� bem como no estudo da propaga	c
ao

de ondas sonoras e luminosas�

Entre ���� e ����� Poisson foi um dos primeiros

a estudar a equa	c
ao de ondas indicada acima� com

condi	c
oes iniciais� Com efeito� em trabalho publicado

em ������� Poisson obteve uma express
ao anal��tica �es�

crita em termos de integrais envolvendo coordenadas

esf�ericas� para a propaga	c
ao da onda u�x�y�z�t� cujo es�

tado inicial era descrito pelas condi	c
oes� u�x�y�z��� �

�o�x�y�z� e
�u�x�y�z���

�t
� ���x�y�z���	

Um m�etodo diferente para resolver a equa	c
ao de on�

das com condi	c
oes iniciais foi desenvolvido por Riemann

em sua pesquisa sobre a propaga	c
ao de ondas sonoras

com amplitude �nita� no caso uni�dimensional� Assim�

ao considerar que a press
ao p de um g�as depende de sua

densidade �� Riemann demonstrou que um dist�urbio

original no g�as se propaga em duas ondas� com dire	c
oes

opostas� E mais ainda� uma vez que ondas de fases com

� grande viajam mais rapidamente� ent
ao elas pode�

riam alcan	car suas predecessoras e� desse modo� ondas

de rarefa	c
ao seriam mais grossas� e as ondas de con�

densa	c
ao mais �nas� resultando em ondas de choque�

Em seu trabalho sobre as ondas sonoras� de �����

����� �
 Riemann considerou uma equa	c
ao diferencial

linear da forma�

L�u� � ��u
�x�y

� D �u
�x

� E �u
�y

� Fu � � �

onde D� E e F s
ao fun	c
oes cont��nuas de x e y� e di�

ferenci�aveis at�e segunda ordem� O problema colocado

por Riemann era o de determinar u� conhecendo�se u�
�u
�x

e �u
�y

� ao longo de uma curva no plano �x�y��

Para resolver esse problema� Riemann desenvolveu

um m�etodo �mais tarde aplicado !a teoria das equa	c
oes

diferenciais hiperb�olicas� e que se resume em encon�

trar a fun	c
ao v �chamada fun�c�ao de Riemann� e que

hoje representa uma fun	c
ao de Green G� que satisfaz a

equa	c
ao adjunta�

M�v� � ��v
�x�y

� ��Dv�
�x

� ��Ev�
�y

� Fv � � �

com v satisfazendo as equa	c
oes�

�v
�y

� Dv� �v
�x

� Ev �

ao longo das caracter��sticas x � � e y � �� e sendo v �

� no ponto ��� �����

Um novo m�etodo de resolver uma equa	c
ao de ondas

relaciona�se com o chamado problema estacion�ario�

no qual h�a interesse apenas em estudar as oscila	c
oes

harm
onicas simples de um determinado sistema vi�

brante� Para isto� basta assumir que u�x�y�z�t� �

w�x�y�z� eikt� e ent
ao a equa	c
ao de ondas transforma�se

em �na atual nota	c
ao��

�w � k�w � � �

onde k �e uma constante que se relaciona com o com�

primento de onda � da oscila	c
ao� atrav�es da express
ao�

� � ��
k

�

Enquanto f��sicos e matem�aticos procuravam encon�

trar solu	c
oes particulares para essa equa	c
ao de ondas

reduzida� o f��sico e �siologista alem
ao Hermann Lud�

wig Ferdinand von Helmholtz ����������� em seu tra�

balho realizado em ������� sobre as oscila	c
oes do ar

em um tubo com uma extremidade aberta� obteve uma

solu	c
ao geral para a mesma� raz
ao pela qual ela �cou

conhecida como equa�c�ao de Helmholtz� Para en�

contrar tal solu	c
ao� Helmholtz usou e� ikr

��r como uma

das fun	c
oes no teorema de Green ������� e obteve �na

nota	c
ao de hoje��

c

w�P� � � �
��

R R
e� ikr

r
�w
�n

dS � �
��

R R
w �

�n
� e
� ikr

r
� dS �

onde r representa a dist
ancia de P a um ponto vari�avel da fronteira S� Assim� de posse dessa solu	c
ao estacion�aria�

Helmholtz encontrou a solu	c
ao da equa	c
ao de ondas dependente do tempo �ainda na nota	c
ao de hoje��

u�P�t� � � �
��

R R
e
i��t � r

c
�

r
�u
�n

dS � �
��

R R
u �

�n
� e

i��t � r

c
�

r
� dS �
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onde � � kc���

Os fen
omenos f��sicos vistos acima s
ao descritos ape�

nas por uma equa	c
ao em derivadas parciais� Contudo�

existem outros fen
omenos f��sicos que para os descrever �e

necess�ario um sistema de equa	c
oes em derivadas parci�

ais� Dentre esses� destacam�se os relacionados ao movi�

mento de �uidos� !a distribui	c
ao de tens
oes em um meio

el�astico� e !a propaga	c
ao de dist�urbios eletromagn�eticos

em meios materiais�

Conforme vimos em Cr
onica anterior��� Euler�

d Alembert e o matem�atico franc
es Joseph Louis

Lagrange ����������� estudaram� no S�eculo XVIII�

o movimento de �uidos atrav�es de um sistema de

equa	c
oes em derivadas parciais��� Contudo� como eles

n
ao levaram em considera	c
ao a viscosidade dos �uidos�

esta foi tratada pelos matem�aticos� os franceses Claude

Louis Marie Henri Navier ������������ em ����� �� e

Poisson� em ������� e o ingl
es Sir George Gabriel Stokes

������������ em ������� Esse tratamento recebeu pos�

teriormente o nome de equa�c�ao de Navier�Stokes�

e �e representado pelo seguinte sistema de equa	c
oes em

derivadas parciais �na atual nota	c
ao��

�F � �
�
rp � 	 ��v � d�v

dt
�

onde 	 �e a viscosidade cinem�atica� e os demais ele�

mentos dessa equa	c
ao t
em os mesmos signi�cados dos

da equa�c�ao de Euler�

Por outro lado� foi nos S�eculos XVII e XVIII que

os cientistas come	caram a se preocupar com os proble�

mas relacionados !a elasticidade��	 Contudo� no primeiro

quartel do S�eculo XIX� a esses problemas foi acrescen�

tado um outro extremamente importante� qual seja� o

de saber as propriedades el�asticas do �eter que permi�

tiam a propaga	c
ao da luz atrav�es dele��


Navier� no trabalho referido anteriormente� apresen�

tou as primeiras id�eias para o desenvolvimento de uma

teoria da elasticidade� ao supor que a mat�eria consistia

de inumer�aveis part��culas puntuais que exerciam entre

si for	cas ao longo da reta que as une� com isso� deduziu

a equa	c
ao de movimento para o vetor deslocamento �e

de uma part��cula� e na qual introduziu a constante de

rigidez n� que representava o poder de resistir !a dis�

tor	c
ao apresentada pelo meio���

Entre os que leram esse trabalho de Navier� estava

o matem�atico franc
es Augustine Louis Cauchy ������

����� que se interessava pela teoria da elasticidade�

desde que lera� em ����� o trabalho de Fresnel sobre

a teoria ondulat�oria da luz� Contudo� diferentemente

de Navier� Cauchy tratou macroscopicamente as pro�

priedades el�asticas da mat�eria� Ent
ao� em ������� a�

presentou sua equa	c
ao� an�aloga !a de Navier� por�em�

com a introdu	c
ao de mais uma constante �na nota	c
ao

moderna��

� ���e
�t�

� � �k � �n
� � r r
�e � n r � r � �e �

onde k �e o m�odulo de compress�ao� que representa a

rela	c
ao entre a press
ao aplicada em um corpo e acom�

press
ao c�ubica resultante���

Um outro sistema de equa	c
oes em derivadas par�

ciais� encontrado ainda no S�eculo XIX� foi deduzido

pelo f��sico e matem�atico escoc
es James Clerk Maxwell

����������� ao formalizar� matematicamente� as leis

emp��ricas do Eletromagnetismo� representadas por qua�

tro equa	c
oes em derivadas parciais � as hoje c�elebres

equa�c�oes de Maxwell�� �� e apresentadas em seu

famoso livro A Treatise on Electricity and Magnetism�

editado em ����� Trabalhando com essas equa	c
oes�

Maxwell demonstrou que a luz �e uma onda eletro�

magn�etica� cujo meio de suporte �e o �eter lumin��fero�

Conforme vimos at�e aqui� nos S�eculos XVIII e XIX�

os matem�aticos estudaram uma s�erie de equa	c
oes em

derivadas parciais� Contudo� para resolv
e�las� eles

usaram alguns m�etodos que s�o se aplicavam em de�

terminadas situa	c
oes� Em vista disso� era necess�ario

demonstrar teoremas gerais que pelo menos garantis�

sem a exist
encia da solu	c
ao de uma dada equa	c
ao� As�

sim� com esse objetivo� e ainda no S�eculo XIX� muitos

matem�aticos trabalharam nesse sentido� Por exemplo�

em ������� Cauchy demonstrou que qualquer equa	c
ao

diferencial parcial de ordem maior do que um� pode

ser reduzida a um sistema de equa	c
oes diferenciais par�

ciais� e ent
ao ele tratou da exist
encia de uma solu	c
ao

para esse sistema� Esse resultado de Cauchy foi aper�

fei	coado� em ������� pela matem�atica russa Sofya Vasi�

lyevna Kovalevskaya ��������������

Nas duas �ultimas d�ecadas do S�eculo XIX� Schwarz

e o matem�atico franc
es Charles Emile Picard ������

����� trabalharam no sentido de encontrar a exist
encia
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das primeiras autofun�c�oes e dos primeiros autovalo�

res da equa	c
ao� �u � �f�x� y�u � ���� Por sua vez�

em ������	 o matem�atico franc
es Jules Henri Poincar�e

����������� procurou encontrar as propriedades de to�

dos os autovalores da equa	c
ao �u � �u � f� com �

complexo� em uma regi
ao tri�dimensional� com u � �

sobre a fronteira da mesma�
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para	c
ao de vari�aveis e� com isso� reduziu�a para

tr
es equa	c
oes diferenciais ordin�arias� Em ����

�Journal de Math�ematiques Pures et Appliqu�ees

��� Lam�e introduziu um novo sistema de coorde�

nadas �esferoconal� uma superf��cie esf�erica e duas

c
onicas� para tamb�em resolver a equa	c
ao do calor

geral e estacion�aria� Por �m em ����� Lam�e a�

presentou um estudo geral dos sistemas coorde�

nados curvil��neos� no livro intitulado Le�cons sur

les coordonn�ees curvilignes et leurs diverses appli�

cations �Li�c�oes sobre as coordenadas curvil�
neas e

suas diversas aplica�c�oes�� Nesse livro� ele esten�

deu seu trabalho em teoria do calor na solu	c
ao de

v�arios problemas de natureza f��sica� tal como a re�

fra	c
ao dupla na teoria da propaga	c
ao da luz nos

cristais e as condi	c
oes de equil��brio de uma casca

esf�erica sob uma dada distribui	c
ao de cargas� na

teoria da elasticidade�

�� Esse trabalho foi publicado no Nouveau Bulletin

de la Soci�et�e Philomatique de Paris � ��
����

�� Os outros trabalhos de Poisson foram publica�

dos nas M�emoires de l�Acad�emie des Sciences de

l�Institut de France � ��
���� � ��
����

�� Esse livro de Green �cou desconhecido at�e ser des�

coberto pelo f��sico e matem�atico escoc
es William

Thomson �Lord Kelvin� ������������ em �����

que o publicou no Journal f�ur die Reine und

Angewandte Mathematik �� ��
���� �� ��
���� ��

��
����
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��� Esse teorema tamb�em foi demonstrado inde�

pendentemente pelo matem�atico russo Michel

Ostrogradsky ������������ que o apresentou !a

Academia de Ci
encias de S
ao Petersburgo� em

����� e foi publicado nas M�emoires de l�Acad�emie

Imp�eriale des Sciences de Saint�Petersbourg �

��
���� �E oportuno destacar que� em duas di�

mens
oes� esse teorema de Green�Ostrograddsky

tem a seguinte representa	c
ao �na atual nota	c
ao��

R
c

�P �x� y� dx � Q�x� y� dy� �
R
s

��Q
�x

� �P
�y

�

dxdy �

��� Muito embora essa fun	c
ao U �denominada por

Green de fun�c�ao potencial e� posteriormente�

pelo matem�atico alem
ao Georg Friedrich Bern�

hard Riemann ����������� de fun�c�ao de Green�

parecesse a Green de f�acil determina	c
ao� contudo�

hoje sabe�se que n
ao existe um m�etodo geral para

encontr�a�la� O m�erito de Green foi o de encontrar

um signi�cado f��sico para a mesma�

��� Esse trabalho foi publicado em ����� nas Transac�

tions of the Cambridge Philosophical Society ���

��� Essa condi	c
ao foi encontrada pelo matem�atico

alem
ao Gustav Peter Lejeune Dirichlet ������

����� nos trabalhos realizados em ���� e �����

nos quais estudou a converg
encia das s�eries de

Fourier� e em ����� quando tratou da integra�

bilidade da equa	c
ao de Laplace ��V � �� em

regi
oes limitadas� e quando se conhecem os va�

lores de V na fronteira dessas regi
oes� Hoje�

depois de Riemann� esse problema �e conhecido

como o famoso problema de Dirichlet e as�

sim enunciado� � #Dada uma regi
ao R limitada

por uma curva fechada C e uma fun	c
ao f�x�y�

cont��nua em C� encontrar uma fun	c
ao F�x�y�

cont��nua em R e em C que satisfaz a equa	c
ao

de Laplace em R� e que seja igual a f em C�$

Esse problema tamb�em foi tratado por Thomson�

em ���� �Journal de Math�ematiques Pures et Ap�

pliqu�ees ���� e por volta de ����� ele denominou

de fun�c�ao harm�onica !aquela que se enquadra

no problema de Dirichlet� �E importante ressaltar

que� em ���� �Berichte �uber die Verhandlungen

der K�oniglich S�achsischen Gesellschaft der Wis�

senschaften zu Leipzig�� o matem�atico alem
ao

Carl Gottfried Neumann ����������� resolveu a

equa	c
ao de Laplace em uma determinada regi
ao�

conhecendo apenas a derivada normal de V ��V
�n

�

na fronteira dessa regi
ao� Dessa maneira� Neu�

mann apresentou a prova de exist
encia de uma

solu	c
ao do problema de Dirichlet em tr
es di�

mens
oes� conhecido desde ent
ao como o prob�

lema de Neumann� Ainda nesse mesmo ano

de ���� �Monatsberichte der K�oniglich Preussis�

chen Akademie der Wissenschaften zu Berlin�� o

matem�atico alem
ao Hermann Amandus Schwarz

����������� apresentou a prova de exist
encia de

uma solu	c
ao do problema de Dirichlet em duas

dimens
oes�

��� Esse trabalho recebeu o t��tulo de� Allgemeine

Lehrs�atze in Beziehung auf die im verkehrten

Verh�altnisse des Quadrats der Entfernung wirk�

enden Anziehungs�und Abstossungs�kr�afte �Teo�

remas Gerais sobre For�cas Atrativas e Repulsivas

que agem de acordo com o Inverso do Quadrado

da Dist�ancia��

��� As coordenadas curvil��neas de Lam�e foram uti�

lizadas pelo matem�atico alem
ao Heinrich Eduard

Heine ����������� em sua tese de doutoramento�

em ���� �publicada no Journal f�ur die Reine

und Angewandte Mathematik �� ��
����� na qual

determinou o potencial no exterior e no inte�

rior de um elips�oide revolu	c
ao� quando o valor

desse potencial fosse conhecido em sua fronteira�

Novas coordenadas curvil��neas foram utilizadas

pelo matem�atico franc
es Emile L�eonard Mathieu

������������ em ���� �Journal de Math�ematiques

Pures et Appliqu�ees ��� ao tratar as vibra	c
oes de

uma membrana el��ptica� Nessa ocasi
ao� ele intro�

duziu o sistema el��ptico�cil��ndrico e um novo tipo

de fun	c
ao � a famosa fun�c�ao deMathieu �� apro�

priada a esse tipo de sistema� Em ���� �Mathe�

matische Annalen ��� o matem�atico alem
ao Hein�

rich Weber ����������� introduziu um novo sis�

tema de coordenadas curvil��neas ao integrar a

equa	c
ao �na nota	c
ao atual� �u � k�u � � no



�� Revista Brasileira de Ensino de F��sica� vol� ��� no� �� mar	co� �

�

dom��nio limitado por duas par�abolas� Para rea�

lizar essa integra	c
ao� Weber introduziu o sistema

de coordenadas parab�olicas e um novo tipo de

fun	c
ao� hoje conhecida como fun�c�ao de Weber

ou fun�c�ao cil��ndrica�parab�olica�

��� BASSALO �����a�� op� cit�

��� M�emoires de l�Acad�emie des Sciences de l�Institut

de France � ��� ��
�
��

��� Veja�se a forma dessa express
ao em KLINE �op�

cit���

��� Esse m�etodo foi publicado em Abhandlungen der

K�oniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu

G�ottingen 
 ��
�
��
����

��� Uma generaliza	c
ao desse trabalho de Riemann

foi apresentada pelo matem�atico franc
es Paul

Du Bois�Reymond ������������ em ���� �Jour�

nal f�ur die Reine und Angewandte Mathematik

����� Nesse trabalho� ele apresentou uma clas�

si�ca	c
ao geral das equa	c
oes diferenciais parciais

de segunda ordem� Assim� dada a equa	c
ao�

L�u� � R
��u

�x�
� S

��u

�x�y
� T

��u

�y�

�P
�u

�x
� Q

�u

�y
� Zu � ��

onde os coe�cientes s
ao fun	c
oes de x e y� e suas

primeira e segunda derivadas s
ao cont��nuas� Se

acontecer que� TR � S� 
 �� TR � S� � � ou TR

� S� � �� ent
ao� segundo Du Bois�Reymond� a

equa	c
ao diferencial correspondente ser�a chamada�

respectivamente� de el��ptica� hiperb�olica e

parab�olica�

��� Esse trabalho foi publicado no Journal f�ur die

Reine und Angewandte Mathematik �� ��
����

��� Essa f�ormula foi generalizada pelo f��sico alem
ao

Gustav Robert Kirchho� ������������ em ����

�Sitzungsberichte der K�oniglich Preussischen

Akademie der Wissenschaften zu Berlin�� ob�

tendo o seguinte resultado �na atual nota	c
ao��

u�P� t� � �
�

��

Z Z
f �t � r

c
�

r
dS

�
�

��

Z Z
�

�n

�
��t� r

c
�

r

�
dS �

onde ��t� representa o valor de u em qualquer

ponto �x�y�z� da fronteira S no instante � e f�� �

ser�a o correspondente valor de �u
�n

� Registre�se

que Kirchho� chegou a esse resultado estudando

a difra	c
ao de ondas sonoras� raz
ao pela qual o

mesmo �cou conhecido como princ��pio de Huy�

gens da Ac�ustica� Esse resultado tamb�em re�

presenta a generaliza	c
ao da f�ormula de Poisson�

de �����

��� BASSALO �����a�� op� cit�

��� Esse sistema �e traduzido pela hoje conhecida

equa�c�ao de Euler�

�F � �
�
rp � d�v

dt
�

onde �F �e a for	ca externa que atua no �uido� � �e a

densidade do �uido� p �e press
ao� �v �e a velocidade

no �uido em qualquer ponto �x�y�z� e no instante

t� e d
dt

� �
�t

� �v
r�

��� O trabalho de Navier foi publicado em ����� nas

M�emoires de l�Acad�emie des Sciences de l�Institut

de France ��

��� O trabalho de Poisson foi publicado em ����� no

Journal de l�Ecole Polytechnique ���

��� O trabalho de Stokes foi publicado em ����� nas

Transactions of the Cambridge Philosophical So�

ciety 
�

��� Os primeiros trabalhos sobre elasticidade foram

realizados pelos f��sicos� o italiano Galileu Galilei

������������ o ingl
es Robert Hooke ������������

o franc
es Edm�e Mariotte ������������ e os su��	cos

Euler e Daniel Bernoulli� Basicamente� procu�

ravam encontrar as formas assumidas por certas

pe	cas �vigas� bast
oes e placas� sujeitas a tens
oes

de tra	c
ao e compress
ao�
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��� A partir de ����� o f��sico franc
es Augustin Jean

Fresnel ����������� come	cou a desenvolver um

modelo matem�atico da teoria ondulat�oria da luz

apresentada pelo f��sico holand
es Christiaan Huy�

gens ������������ em ����� Nesse modelo� a luz

era considerada como um movimento ondulat�orio

transversal que se propagava no �eter lumin��fero�

um meio considerado el�astico�

��� A equa	c
ao diferencial deduzida por Navier� apre�

senta a seguinte express
ao �na atual nota	c
ao��

� ���e
�t�

� � �n r r
�e � n r � r � �e �

onde � representa a densidade do meio el�astico�

��� Esse trabalho foi publicado em Exercices de

Math�ematiques � ��
�
��

��� Ainda em ���� �M�emoires de l�Acad�emie des Sci�

ences de l�Institut de France 
�� Poisson resolveu

essa equa	c
ao de Cauchy� partindo da hip�otese que

o vetor �e poderia ser considerado como a soma de

dois vetores� isto �e� �e � �b � �c� em que �na

nota	c
ao atual��b seria irrotacional �r� �b � �� e

�c seria solenoidal �r
�c � ��� Com essa hip�otese�

Poisson demonstrou que em um corpo el�astico� as

ondas que nele se propagam s
ao de duas esp�ecies�

a onda transversal �c� com velocidade igual aq
n
�

� e a onda longitudinal �b� com velocidade

igual a
q
k � �n

� �

��� Na linguagem moderna� em um meio material� as

equa	c
oes de Maxwell s
ao as seguintes� r
 �D � ��

r
 �B � �� r � �E � � �B
�t

� �� r � �H � � �D
�t

� �J �

onde �B � � �H� �D � ��E e �J � � �E� Nessas ex�

press
oes� �E �e a intensidade do campo el�etrico� �H

�e a intensidade do campo magn�etico� �D �e a cor�

rente de deslocamento� �B �e a indu	c
ao magn�etica�

�J �e a densidade de corrente el�etrica� �� � e � s
ao�

respectivamente� a constante diel�etrica� a permea�

bilidade magn�etica e a condutibilidade do meio� e

� �e a densidade de carga el�etrica�

��� Esses trabalhos de Cauchy foram publicados nos

Comptes rendus hebdomadaires des s�eances de

l�Acad�emie des sciences ����� ��
����

��� Esse trabalho de Sofya foi publicado no Jour�

nal f�ur die Reine und Angewandte Mathematik 
�

��
����

��� Os trabalhos de Cauchy e Sofya foram aper�

fei	coados pelo matem�atico franc
es �Edouard Jean

Baptiste Goursat ������������ em ���� �Bulletin

de la Soci�et�e Math�ematique de France ����

��� Em ���� �Acta Societatis Scientiarum Fennicae

���� Schwarz demonstrou a exist
encia da fun	c
ao

U� que satisfaz a equa	c
ao� �U� � k��f�x� y�U�

� �� com U� � �� na fronteira da regi
ao consider�

ada� Com o m�etodo utilizado� Schwarz calculou

o primeiro autovalor k��� Em ���� �Comptes ren�

dus hebdomadaires des s�eances de l�Acad�emie des

sciences ����� Picard estabeleceu a exist
encia do

segundo autovalor k���

��� Esse trabalho foi publicado no Rendiconti del Cir�

colo Matematico di Palermo 
 ��
����


