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Discutimos alguns aspectos da metodologia cient���ca associados ao estabelecimento de co�
nex�oes entre resultados fenomenol�ogicos obtidos atrav�es de modelos e princ��pios gerais
�primeiros princ��pios	 em teoria de campos
 Tendo em mente estudantes de gradua�c�ao�
procuramos ressaltar esse tipo de estrat�egia abordando um exemplo espec���co� considerando
como fenomeno f��sico a propaga�c�ao de ondas eletromagn�eticas em meios diel�etricos� como
modelo fenomenol�ogico o Modelo de Lorentz� como teoria de campos a Eletrodinamica
Cl�assica e como princ��pio geral da teoria o Princ��pio de Causalidade
 Apresentando em certo
detalhe caracter��sticas associadas �a causalidade� demonstramos que previs�oes espec���cas do
modelo s�ao t��picas de classes gerais de sistemas f��sicos que obedecem �as condi�c�oes de causal�
idade e linearidade


We discuss some aspects of the scienti�c methodology associated with the set up of con�
nections between phenomenological results obtained through models and general principles
��rst principles	 in �eld theory
 Aiming to stress this kind of strategy to undergraduate
students we consider an speci�c example taking as physical phenomena the electromagnetic
wave propagation in dieletric medium� as phenomenological model the Lorentz oscilator
model� as �eld theory the Classical Electrodynamics and as general principle of the theory�
the Causality Principle
 Presenting in some detail the caracteristics associated to causal�
ity� we demonstrate that speci�c model predictions are typical of general classes of physical
systems which obey causality and linearity conditions


�� Introdu�c�ao

Muitos estudantes no �nal de um curso de

gradua�c�ao podem ter uma vis�ao da F��sica como um

emaranhado de resultados e id�eias sutis� sem muita cor�

rela�c�ao entre si
 Isso pode ser decorrente do modo como

as disciplinas s�ao ministradas� sugerindo em muitos

casos pacotes individuais e independentes de conheci�

mentos
 Nem sempre �e poss��vel explicitar nos cursos

o car�ater global de muitos fenomenos� a sua inser�c�ao

num contexto mais amplo� seja associado a princ��pios

te�oricos� seja associado a um tipo geral de abordagem

matem�atica


Al�em da importancia pedag�ogica� uma preocupa�c�ao

com o car�ater global que pode estar associado a

um dado fenomeno �e tamb�em �util em v�arias �areas�

na pr�atica� a busca de correla�c�oes entre resultados

fenomenol�ogicos obtidos atrav�es de modelos e princ��pios

gerais de uma teoria constitui importante estrat�egia no

aprimoramento do pr�oprio formalismo
 Um exemplo

atual pode ser visto na teoria de campos das intera�c�oes

nucleares �fortes	� a CromodinamicaQuantica
 De fato�

o problema associado �a impossibilidade de essa teoria

descrever colis�oes entre part��culas na regi�ao de pequeno

momento transferido �grande parametro de impacto	

vem sendo abordado via modelos fenomenol�ogicos
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exatamente a busca de conex�oes entre resultados obti�

dos atrav�es de modelos e os primeiros princ��pios da teo�

ria� isto �e� a identi�ca�c�ao de globalidades associadas aos

fenomenos


A n��vel de gradua�c�ao os exemplos desse tipo de

conex�ao modelo�teoria s�ao in�umeros
 Podemos citar

as correla�c�oes Termodinamica � F��sica Estat��stica�

modelo de Bohr � Mecanica Quantica� resultados

fenomenol�ogicos da Mecanica �Cl�assica	 e �Optica �

Princ��pios Variacionais� etc




Neste trabalho� atrav�es de um exemplo espec���co�

visamos mostrar como se pode estabelecer uma conex�ao

entre um dado resultado fenomenol�ogico e um princ��pio

geral de uma teoria mais ampla
 Para tanto� con�

sideramos como fenomeno f��sico a propaga�c�ao de uma

onda eletromagn�etica num meio diel�etrico� como mod�

elo fenomenol�ogico o modelo de osciladores de Lorentz�

como teoria de campos a Eletrodinamica Cl�assica e

como princ��pio geral da teoria� a Condi�c�ao de Causal�

idade
 Inicialmente� explicitamos uma caracter��stica

fenomenol�ogica� especi�camente uma correla�c�ao ob�

servada entre as partes real e imagin�aria da fun�c�ao

diel�etrica prevista pelo modelo �se�c�ao II	
 Em seguida�

de forma independente� discutimos v�arios aspectos da

condi�c�ao de causalidade �se�c�ao III	� mostrando que essa

correla�c�ao pode ser algebricamente demonstrada �se�c�ao

IV	 e que� portanto � �e caracter��stica de uma ampla

gama de sistemas f��sicos


A essencia do material aqui apresentado e discu�

tido pode ser encontrada nos livros texto de Eletro�

magnetismo e F��sica Matem�atica
 A novidade deste

trabalho� acreditamos� est�a na ordem na qual os con�

ceitos s�ao introduzidos e no encadeamento das id�eias


Essa caracter��stica �e expressa pelo tratamento indi�

vidual dado inicialmente ao Modelo de Lorentz e �as

propriedades gerais associadas �a condi�c�ao de causali�

dade �independentemente da eletrodinamica	 para s�o

em seguida realizar a conex�ao fenomenologia�primeiros

princ��pios
 �E nosso interesse tamb�em ressaltar certas

caracter��sticas gerais asssociadas ao princ��pio de causal�

idade� nem sempre abordadas com algum detalhe nos

cursos de gradua�c�ao e que dizem respeito �as Rela�c�oes

de Dispers�ao e Analiticidade


Os t�opicos aqui abordados podem ser encontra�

dos� por exemplo� em �Jackson ������ �Reitz� Milford

e Christy ����� e �Byron e Fuller �����
 A Condi�c�ao

de Causalidade e as Rela�c�oes de Dispers�ao s�ao exten�

samente discutidas por �Nusssenzveig ������ v�arios as�

pectos do Modelo de Lorentz s�ao revisados por �Christy

����� e interpreta�c�oes de sistemas causais via Fun�c�oes

de Green por �Stedman �����


Neste trabalho as grandezas complexas �constantes�

fun�c�oes� vari�aveis	 s�ao denotadas com o s��mbolo �  �

em cima da letra correspondente� �� �� g��	� etc




II� Modelo de Lorentz e a Fun�c�ao Diel�etrica

No modelo fenomenol�ogico de Lorentz considera�

se um meio n�ao magn�etico polariz�avel como um con�

junto de osciladores mecanicamente independentes� dis�

tribu��dos de maneira isotr�opica no espa�co
 Em cada

�atomo� um el�etron ligado sofre a a�c�ao de uma for�ca

restauradora proporcional �a distancia da carga ao ponto

de equil��brio e seu movimento �e amortecido por uma

for�ca proporcional �a sua velocidade
 A propaga�c�ao de

uma onda eletromagn�etica atrav�es desse meio pode ser

representada por um campo el�etrico variando harmoni�

camente com o tempo
 Considera�se apenas o campo

el�etrico porque v�c �� � para el�etrons atomicos e

moleculares� sendo portanto desprez��vel a intera�c�ao as�

sociada �a indu�c�ao magn�etica �Vanderlinde� �����


Trata�se assim de um modelo estritamente cl�assico

com a equa�c�ao de movimento dos el�etrons correspon�

dendo �a equa�c�ao de um oscilador harmonico amortecido

e for�cado pelo campo da onda eletromagn�etica
 Detal�

hes do modelo� conex�oes com as equa�c�oes de campo

�Maxwell	 e de�ni�c�oes das grandezas caracter��sticas do

meio podem ser encontradas� por exemplo� em �Re�

itz� Milford e Christy ������ �Jackson ����� e o trata�

mento matem�atico do oscilador harmonico em �Symon

�����
 A seguir apenas explicitamos de forma resumida

as equa�c�oes de interesse


Considerando um oscilador em uma dimens�ao�

temos a equa�c�ao de movimento

d�x

dt�
� �

dx

dt
� ���x �

eE�

m
� ��	

onde ��� � k�m� � � b�m e E� �e o campo efetivo sobre

a carga� dado por

E� � E � �P� ��	

onde P �e a polariza�c�ao do material� �P a contribui�c�ao

dos arredores do oscilador e E � exp����t	 �e o campo

da onda incidente� suposta monocrom�atica
 Com isso

as solu�c�oes de ��	 s�ao do tipo

x�t	 �
eE���m

��� � �� � ���
exp����t	� ��	
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onde E�� �e a amplitude do campo E
�


A susceptibilidade 	 do material �e de�nida atrav�es

da rela�c�ao constitutiva

P � 	E ��	

e relaciona�se com a �constante� diel�etrica 
 por


 � � � ��	� ��	

Mostramos a seguir que o Modelo de Lorentz preve

que 
 �e uma fun�c�ao complexa da freq�uencia da onda

incidente e dos parametros do oscilador
 De fato� se N

�e o n�umero de osciladores por unidade de volume� com

carga e � a equa�c�ao ��	 permite calcular a polariza�c�ao�

P �t	 � Nex�t	�

Da express�ao harmonica para E e de ��	 e ��	 obtemos

a rela�c�ao

	���� � ��� � ���� � �� � �	�

�
��Ne��m

��
��

�

De�nindo �p � ��Ne��m � denominada freq�uencia de

plasma	 e introduzindo uma freq�uencia efetiva�

��l � ��� �
� �

��

�
��p�

podemos obter a fun�c�ao diel�etrica ��	�


 � � �
��p

��
l
� �� � ���

�

Vemos que de fato trata�se de uma fun�c�ao complexa da

freq�uencia da onda incidente� com partes real e ima�

gin�aria dadas por

Ref
��	 � �g �
��p��

�
l � ��	

���l � ��	
�
� ���	�

��	

Imf
��	g �
��p��

���l � ��	
�
� ���	�

��	

Na �gura � mostramos um gr�a�co dessas fun�c�oes� onde

tomamos �l � �� � � � e wp � � em unidades SI


Como discutido em detalhe nos livros de Eletromag�

netismo� a parte imagin�aria de 
��	 �e associada �a ab�

sor�c�ao da onda incidente pelo meio e observa�se um pico

de absor�c�ao na freq�uencia de ressonancia efetiva� regi�ao

essa caracterizada por uma diminui�c�ao da parte real da

fun�c�ao diel�etrica �dispers�ao anomala	


Figura �	 Comportamento da fun
c�ao diel�etrica prevista pelo
Modelo de Lorentz em termos da frequencia da onda inci�
dente no meio � Ref����� �g da equa
c�ao ��� �linha trace�
jada� e Imf����g da equa
c�ao ��� �linha cheia�	

Nosso interesse aqui �e explicitar uma particular�

idade que aparece nesse resultado
 Observando a

parte imagin�aria na Figura �� notamos que a tangente

geom�etrica em cada ponto �isto �e� a derivada	� tem

um comportamento similar ao da parte real
 Para tes�

tar essa indica�c�ao qualitativa� efetuamos a deriva�c�ao

num�erica da parte imagin�aria da fun�c�ao diel�etrica
 O

resultado� comparado com Ref
��	� �g da Figura �� �e

mostrado na Figura �
 Vemos que� de fato� os compor�

tamentos s�ao similares� dentro de certas aproxima�c�oes


Figura �	 Compara
c�ao entre Ref������g da Figura � �linha
cheia� e a derivada num�erica de Imf����g da Figura � �linha
tracejada�	

Os resultados sugerem que derivando ��	 em rela�c�ao

a �� utilizando aproxima�c�oes adequadas e comparando

com ��	 deve�se conseguir mostrar algebricamente que

�Para gases� a contribui�c�ao dos arredores do oscilador pode ser desprezada� isto �e� podemos considerar � 	 
� Portanto� para essa

ampla classe de diel�etricos� a freq�uencia efetiva� �l� pode ser aproximada pela pr�opria freq�uencia natural� ���
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Ref
��	 � �g �
Imf
��	g

�
� ��	

Pode�se fazer isso como exerc��cio
 Entretanto nosso

objetivo neste trabalho �e mostrar que a correla�c�ao ex�

pressa em ��	� sugerida exclusivamente com base no

modelo fenomenol�ogico de Lorentz� pode ser demon�

strada a partir de uma abordagem muito mais ampla


Para tanto� na se�c�ao seguinte vamos introduzir os con�

ceitos de Causalidade� Analiticidade e Rela�c�oes de Dis�

pers�ao de forma totalmente independente do Modelo

de Lorentz
 Na se�c�ao IV faremos a conex�ao desses con�

ceitos com o modelo e demonstraremos ��	 algebrica�

mente� sem considerar os detalhes expressos por ��	 e

��	


III� Causalidade� Analiticidade e Rela�c�oes de

Dispers�ao

Tres princ��pios b�asicos utilizados em teorias ax�

iom�aticas de campos s�ao� Covari�ancia Relativ��stica�

Unitaridade e Causalidade �Nussenzveig �����
 A

condi�c�ao de causalidade� que �e nosso interesse neste

trabalho� pode ser formulada de diferentes maneiras de�

pendendo da abordagem adotada
 Em linhas gerais�

essa condi�c�ao signi�ca que o efeito n�ao pode preceder

a causa� desde que causa e efeito sejam bem de�nidos


Este enunciado �e denominado Condi	cao de Causalidade

Primitiva


Nesta se�c�ao consideraremos um sistema f��sico

gen�erico que correlaciona sinais de entrada e sa��da

atrav�es de uma Fun�c�ao Resposta �se�c�ao III
�	 gen�erica


Impondo�se as condi�c�oes de Causalidade Primitiva e

Linearidade al�em de algumas condi�c�oes �uteis ao de�

senvolvimento dos c�alculos� deduziremos as chamadas

Rela�c�oes de Dispers�ao� que conectam as partes real e

imagin�aria da Fun�c�ao Resposta
 Esse resultado geral�

independente de um sistema f��sico espec���co ser�a uti�

lizado na se�c�ao IV para tratar o problema que deixamos

em aberto na se�c�ao anterior


III�� Hip�oteses B�asicas

Consideremos um sistema f��sico gen�erico� que a um

sinal de entrada I�t	 �excita�c�ao dependente do tempo	

responde com um sinal de sa��da O�t	
 Em princ��pio

esse sistema �e uma �caixa preta� que pode representar

um circuito el�etrico� um alvo espalhador� um sistema

mecanico� t�ermico� etc


 Imporemos cinco condi�c�oes

aos fenomenos de entrada e sa��da do sistema �Nussen�

zveig ������

�	 Linearidade � o sinal de sa��da �e um funcional

linear do sinal de entrada
 Algebricamente� se G rep�

resenta a Fun�c�ao Resposta do sistema �resposta a um

pulso instantaneo	� podemos expressar essa condi�c�ao

por

O�t	 �

��Z
��

G�t� t�	I�t�	dt�� ��	

Assim� G�t� t�	 �e o n�ucleo do funcional


�	 Invari�ancia por Transla�c�ao Temporal � se o sinal

de entrada sofre um deslocamento temporal� digamos

�� � I�t � �� 	� o mesmo deslocamento �e associado ao

sinal de sa��da � O�t��� 	
 Algebricamente isso signi�ca

que G�t� t�	 depende somente da diferen�ca t� t��

G�t� t�	 � G�� 	� � � t� t� ���	

�	 Causalidade Primitiva � o efeito n�ao pode pre�

ceder a causa no tempo
 Isso signi�ca que se I�t	 � �

para t � t� ent�ao O�t	 � � para t � t�
 Isso imp�oe

uma condi�c�ao para G�� 	 que pode ser algebricamente

expressa por

G�� 	 � �� � � � ���	

Essas s�ao as tres hip�oteses essenciais de uma

abordagem geral
 Adicionaremos mais duas de

car�ater pr�atico para facilitar a abordagem matem�atica


Situa�c�oes nas quais as condi�c�oes seguintes n�ao s�ao ver�

i�cadas s�ao discutidas em �Nussenzveig �����
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�	 Os sinais de entrada � sa��da e a Fun�c�ao Resposta do sistema possuem transformadas de Fourier bem de�nidas


Denotaremos�

i��	 �

��Z
��

I�t	 exp���t	dt� I�t	 �
�

��

��Z
��

i��	 exp����t	d�� ���	

o��	 �

��Z
��

O�t	 exp���t	dt� O�t	 �
�

��

��Z
��

o�t	 exp����t	d�� ���	

g��	 �

��Z
��

G�� 	 exp���� 	d�� G�� 	 �
�

��

��Z
��

g��	 exp����� 	d�� ���	

�	 O coe�ciente de Fourier g��	 da resposta G�� 	 �e quadrado integr�avel�

��Z
��

jg��	j�d� � C� C � constante� ���	

d

Vemos que essas condi�c�oes n�ao s�ao fortemente re�

stritivas� podendo estar associadas a uma ampla gama

de sistemas f��sicos
 Veremos a seguir algumas con�

seq�uencias dessas hip�oteses


III�� Convolu�c�ao

As equa�c�oes ��	 e ���	 de�nem o chamado Produto

de Convolu	cao �Arfken �����

O�t	 �

��Z
��

G�t� t�	I�t�	dt� � G�t	� I�t	�

Pode�se provar que a transformada de Fourier do pro�

duto de convolu�c�ao �e igual ao produto das transfor�

madas dos fatores �teorema da convolu�c�ao	
 Ent�ao� das

equa�c�oes ���	� ���	 e ���	 temos que

o��	 � g��	i��	� ���	

Essa rela�c�ao �e essencial neste trabalho e ser�a utilizada

na se�c�ao IV para fazermos a conex�ao com o Modelo de

Lorentz


III�� Causalidade e Analiticidade

Nosso sistema gen�erico �e caracterizado pela fun�c�ao

resposta G��	 ou g�� 	� relacionadas por ���	


Mostraremos aqui que o Princ��pio da Causalidade im�

plica na de�ni�c�ao de um dom��nio de analiticidade para

g��	 quando consideramos � uma vari�avel complexa


De fato� de ���	 e do Princ��pio da Causalidade expresso

por ���	 conclu��mos que

g��	 �

�Z

�

G�� 	 exp���� 	d�� � � ��

Considerando � uma vari�avel complexa� � � �r � ��i�

teremos para g tamb�em complexa

g��	 �

�Z

�

G�� 	 exp���r� 	 exp���i� 	�

Ent�ao� sendo � � � teremos divergencia se �i � �


Por�em� sendo g��	 quadrado integr�avel pela hip�otese

���	� a fun�c�ao g��	 �e bem de�nida se �i � �
 Logo� sob

as hip�oteses feitas obtemos que

g��	 �e anal��tica no semiplano superior ��i � �	


Assim� a condi�c�ao de Causalidade leva �a de�ni�c�ao

de uma regi�ao de analiticidade para a transformada

de Fourier da fun�c�ao resposta do sistema
 Com isso

podemos utilizar os resultados da Teoria das Fun�c�oes

Anal��ticas na regi�ao correspondente� o que faremos a

seguir
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III�	 Analiticidade e Rela�c�oes de Dispers�ao

A propriedade de analiticidade de uma fun�c�ao per�

mite o estabelecimento de correla�c�oes entre suas partes

real e imagin�aria
 Nesta se�c�ao vamos deduz���las para

g��	 obtendo as chamadas Rela�c�oes de Dispers�ao en�

volvendo Refg��r	g e Imfg��r	g


Sendo g��	 anal��tica no semiplano superior� se  �e

um caminho fechado nessa regi�ao� � um ponto interior

a  e �� um ponto sobre  � pelo Teorema de Cauchy

�Arfken ������

g��	 �
�

���

I

�

g���	

�� � �
d���

Nosso interesse �e determinar g��r	 como uma integral

em frequencias reais� de �� a ��
 Para tanto va�

mos realizar uma integra�c�ao no plano complexo con�

siderando o contorno  indicado na �gura �
 Denotando

o ponto interno a  por � � �r � ��i e um ponto do

contorno por �� � ��r � ���i� podemos abrir a integral

nos dois trechos formados pela parte do eixo real de �R

a R e a semicircunferencia CR de raio R�

c

�

���

�RZ

�R

g���r	

��r � ��r � �
	
d��r �

�

���

Z

CR

g���	

�� � ��r � �
	
d��

Figura �	 Contorno fechado � formado pelo segmento do eixo real de �R a R e a semi�circunferencia CR de raio R	

Para obter a integral desejada tomamos o limite para R���

g��	 �
�

���

��Z
��

g���r	

��r � ��r � �
	
d��r �

�

���
lim
R��

Z

CR

g���	

�� � ��r � �
	
d�� ���	

Sobre o caminho CR temos �� � R exp����	 e d�� � �R exp����	d�� � de modo que a segunda integral no segundo

membro da equa�c�ao anterior �e expressa por

lim
R��

�Z

�

g�R exp����		

R exp����	� ��r � �
	
�R exp����	d���

Pode�se demonstrar que sendo g quadrado integr�avel �ou que v�a a zero mais r�apido que ��R	 o limite acima �e nulo

�Nussenzveig ������ de modo que em ���	 temos somente a integral em ��r
 Como queremos a express�ao para g��r	�

tomamos o limite�

g��r	 � lim
���

g��r � �
	 �
�

���
lim
���

��Z
��

g���r	

��r � ��r � �
	
d��r�

que podemos expressar por
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g��r	 �
�

���
lim
���

��Z
��

g���r	

���r � �r	 � �

d��r�

Sendo a integral impr�opria e envolvendo um termo da forma ���x � �
� � podemos utilizar a Identidade de Dirac

expressa na forma �operacional� �Apendice	�

lim
���

�

x� �

� P

�

x
� ����x	� ���	

onde P indica o Valor Principal de Cauchy da integral �Byron e Fuller ������ como explicado no Apendice
 Com

isso�

g��r	 �
�

���
P

��Z
��

g���r	

��r � �r
d��r �

�

�

��Z
��

g���r	���
�

r � �r	d�
�

r

d

e� portanto� da de�ni�c�ao da fun�c�ao delta obtemos �nal�

mente

g��r	 �
�

��
P

��Z
��

g���r	

��r � �r
d��r� ���	

que �e a express�ao desejada� envolvendo a integral no

eixo real de �� a ��
 Vamos daqui para a frente

retomar a nota�c�ao de � como vari�avel real� i�e� �r � �

e ��r � ��
 Estando isso impl��cito e sendo g��	 uma

fun�c�ao complexa de vari�avel real� podemos expressar

esta �ultima como

g��	 � Refg��	g� �Imfg��	g�

Substituindo em ���	 e usando a identidade de vari�aveis

complexas obtemos as duas rela�c�oes desejadas�

Refg��	g �
�

�
P

��Z
��

Imfg���	g

�� � �
d��� ���	

Imfg��	g � �
�

�
P

��Z
��

Refg���	g

�� � �
d��� ���	

Genericamente� qualquer par de fun�c�oes satis�

fazendo essas equa�c�oes �e denominado um par de Trans�

formadas de Hilbert �Byron e Fuller �����
 Historica�

mente� uma rela�c�ao desse tipo foi obtida pela primeira

vez por R
 L
 Kronig em ���� e independentemente

por H
 A
 Kramers em ����� no estudo do ��ndice de re�

fra�c�ao para raios�X
 Nesse caso as freq�uencias eram pos�

itivas� resultado decorrente da condi�c�ao de cruzamento�

Refg��	g era fun�c�ao par de � e Imfg��	g fun�c�ao��mpar

�Jackson ������ �Byron e Fuller �����
 Essas rela�c�oes

�caram conhecidas como rela�c�oes de Kramers�Kronig

e no caso geral� dada a dependencia do ��ndice de re�

fra�c�ao com a frequencia� s�ao referidas como Rela�c�oes

de Dispers�ao


Veri�camos� ent�ao� que� embora tenham tido uma

origem eminentemente fenomenol�ogica� as equa�c�oes

���	 e ���	 s�ao decorrentes de considera�c�oes muito

mais gerais� como demonstrado nesta se�c�ao� s�ao car�

acter��sticas de sistemas f��sicos gen�ericos que obedecem

�as condi�c�oes de Linearidade� Invariancia Temporal e

Causalidade


IV� Conex�ao Causalidade
Modelo de Lorentz

Nesta se�c�ao� caminhando de maneira independente

do que ocorreu historicamente� faremos a an�alise do

geral para o particular� estabeleceremos as conex�oes

entre os resultados obtidos na se�c�ao III para o sis�

tema f��sico gen�erico e os resultados do Modelo de

Lorentz para a Fun�c�ao Diel�etrica �se�c�ao II	
 Usando a

informa�c�ao do modelo de que a conex�ao sugerida en�

volvendo as partes real e imagin�aria ocorre pr�oximo

�a freq�uencia de ressonancia ��gura �	 demonstraremos

algebricamente o resultado� expandindo a rela�c�ao de

dispers�ao gen�erica do tipo ���	 �isto �e� sem especi�car

g��		


IV�� Rela�c�oes de Dispers�ao para a Fun�c�ao

Diel�etrica

Na se�c�ao III
� vimos que em termos da freq�uencia

as fun�c�oes de entrada e sa��da do sistema gen�erico s�ao
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correlacionadas pela equa�c�ao ���	

o��	 � g��	i��	�

Agora� no exemplo tratado sobre a propaga�c�ao da onda

eletromagn�etica nummeio diel�etrico� podemos interpre�

tar o campo aplicado E��	 como a fun�c�ao de entrada

	impulso
 i��	 e a polariza�c�ao P ��	 do meio como o

sinal de sa��da o��	 
 Como esses sinais se relacionam

pela equa�c�ao ��	�

P � 	E�

podemos interpretar a susceptibilidade 	 como a fun�c�ao

resposta g��	� ou ainda a fun�c�ao diel�etrica ��	


 � � � ��	�

De fato� como vimos� o Modelo de Lorentz preve

uma fun�c�ao diel�etrica complexa e dependente da

frequencia 
��	� dada pelas equa�c�oes ��	 e ��	
 Supondo

ent�ao que P ��	 e E��	 �ou P �t	 e E�t		 obedecem

�as condi�c�oes de linearidade� causalidade e invariancia

temporal �o que pode ser experimentalmente veri�cado

numa variedade de casos	� podemos identi�car g��	

com 
��	 � �� estabelecendo as rela�c�oes de dispers�ao

���	 e ���	�

Ref
��	 � �g �
�

�
P

��Z
��

Imf
���	� �g

�� � �
d��� ���	

Imf
��	 � �g � �
�

�
P

��Z

��

Ref
���	� �g

�� � �
d��� ���	

Como comentado� essas equa�c�oes podem ser deduzi�

das a partir de considera�c�oes espec���cas sobre o Mod�

elo de Lorentz� o que �e feito na maioria dos livros texto

�Jackson ������ �Reitz� Milford e Christy ������ etc


IV�� Comportamento Pr�oximo ao Pico de Res


son�ancia

As equa�c�oes ���	 e ���	 s�ao completamente

gen�ericas� decorrentes do tratamento geral da se�c�ao III

e apenas da identi�ca�c�ao de E��	 como causa e P ��	

como efeito
 Nesta se�c�ao� sem utilizar a express�ao detal�

hada de 
��	 prevista pelo Modelo de Lorentz �equa�c�oes

��	 e ��		� vamos demonstrar a correla�c�ao sugerida ��	�

considerando apenas que o efeito ocorre �pr�oximo� ao

pico de ressonancia �informa�c�ao fenomenol�ogica geral	


Para expressar isso analiticamente� seja �a a largura

da regi�ao anomala e �l a freq�uencia de ressonancia efe�

tiva �se�c�ao II� �gura �	
 Estamos interessados ent�ao na

regi�ao

j � � �l j� a� ���	

Agora� de forma independente de modelo vamos intro�

duzir essa condi�c�ao nas rela�c�oes de dispers�ao gen�ericas

���	 e ���	
 A id�eia �e expandir Imf
��	g no integrando

e usar apenas ���	 �Ito �����
 A s�erie de Taylor em torno

de � fornece�

c

Imf
���	g � Imf
��	g�
Imf
���	g

��

���
����

��� � �	 � ���

Dada a regi�ao de interesse ���	 limitaremos a integra�c�ao entre os extremos �l � a e �l � a �onde o pico de absor�c�ao

�e signi�cativo	
 Substituindo a expans�ao na express�ao da parte real ���	 obtemos

Ref
��	 � �g �
�

�
P

�l�aZ

�l�a

f
Imf
��	g

�� � �
�

Imf
���	g

��

���
����

� ���gd�� �

�
�

�
fImf
��	gP

�l�aZ

�l�a

d��

�� � �
�

Imf
���	g

��

���
����

P

�l�aZ

�l�a

d�� � ���g �

�
�

�
Imf
��	glog�

�l � a� �

�l � a� �
� �

�a

�

Imf
��	g

�
� ���

Agora� pela condi�c�ao ���	�
�l � a� �

�l � a� �
� �
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�

e portanto em primeira ordem

Ref
��	 � �g �
�a

�

Imf
��	g

�
� ���	

que �e o resultado procurado e tamb�em est�a de acordo com o comportamento anal��tico mostrado na �gura �


d

�E importante ressaltar que a informa�c�ao

fenomenol�ogica aqui utilizada poderia ser obtida em�

piricamente
 Assim apenas sabendo da existencia do

pico de absor�c�ao e de sua largura� o c�alculo nesta se�c�ao

mostra que ���	 �e deduzido de forma gen�erica� eq


���	� sem se fazer uso de uma dependencia alg�ebrica

espec���ca para 
��	 como as fornecidas pelo Modelo de

Lorentz �equa�c�oes ��	 e ��		


A eq
 ���	 mostra tamb�em que� com as aprox�

ima�c�oes consideradas� as partes real e imagi�aria s�ao

correlacionadas atrav�es de uma derivada� isto �e� uma

rela�c�ao de dispers�ao derivativa� deduzida a partir da

rela�c�ao de dispers�ao integral ���	
 Pela condi�c�ao ���	�

trata�se de uma rela�c�ao quasi�local


V� Conclus�oes e Observa�c�oes Finais

Neste trabalho� atrav�es da associa�c�ao das equa�c�oes

de campo da Eletrodinamica Cl�assica a um modelo

fenomenol�ogico �cl�assico	 para a estrutura granular da

mat�eria �Lorentz	� identi�camos um efeito espec���co

nas previs�oes do modelo� envolvendo as partes real e

imagin�aria da fun�c�ao diel�etrica ��gura �	
 Mostramos

a seguir� de forma independente� que esse efeito n�ao

�e decorrencia exclusiva do modelo� mas est�a associ�

ado a um contexto mais amplo� envolvendo primeiros

princ��pios �causalidade	 e propriedades matem�aticas

gerais �linearidade� analiticidade	
 Demonstramos a

correla�c�ao modelo�princ��pios atrav�es das equa�c�oes ��	

e ��	� associando sinais de entrada e sa��da gerais ao

campo E da onda e �a polariza�c�ao P do meio
 O efeito

referido foi algebricamente demonstrado na equa�c�ao

���	


Com esse tipo de abordagem visamos exempli�car

a importancia e utilidade de� paralelamente ao estudo

espec���co de um fenomeno� procurar situ�a�lo num con�

texto mais amplo� de modo a ser poss��vel a identi�ca�c�ao

de propriedades mais gerais
 Salientamos tamb�em que

esse tipo de estrat�egia vem sendo utilizada nos dias at�

uais na busca de uma teoria efetiva das intera�c�oes nu�

cleares
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Ap�endice

Faremos aqui uma discuss�ao heur��stica da Identi�

dade de Dirac ���	� utilizada na se�c�ao III
��

lim
���

�

x� �

� P

�

x
� ����x	�

Uma demonstra�c�ao formal envolve uma discuss�ao sobre

o Valor Principal de Cauchy e o tratamento da Fun�c�ao

Delta atrav�es da Teoria de Distribui�c�oes �Byron e Fuller

�����
 A forma operacional acima aparece em integran�

dos que envolvem uma fun�c�ao de x
 Chamando F �x	

essa fun�c�ao� considerada regular na origem e expres�

sando
�

x� �

�

x� �


x� � 
�
�

vamos estudar o limite

c

lim
���

��Z
��

F �x	

x� �

dx � lim

���

��Z
��

xF �x	

x� � 
�
dx� � lim

���

��Z
��


F �x	

x� � 
�
dx� �A�	

Quando 
 � � a primeira integral �a direita apresenta divergencia na origem �integral impr�opria	 e portanto

devemos determinar o Valor Principal de Cauchy

lim
���

f lim
���

��Z
��

xF �x	

x� � 
�
dx� lim

���

��Z
�

xF �x	

x� � 
�
dxg �
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lim
���

f

��Z
��

F �x	

x
dx�

��Z
�

g�x	

x
dxg � P

��Z
��

F �x	

x
dx� �A�	

onde P indica o Valor Principal


Agora� para F �x	 regular na origem� a segunda integral �a direita em �A�	 �e nula quando 
� �� exceto em x � �

e como
��Z
��




x� � 
�
dx � ��

podemos� utilizando a de�ni�c�ao da fun�c�ao delta� express�a�la na forma

lim
���

��Z

��




x� � 
�
F �x	dx � �

��Z

��

F �x	��x	dx� �A�	

Logo� de �A�	� �A�	 e �A�	�

lim
���

��Z
��

F �x	

x� �

dx � P

��Z
��

F �x	

x
dx� ��

��Z
��

F �x	��x	dx�

ou� em forma �operacional��

lim
���

�

x� �

� P

�

x
� ����x	�

d
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