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Apresentamos um sistema axiom�atico para a mec�anica cl�assica n�ao�relativ��stica de
part��culas	 no qual o conceito de for
ca n�ao �e assumido como no
c�ao primitiva� Nossa for�
mula
c�ao �e inspirada na mec�anica de Hertz	 a qual considera apenas tr�es conceitos primitivos�
tempo	 espa�co e massa� Hertz tamb�em considerava apenas uma Lei Fundamental� Todo sis�

tema livre persiste em seu estado de repouso ou de movimento uniforme no caminho mais

retil��neo poss��vel� Fazemos algumas compara
c�oes entre nossa formula
c�ao para a mec�anica
cl�assica de part��culas e as id�eias de Hertz�

We present an axiomatic framework for non�relativistic classical particle mechanics where
the concept of force is not assumed as a primitive notion� Our formulation is inspired on
Hertz
s mechanics	 which considers only three primitive concepts� time	 space	 and mass�
It is also emphasized that there is just one Fundamental Law� Every free system persists

in its state of rest or of uniform motion in a straightest path� We make some comparisons
between our formulation for classical particle mechanics and Hertz
s ideas�

I� Introdu�c�ao

Alguns f��sicos do �nal do s�eculo XIX consideravam

que for
ca era um conceito antropom�or�co que poderia

ser eliminado da mec�anica ���� Existia uma forte in�

�u�encia do kantianismo entre f��sicos alem�aes daquela

�epoca como Mach	 Helmholtz e Hertz com respeito �as

rela
c�oes de coordena
c�ao entre fatos e id�eias� O con�

ceito de for
ca	 neste contexto	 aparentava ter um status

hipot�etico e inobserv�avel�

Em ��� Hertz mostrou estar insatisfeito com a ob�

scuridade do conceito de for
ca� Assim sendo	 ele apre�

sentou uma formula
c�ao para a mec�anica cl�assica� onde

a no
c�ao de for
ca n�ao �e primitiva� Na mec�anica de

Hertz existem apenas tr�es conceitos primitivos	 a saber	

tempo	 espa
co e massa� Hertz tamb�em considera que

seu sistema tem apenas uma Lei Fundamental �usando

a terminologia do pr�oprio autor�� �Todo sistema livre

persiste em estado de repouso ou movimento uniforme	

seguindo o caminho mais retil��neo poss��vel�� Original�

mente	 numa clara alus�ao �a obra de I� Newton	 Hertz

estabeleceu a Lei Fundamental como se segue�

Systema omne liberum perseverare in statu

suo quiescendi vel movendi uniformiter in

directissimam�

Desse modo	 Hertz considerava	 pelo menos a priori	

apenas sistemas livres� No entanto	 como partes de um

�Obviamente estamos falando da mec�anica n�ao relativ��stica� uma vez que o livro original de Hertz foi publicado em ��	
� A refer�encia
��
 que citamos �e t�ao somente uma tradu�c�ao do original em Alem�ao ��
�
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sistema livre podem constituir sistemas n�ao�livres	 re�

sultados sobre sistemas n�ao�livres podem ser obtidos a

partir da Lei Fundamental� Hertz tamb�em considerou

que todo sistema n�ao�livre pode ser concebido como

uma �parte� de um sistema estendido que seja livre�

Consideramos bastante elucidativas as palavras que

se seguem de E� Mach ����

O livro de Hertz deve	 de fato	 ser lido por

todos aqueles interessados nos problemas da

mec�anica������

Hertz	 ap�os eliminar o conceito de for
ca	 ini�

cia com as no
c�oes de tempo	 espa
co e massa

apenas	 tendo em mente a id�eia de expres�

sar somente aquilo que pode ser observado

de fato� O �unico princ��pio que ele emprega

pode ser concebido como uma combina
c�ao

da lei de in�ercia com o princ��pio de m��nimo

v��nculo de Gauss� Massas livres movem�

se uniformemente em linhas retas� Se elas

s�ao colocadas em algum tipo de conex�ao	

ter�ao suas trajet�orias desviadas do movi�

mento retil��neo	 em acordo com o princ��pio

de Gauss	 um m��nimo poss��vel� seu movi�

mento est�a mais pr�oximo do movimento

livre que qualquer outro movimento conce�

b��vel� Hertz a�rma que as massas movem�se

em resposta a sua conex�ao com o caminho

mais retil��neo� Todo desvio no movimento

de uma part��cula massiva da uniformidade

e retilinearidade deve�se	 em seu sistema	

n�ao a uma for
ca mas a uma r��gida conex�ao

com outras massas� E onde essas massas

n�ao s�ao vis��veis	 ele concebe massas ocultas

com movimentos ocultos� Todas as for
cas

f��sicas s�ao concebidas como o efeito de tais

a
c�oes� For
ca	 contra�for
ca	 energia	 em seu

sistema	 s�ao t�ao somente conceitos secund�a�

rios e auxiliares� �Nossa tradu
c�ao�

J�C�C� McKinsey	 A�C� Suggar e P� Suppes ��� axio�

matizaram	 em ����	 a mec�anica cl�assica n�ao rela�

tiv��stica de part��culas	 assumindo a no
c�ao de for
ca

como um dos conceitos primitivos de tal axiom�atica�

Chamamos tal sistema axiom�atico de sistema M�S�S��

Pelo m�etodo de Padoa ��� ��� �e poss��vel provar a inde�

pend�encia do conceito de for
ca no sistema M�S�S�� Isso

signi�ca que n�ao �e poss��vel de�nir for
ca em M�S�S� a

partir dos demais conceitos primitivos da teoria tais

como espa
co	 tempo e massa� Em geral	 a no
c�ao

de for
ca �e assumida como primitiva nas in�umeras

formula
c�oes existentes para a mec�anica cl�assica n�ao�

relativ��stica� E quando tais formula
c�oes satisfazem os

padr�oes da matem�atica moderna	 geralmente �e poss��vel

provar a independ�encia de tal no
c�ao em rela
c�ao aos de�

mais conceitos primitivos� Isso signi�ca que	 em geral	

o conceito de for
ca �e	 em certo sentido	 indispens�avel

nas formula
c�es axiom�aticas existentes na literatura es�

pecializada�

Inspirado nas id�eias de Hertz	 um de n�os ��� ���� re�

centemente desenvolveu um sistema axiom�atico para a

mec�anica cl�assica de part��culas n�ao�relativ��stica	 onde

o conceito de for
ca n�ao surge como primitivo� Uma

esp�ecie de proto�for
ca �e de�nida e leis f��sicas como

a Terceira Lei de Newton �numa vers�ao mais fraca�

surgem como teoremas�

II� Axiomatiza�c�ao

Em ����	 por ocasi�ao do Congresso Internacional de

Matem�aticos	 realizado em Paris	 D� Hilbert apresen�

tou uma lista de �� problemas os quais ele considerava

que deveriam ser o legado da matem�atica do s�eculo XIX

para os matem�aticos do s�eculo seguinte ��� ���� O sexto

problema de tal lista dizia respeito �a axiomatiza
c�ao de

teorias f��sicas�

Investiga
c�oes sobre os fundamentos da ge�

ometria sugerem o problema� tratar da

mesma maneira	 por meio de axiomas	 as

ci�encias f��sicas nas quais a matem�atica tem

um importante papel� primeiramenta a teo�

ria de probabilidades e a mec�anica� �Nossa

tradu
c�ao�

P� Suppes defende o �slogan
 de que axiomatizaruma

teoria �e de�nir um predicado conjuntista ����� N�ao

podemos detalhar aqui o programa de Suppes	 pela

limita
c�ao de espa
co para apresenta
c�ao de nosso tra�

balho� No entanto	 podemos resumir a id�eia principal

ao a�rmarmos que tal proposta consiste em se de�nir

uma estrutura matem�atica para a teoria a ser axioma�

tizada	 fundamentada na teoria de conjuntos� As van�

tagens de se axiomatizar teorias f��sicas via predicados

conjuntistas s�ao muitas� �i� responder de maneira pre�

cisa a quest�oes de car�ater �los�o�co sobre reducionismo

de uma teoria em outra� isso �e conseguido gra
cas ao

conceito de isomor�smo	 uma vez que fundamentamos

toda a teoria f��sica na teoria de conjuntos� �ii� temos

um melhor controle sobre o que de fato estamos fa�

lando na teoria� �iii� podemos estabecer teoremas meta�

matem�aticos para a f��sica� �iv� podemos melhor com�
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preender o papel desempenhado pelos conceitos fun�

damentais em f��sica tais como tempo	 espa
co	 massa	

for
ca	 spin e outros� �v� podemos buscar estruturas

matematicamente cada vez mais simples que permitam

descrever uma variedade cada vez maior de fen�omenos

f��sicos�

III� Sistema M�S�S�

Nesta se
c�ao apresentamos a formula
c�ao que McKin�

sey	 Suggar e Suppes apresentaram para a mec�anica

cl�assica de part��culas elementares em ���� ���	 a qual

aqui abreviamos por sistema M�S�S�� No entanto	 a

de�ni
c�ao � e o teorema � s�ao originais�

O sistema M�S�S� tem seis no
c�oes primitivas� P 	 T 	

m	 s	 f 	 e g� P e T s�ao conjuntos	 m �e uma fun
c�ao

real un�aria de�nida em P 	 s e g s�ao fun
c�oes vetoriais

de�nidas em P � T 	 e f �e uma fun
c�ao vetorial de�nida

em P � P � T � Os vetores correspondentes �as imagens

de s	 f e g s�ao pertencentes a ��� Intuitivamente	 P

corresponde ao conjunto de part��culas e T a um inter�

valo de tempo� m�p� deve ser �sicamente interpretado

como a massa da part��cula p � P � sp�t�	 corresponde ao

vetor posi
c�ao de p no instante t � T � f�p� q� t� �e a for
ca

interna que a part��cula q exerce sobre p	 no instante

t� Finalmente	 g�p� t� deve ser �sicamente interpretada

como a for
ca externa sobre p no instante t�

Agora	 podemos apresentar os axiomas do sistema

M�S�S��

De�ni�c�ao � P  hP� T� s�m� f� gi �e um sistema

M�S�S� se os seguintes axiomas forem satisfeitos�

P� P �e um conjunto �nito n	ao vazio�

P� T �e um intervalo de n�umeros reais�

P� Se p � P e t � T 
 sp�t� �e um vetor de um espa�co ve�

torial real de tr�es dimens	oes
 tal que
d�sp�t�
dt�

existe�

P	 Se p � P 
 m�p� �e um n�umero real positivo�

P
 Se p� q � P e t � T 
 f�p� q� t�  �f�q� p� t��

P� Se p� q � P e t � T 


�sp�t�� f�p� q� t��  ��sq�t�� f�q� p� t���

P� Se p� q � P e t � T 


m�p�
d�sp�t�

dt�
 
X
q�P

f�p� q� t� ! g�p� t��

Os colchetes �	� no axiomaP� denotam produto ex�

terno usual entre vetores de ���

Axioma P
 corresponde a uma vers�ao fraca da Ter�

ceira Lei de Newton� para cada for
ca �a
c�ao� existe uma

for
ca em sentido contr�ario �rea
c�ao� com a mesma in�

tensidade �representada pela norma do vetor for
ca��

Axiomas P� e P
	 correspondem �a vers�ao forte dessa

mesma lei	 pois axioma P� estabelece que a dire
c�ao da

a
c�ao e da rea
c�ao deve ser a mesma da reta que une as

duas part��culas p e q�

Axioma P� corresponde �a Segunda Lei de Newton�

Em ��� os autores apresentam a seguinte de�ni�


c�ao� Sejam P  hP� T� s�m� f� gi um sistema M�S�S�


P � um subconjunto n	ao vazio de P e s�
 f �
 g�
 e

m� as restri�c	oes de s
 f 
 g
 e m
 respectivamente

a P � � T 
 P � � P � � T 
 P � � T e P �� Diz�se que

P�  hP �� T� s��m�� f �� g�i �e um subsistema de P�

Tal de�ni
c�ao apresenta uma certa inconveni�encia	

pois os mesmos autores enunciam a seguinte senten
ca

como teorema� Todo sub�sistema de um sistema M�S�S�

�e um sistema M�S�S�� Essa a�rma
c�ao �e falsa e apresen�

tamos o contra�exemplo que se segue abaixo�

Considere um sistema M�S�S� com quatro part��culas

p	 q	 q� e r	 tais que �t � T temos

f�p� q� t�  ���� �� ���

f�p� q�� t�  ��� �� ���

f�q� q�� t�  f�q� r� t�  f�q�� r� t�  ��� �� ���

f�p� r� t�  ��� �� ���

m�p�  m�q�  m�q��  m�r�  �

e

g�p� t�  g�q� t�  g�q�� t�  g�r� t�  ��� �� ���

De acordo com o axioma P��

d�sp�t�

dt�
 ��� �� ���

Se considerarmos agora um sub�sistema P�  

hP �� T� s��m�� f �� g�i	 tal que P �  fp� q� q�g	 e substitu�

irmos os valores das restri
c�oes de m	 s	 f e g no axioma

P�	 perceberemos facilmente que o mesmo axioma n�ao

ser�a satisfeito�

Apresentamos aqui uma de�ni
c�ao alternativa para

subsistema�
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De�ni�c�ao � Sejam P  hP� T� s�m� f� gi um sistema

M�S�S�
 P � um subconjunto n	ao vazio de P e s�
 f �


g�
 e m� as restri�c	oes de s
 f 
 g
 e m
 respectivamente

a P � � T 
 P � � P � � T 
 P � � T e P �� Diz�se que

P�  hP �� T� s��m�� f �� g�i �e um subsistema de P se a

seguinte condi�c	ao for satisfeita� �p� q � P � e �t � T 


m��p�
d�s�p�t�

dt�
 
X
q�P �

f ��p� q� t� ! g��p� t�� ���

Com tal de�ni
c�ao	 temos o seguinte teorema�

Teorema � Se P� �e sub�sistema de um sistema M�S�S�

P
 ent	ao P� �e um sistema M�S�S��

Dem�
 A veri�ca
c�ao dos axiomasP��P� �e conseq"u�en�

cia direta das propriedades das restri
c�oes de s	 m e f �

J�a a veri�ca
c�ao do axiomaP� �e conseq"u�encia direta da

equa
c�ao �����

De�ni�c�ao � Dois sistemas M�S�S�

P  hP� T� s�m� f� gi

e

P�  hP �� T �� s��m�� f �� g�i

s	ao equivalentes se
 e somente se
 P  P �
 T  T �


s  s�
 e m  m��

De�ni�c�ao 	 Um sistema M�S�S� �e dito isolado se
 e

somente se
 para quaisquer p � P e t � T 
 g�p� t�  

��� �� ���

Teorema � Se

P  hP� T� s�m� f� gi

e

P�  hP �� T �� s��m�� f �� g�i

s	ao dois sistemas M�S�S� equivalentes
 temos que para

quaisquer p � P e t � T

X
q�P

f�p� q� t� ! g�p� t�  
X
q�P �

f ��p� q� t� ! g��p� t��

O teorema abaixo �e v�alido tanto para a de�ni
c�ao de

sub�sistema dada por McKinsey et al� ��� quanto para

nossa pr�opria de�ni
c�ao ��

Teorema � Todo sistema M�S�S� �e equivalente a um

subsistema de um sistema M�S�S� isolado�

O teorema que se segue pode ser facilmente provado

utilizando a t�ecnica criada por Padoa ����

Teorema 	 Massa e for�ca interna s	ao conceitos in�

dependentes das demais no�c	oes primitivas do sistema

M�S�S��

De acordo com Suppes �����

Alguns autores propuseram que dever��amos

converter a Segunda Lei de Newton	 i�e�	

axioma P�	 em uma de�ni
c�ao para for
ca

total atuando sobre uma dada part��cula�

����� Isso proibiria em nosso sistema qual�

quer an�alise de for
cas internas e externas

atuando sobre uma part��cula� Ou seja	 se

todas as de�ni
c�oes de for
ca fossem elimi�

nadas como conceitos primitivos e P� fosse

utilizado como de�ni
c�ao	 as no
c�oes de for
cas

interna e externa n�ao seriam de�n��veis em

nosso sistema axiom�atico� �Nossa tradu
c�ao�

IV� Eliminando For�ca

Apresentamos aqui tr�es predicados conjuntistas para

de�nir a mec�anica cl�assica n�ao�relativ��stica de part��cu�

las	 tendo como inspira
c�ao as id�eias de Hertz bem como

o sistema M�S�S�� Esta se
c�ao �e essencialmente baseada

em ����	 no entanto o teorema � �e original�

Nossas no
c�oes primitivas s�ao P 	 T 	 s	 e m� P e T

s�ao conjuntos	 m �e uma fun
c�ao real de�nida em P 	 e

s �e uma fun
c�ao vetorial de�nida em P � T 	 da mesma

forma que em M�S�S�� Os signi�cados intuitivos de tais

conceitos s�ao tamb�em an�alogos aos de M�S�S��

De�ni�c�ao 
 P  hP� T� s�mi �e um Sistema Cl�assico

Proto�Livre de Part��culas se os seguintes axiomas forem

satisfeitos�

H� P �e um conjunto �nito n	ao vazio�

H� T �e um intervalo de n�umeros reais�

H� Se p � P e t � T 
 sp�t� �e um vetor de �� tal que
d�sp�t�
dt�

existe�

H	 Se p � P 
 m�p� �e um n�umero real positivo�

Tais axiomas s�ao id�enticos aos primeiros quatro

axiomas de M�S�S�� N�ao �e poss��vel de�nir for
ca interna

e for
ca externa em nosso sistema	 uma vez que tais con�

ceitos s�ao independentes dos demais� Para veri�car isso

basta aplicar a t�ecnica de Padoa	 j�a mencionada�
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De�ni�c�ao � Um Sistema de Part��culas Proto�Livre

P  hP� T� s�mi �e dito Sistema Livre de Part��culas

se
 al�em dos axiomas H��H	
 satis�zer tamb�em o

seguinte postulado�

H
 Se p � P e t � T 

P

p�P m�p�d
�sp�t�
dt�

 ��

Axioma H
 justi�ca o termo �Livre
 empregado

acima� Consideramos que H
 est�a em correspond�encia

com a Lei Fundamental de Hertz�

Eventualmente podemos nos referir a sistemas livres

de part��culas simplesmente como sistemas livres� Sis�

temas proto�livres de part��culas podemos chamar	 para

�ns de abrevia
c�ao	 de sistemas proto�livres�

Obviamente	 todo sistema livre �e proto�livre�

Por�em	 nem todo sistema proto�livre �e livre	 pois ax�

iomaH
 �e independente dos demais� Por isso estabele�

cemos a seguinte de�ni
c�ao�

De�ni�c�ao � Um sistema proto�livre

P  hP� T� s�mi

�e dito um Sistema N�ao�Livre de Part��culas
 ou sim�

plesmente
 Sistema N�ao�Livre
 se satis�zer
 al�em dos

axiomas H��H	
 o seguinte postulado�

H
� Se p � P e t � T 

P

p�P m�p�d
�sp�t�
dt�

� ��

Axiomas H
 e H
� n�ao s�ao su�cientes para se

de�nir for
ca na acep
c�ao de M�S�S�� Se acrescentarmos

um desses axiomas a M�S�S�	 ainda permanecer�a a in�

depend�encia do conceito de for
ca neste sistema�

De�ni�c�ao � Sejam

P  hP� T� s�mi

um sistema proto�livre
 P � um sub�conjunto n	ao vazio

de P 
 e s� e m� as respectivas restri�c	oes de s e m a

P � � T e P �� Chamamos

P�  hP �� T� s��m�i

de sub�sistema de P�

As de�ni
c�oes de sub�sistema para sistemas livres e

n�ao livres s�ao absolutamente an�alogas� �E f�acil tamb�em

observar que o sub�sistema de um sistema livre n�ao �e

necessariamente livre� Tal quest�ao �ca mais clara nos

par�agrafos seguintes�

De�ni�c�ao � Dois sistemas proto�livres

P  hP� T� s�mi

e

P�  hP �� T �� s��m�i

s	ao equivalentes se P  P �
 T  T �
 s  s�
 e m  m��

�E �obvio que todo sub�sistema de um sistema livre

ou mesmo de um sistema n�ao�livre �e tamb�em um sis�

tema proto�livre� Portanto	 todo sistema proto�livre �e

equivalente a um sub�sistema de um sistema n�ao�livre�

Ainda	 todo sistema proto�livre �e equivalente a um sub�

sistema de um sistema livre�

De�ni�c�ao �� O centro de massa c�t� de um sistema

proto�livre �e dado por

c�t�  

P
p�P m�p�sp�t�P

p�P m�p�

Tal de�ni
c�ao �e id�entica ao conceito de centro de

massa em M�S�S�	 conforme ����

Se estivermos lidando com um sistema n�ao�livre	

temos que�

X
p�P

m�p�
d�c�t�

dt�
� � ���

Se	 no entanto	 tivermos um sistema livre�

X
p�P

m�p�
d�c�t�

dt�
 � ���

Isso nos permite de�nir aquilo que chamamos de

proto�for
ca externa gc�t� no sistema proto�livre�

De�ni�c�ao �� gc�t�  
P

p�P m�p�d
�c�t�
dt�

Se a proto�for
ca externa �e zero	 o sistema proto�

livre �e livre� Se a proto�for
ca externa for diferente de

zero	 o sistema proto�livre �e n�ao�livre� O conceito de

proto�for
ca externa n�ao �e equivalente �a no
c�ao de for
ca

externa em M�S�S�	 uma vez que os dom��nios de ambas

as fun
c�oes n�ao s�ao iguais� Por�em	 em M�S�S� h�a um

teorema que estabelece o que se segue�

X
p�P

m�p�
d�c�t�

dt�
 
X
p�P

g�p� t��

Ou seja	 se de�nirmos em M�S�S� a no
c�ao de proto�

for
ca externa da mesma forma como o fazemos na

de�ni
c�ao ��	 tal no
c�ao corresponde �a soma de todas

as for
cas externas em M�S�S� que atuam sobre todas as

part��culas do sistema� Uma senten
ca como o teorema �

carece de sentido no sistema proto�livre�
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Teorema 
 Se P  hP� T� s�mi e

P�  hP �� T� s��m�i s	ao dois sistemas proto�livres equi�

valentes
 suas proto�for�cas externas s	ao iguais�

Dem�
 Por hip�otese m  m� e s  s�� Logo

P
p�P m�p�sp�t�P

p�P m�p�
 

P
p�P � m��p�s�p�t�P

p�P � m�p�
�

Logo	 c�t�  c��t�	 sendo c�t� o centro de massa em

P e c��t� o centro de massa em P�� Assim

d�c�t�

dt�
 

d�c��t�

dt�
�

o que implica que gc�t�  gc��t�	 de acordo com a

de�ni
c�ao de proto�for
ca externa��

A rec��proca do teorema acima n�ao �e verdadeira	

o que pode facilmente ser mostrado com um contra�

exemplo	 o qual deixamos como exerc��cio para o leitor�

Teorema � Se um sistema livre admite um sub�

sistema n	ao�livre
 existe outro sub�sistema
 diferente do

primeiro
 que tamb�em �e n	ao�livre�

Dem�
 Um sistema livre tem o axioma H
 satisfeito�

Portanto	

X
p�P

m�p�
d�sp�t�

dt�
 ��

Mas se tal sistema admite um sub�sistema n�ao�

livre	 existe P � � P �P � � 	� tal que P � � P e

tal que
P

p�P � m�p�
d�s�

p
�t�

dt�
� �� Assim	 se assumimos

P ��  P � P �	

X
p�P ��

m���p�
d�s��p �t�

dt�
� �� ���

pois

X
p�P �

m��p�
d�s�p�t�

dt�
!
X
p�P ��

m���p�
d�s��p�t�

dt�
 

X
p�P

m�p�
d�sp�t�

dt�
� ���

Podemos considerar P��  hP ��� T� s���m��i como um

sistema proto�livre com a condi
c�ao extra dada pela

equa
c�ao �� Portanto	 P�� �e um sistema n�ao�livre��

Considere	 agora	 um sistema de duas part��culas p�
e p�	 tal que

d�c�t�

dt�
 ��

mas
d�sp� �t�

dt�
� ��

Tal situa
c�ao corresponde a um modelo para um sis�

tema livre P  hP� T� s�mi com apenas duas part��culas�

Se qualquer sub�sistema n�ao trivial P� �e n�ao�livre	

P � P� tamb�em �e n�ao�livre	 de acordo com o teorema

acima� Portanto�

m�p��
d�sp�
dt�

 �m�p��
d�sp�
dt�

� ���

A equa
c�ao ��� lembra a vers�ao fraca da Terceira Lei

de Newton� Se o sistema das duas part��culas �e livre	

mas a part��cula p� �e elemento de um sistema n�ao�livre	

a outra part��cula tamb�em �e elemento de um sistema

n�ao�livre� Essa situa
c�ao sugere uma �a
c�ao
 da part��cula

p� sobre a part��cula p� e uma �rea
c�ao
 de p� sobre p�	

ou vice versa� �A primeira vista a equa
c�ao ��� parece

tornar vi�avel uma de�ni
c�ao de for
ca interna� No en�

tanto	 como eliminamos todas as no
c�oes de for
ca como

conceitos primitivos	 baseados em M�S�S�	 n�ao �e pos�

s��vel estabelecer qualquer de�ni
c�ao para for
cas	 sejam

internas ou externas�

Podemos ver esta quest�ao sob outro ponto de vista�

Tentemos adaptar o exemplo acima das duas part��culas

para M�S�S�� Uma vez que temos como dados apenas

as massas e trajet�orias de p� e p�	 h�a uma ambig"uidade

na determina
c�ao das for
cas envolvidas� Podemos ter

for
cas internas atuando entre as part��culas ou podemos

ter for
cas externas atuando sobre as mesmas de modo

que a soma das for
cas externas seja o vetor nulo�

Sem qualquer no
c�ao de for
ca na acep
c�ao usual	 n�ao

temos a
c�ao�a�dist�ancia� Os axiomas P
 e P� caracte�

rizam a Terceira Lei de Newton e estabelecem que a
c�ao

e rea
c�ao ocorrem na mesma dire
c�ao que une as duas

part��culas envolvidas� No sistema proto�livre	 o fato do

sub�sistema constitu��do por p� ser n�ao�livre implica que

o outro sub�sistema constitu��do por p� tamb�em �e n�ao�

livre� Mas as trajet�orias das part��culas podem ser em

quaisquer dire
c�oes� Assim como a mec�anica de Hertz	

nosso sistema necessita de mais dados para lidar com

a
c�oes�a�dist�ancia�

Hertz �de�ne
 for
ca como �o efeito que um sistema	

entre dois sistemas acoplados	 exerce sobre o outro	 por

conseq"u�encia da Lei Fundamental� �nossa tradu
c�ao� ����

Duas part��culas	 e�g�	 s�ao ditas acopladas	 de acordo

com o trabalho original de Hertz	 quando o sistema de

coordenadas pode ser escolhido de tal forma que uma

ou mais coordenadas de uma part��cula coincide com as

mesmas coordenadas da outra part��cula em um certo

intervalo de tempo� Isso signi�ca que Hertz �de�nia
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�

for
ca em termos de espa
co e tempo� Mas em nossa

formula
c�ao isso n�ao �e poss��vel�

Em sua maneira logicamente informal de escrever	

Hertz estabeleceu um postulado extra que estabelecia

que todo sistema n�ao�livre poderia ser concebido como

parte de um sistema livre� Seu objetivo era determinar

o movimento das part��culas em um sistema qualquer	

utilizando apenas a Lei Fundamental� Em nosso sis�

tema h�a uma a�rma
c�ao semelhante ao postulado extra

de Hertz	 na forma de teorema	 como se segue�

Teorema � Todo sistema n	ao�livre �e equivalente a um

sub�sistema de um sistema livre�

Dem�
 Considere um sistema n�ao�livre

P  hP� T� s�mi

tal que X
p�P

m�p�
d�sp�t�

dt�
� ��

Se de�nirmos um sistema n�ao�livre

Q  hfqg� T� sq�mqi

com apenas uma part��cula q �� P 	 tal que

X
p�P

m�p�
d�sp�t�

dt�
 �mq

d�sq�t�

dt�
�

o sistema Pq  hP 
 fqg� T� sjP�fqg�mjP�fqgi �e livre	

pois X
p�P�fqg

m�p�
d�sp�t�

dt�
 

X
p�P

�
m�p�

d�sp�t�

dt�

�
!mq

d�sq�t�

dt�
 ��

Para completar a demonstra
c�ao	 duas veri�ca
c�oes

devem ainda ser feitas� �i� O sistema Pq �e livre	 ou seja	

deve satisfazer axiomas H��H
� �ii� P �e equivalente

a um sub�sistema de Pq� Obviamente n�ao h�a maiores

problemas na demonstra
c�ao� �

O teorema � �e muito semelhante ao teorema �� Mas

sua prova �e mais simples�

V� Observa�c�oes Finais

A id�eia de eliminar for
ca da mec�anica cl�assica de

part��culas surge simplesmente do fato de que a
c�oes�a�

dist�ancia t�em um car�ater metaf��sico� A maneira usual

de se resolver esse problema �e via teoria de campos	

pois tal teoria permite estabelecer que cada ponto do

espa
co�tempo participa de fato do processo de intera
c�ao

entre dois corpos distantes um do outro� No entanto	

autores como Wittgenstein ����	 o qual inclusive faz re�

fer�encia ao trabalho de Hertz	 chegam a a�rmar que

mesmo espa
co e tempo t�em um car�ater antropom�or�co

e que	 portanto	 n�ao existem �sicamente� Al�em disso	

se queremos resolver na pr�opria mec�anica os proble�

mas causados pela a
c�ao�a�dist�ancia	 talvez o melhor

caminho seja de fato a teoria de Hertz� N�ao deixa de

haver uma semelhan
ca entre as antigas discuss�oes so�

bre a
c�ao�a�dist�ancia em mec�anica cl�assica e as atuais

considera
c�oes a respeito do problema da n�ao�localidade

em mec�anica qu�antica� Qual seria uma formula
c�ao a la

Hertz para a mec�anica qu�antica# Essa �e uma fascinante

quest�ao a ser respondida�

Nosso trabalho permite outras investiga
c�oes adi�

cionais� Pode�se	 por exemplo	 procurar uma extens�ao

de nossas id�eias para a mec�anica dos meios cont��nuos�

Outra possibilidade �e a elimina
c�ao de outros conceitos

primitivos da mec�anica tais como tempo	 espa
co e

mesmomassa� Estamos	 no momento	 trabalhando com

essas possibilidades�
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