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Apresentamos um sistema axiomatico para a mecanica classica nao-relativistica de
particulas, no qual o conceito de forca nao é assumido como nog¢ao primitiva. Nossa for-
mulacgao é inspirada na mecanica de Hertz, a qual considera apenas trés conceitos primitivos:
tempo, espaco e massa. Hertz também considerava apenas uma Lei Fundamental: Todo sis-
tema livre persiste em seu estado de repouso ou de movimento uniforme no caminho mats
retilineo possivel. Fazemos algumas comparagoes entre nossa formulagao para a mecanica
classica de particulas e as idéias de Hertz.

We present an axiomatic framework for non-relativistic classical particle mechanics where
the concept of force is not assumed as a primitive notion. Our formulation is inspired on
Hertz’s mechanics, which considers only three primitive concepts: fime, space, and mass.
It 1s also emphasized that there is just one Fundamental Law: Fvery free system persists
wn its state of rest or of uniform motion in a straightest path. We make some comparisons

between our formulation for classical particle mechanics and Hertz’s 1deas.

I. Introducao

Alguns fisicos do final do século XIX consideravam
que forga era um conceito antropomorfico que poderia
ser eliminado da mecanica [1]. Existia uma forte in-
fluéncia do kantianismo entre fisicos alemaes daquela
época como Mach, Helmholtz e Hertz com respeito as
relagoes de coordenacgdao entre fatos e idéias. O con-
ceito de forga, neste contexto, aparentava ter um status
hipotético e inobservavel.

Em [1] Hertz mostrou estar insatisfeito com a ob-
scuridade do conceito de forca. Assim sendo, ele apre-
sentou uma formulacio para a mecanica cldssical onde
a nocao de forca nao é primitiva. Na mecanica de

Hertz existem apenas trés conceitos primitivos, a saber,
tempo, espaco e massa. Hertz também considera que
seu sistema tem apenas uma Lei Fundamental (usando
a terminologia do préprio autor): “Todo sistema livre
persiste em estado de repouso ou movimento uniforme,
seguindo o caminho mais retilineo possivel.” Original-
mente, numa clara alusao a obra de I. Newton, Hertz
estabeleceu a Lei Fundamental como se segue:

Systema omne liberum perseverare in statu
suo quiescendi vel movendi uniformiter in
directissimam.

Desse modo, Hertz considerava, pelo menos a priort,
apenas sistemas livres. No entanto, como partes de um

1 Obviamente estamos falando da mecanica nio relativistica, uma vez que o livro original de Hertz foi publicado em 1894. A referéncia
[1] que citamos é tao somente uma tradugao do original em Alemao [2].
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sistema livre podem constituir sistemas nao-livres, re-
sultados sobre sistemas nao-livres podem ser obtidos a
partir da Lei Fundamental. Hertz também considerou
que todo sistema nao-livre pode ser concebido como
uma “parte” de um sistema estendido que seja livre.

Consideramos bastante elucidativas as palavras que
se seguem de E. Mach [5]:

O livro de Hertz deve, de fato, ser lido por
todos aqueles interessados nos problemas da
mecanica.|...]

Hertz, apds eliminar o conceito de forca, ini-
cia com as nog¢des de tempo, espaco e massa
apenas, tendo em mente a 1déia de expres-
sar somente aquilo que pode ser observado
de fato. O tunico principio que ele emprega
pode ser concebido como uma combinacao
da lei de inércia com o principio de minimo
vinculo de Gauss. Massas livres movem-
se uniformemente em linhas retas. Se elas
sao colocadas em algum tipo de conexao,
terao suas trajetorias desviadas do movi-
mento retilineo, em acordo com o principio
de Gauss, um minimo possivel; seu movi-
mento estd mais préximo do movimento
liwre que qualquer outro movimento conce-
bivel. Hertz afirma que as massas movem-se
em resposta a sua conexao com o caminho
mais retilineo. Todo desvio no movimento
de uma particula massiva da uniformidade
e retilinearidade deve-se, em seu sistema,
nao a uma for¢a mas a uma rigida conexao
com outras massas. F onde essas massas
nao sao visiveis, ele concebe massas ocultas
com movimentos ocultos. Todas as forcas
fisicas sao concebidas como o efeito de tais
acoes. Forcga, contra-forca, energia, em seu
sistema, sao tao somente conceitos secunda-

rios e auxiliares. (Nossa tradugao)

J.C.C. McKinsey, A.C. Suggar e P. Suppes [6] axio-
matizaram, em 1953, a mecanica classica nao rela-
tivistica de particulas, assumindo a nocao de forca
como um dos conceitos primitivos de tal axiomatica.
Chamamos tal sistema axiomatico de sistema M.S.S..
Pelo método de Padoa [7] [8] é possivel provar a inde-
pendéncia do conceito de forga no sistema M.S.S.. Isso
significa que nao é possivel definir forca em M.S.S. a
partir dos demais conceitos primitivos da teoria tais
como espaco, tempo e massa. FEm geral, a nocao
de forca é assumida como primitiva nas inimeras
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formulagoes existentes para a mecanica classica nao-
relativistica. E quando tais formulagoes satisfazem os
padroes da matematica moderna, geralmente é possivel
provar a independéncia de tal no¢ao em relacao aos de-
mais conceitos primitivos. Isso significa que, em geral,
o conceito de forca é, em certo sentido, indispensavel
nas formulacés axiomaticas existentes na literatura es-
pecializada.

Inspirado nas idéias de Hertz, um de nds [9] [10] re-
centemente desenvolveu um sistema axiomatico para a
mecanica classica de particulas nao-relativistica, onde
o conceito de forca nao surge como primitivo. Uma
espécie de proto-forca é definida e leis fisicas como
a Terceira Lei de Newton (numa versao mais fraca)
surgem como teoremas.

II. Axiomatizacao

Em 1900, por ocasiao do Congresso Internacional de
Matematicos, realizado em Paris, D. Hilbert apresen-
tou uma lista de 23 problemas os quais ele considerava
que deveriam ser o legado da matematica do século XIX
para os matematicos do século seguinte [3] [4]. O sexto
problema de tal lista dizia respeito a axiomatizacao de
teorias fisicas:

Investigacoes sobre os fundamentos da ge-
ometria sugerem o problema: tratar da
mesma maneira, por meio de axiomas, as
ciéncias fisicas nas quais a matematica tem
um importante papel: primeiramenta a teo-
ria de probabilidades e a mecanica. (Nossa
traducao)

P. Suppes defende o ‘slogan’ de que axiomatizar uma
teoria é definir um predicado conjuntista [11]. Nao
podemos detalhar aqui o programa de Suppes, pela
limitacao de espago para apresentacao de nosso tra-
balho. No entanto, podemos resumir a idéia principal
ao afirmarmos que tal proposta consiste em se definir
uma estrutura matematica para a teoria a ser axioma-
tizada, fundamentada na teoria de conjuntos. As van-
tagens de se axiomatizar teorias fisicas via predicados
conjuntistas sdo muitas: (i) responder de maneira pre-
cisa a questoes de carater filoséfico sobre reducionismo
de uma teoria em outra; isso é conseguido gragas ao
conceito de isomorfismo, uma vez que fundamentamos
toda a teoria fisica na teoria de conjuntos; (ii) temos
um melhor controle sobre o que de fato estamos fa-
lando na teoria; (iii) podemos estabecer teoremas meta-
matematicos para a fisica; (iv) podemos melhor com-
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preender o papel desempenhado pelos conceitos fun-
damentais em fisica tais como tempo, espaco, massa,
forga, spin e outros; (v) podemos buscar estruturas
matematicamente cada vez mais simples que permitam
descrever uma variedade cada vez maior de fendmenos
fisicos.

III. Sistema M.S.S.

Nesta secao apresentamos a formulagao que McKin-
sey, Suggar e Suppes apresentaram para a mecanica
classica de particulas elementares em 1953 [6], a qual
aqui abreviamos por sistema M.S.S.. No entanto, a
definicao 2 e o teorema 1 sao originais.

O sistema M.S.S. tem seis nogoes primitivas: P, T,
m, s, f, e g. P e T sao conjuntos, m é uma funcao
real unaria definida em P, s e ¢ sao funcoes vetoriais
definidas em P x T', e f é uma funcao vetorial definida
em P x P xT. Os vetores correspondentes as imagens
de s, f e g sdo pertencentes a R3. Intuitivamente, P
corresponde ao conjunto de particulas e 1" a um inter-
valo de tempo. m(p) deve ser fisicamente interpretado
como a massa da particula p € P. s,(t), corresponde ao
vetor posicdo de p no instante t € T. f(p, ¢, 1) é a forca
interna que a particula ¢ exerce sobre p, no instante
t. Finalmente, g(p,t) deve ser fisicamente interpretada
como a forca externa sobre p no instante ¢.

Agora, podemos apresentar os axiomas do sistema

M.S.S.:

Definicao 1 P =
M.S.5. se os sequintes axiomas forem satisfeitos:

(P,T,s,m, f,g) € um sistema

P1 P ¢ um conjunto finito ndo vazio.
P2 T € um intervalo de nimeros reais.

P3 Sepe PeteT,s,(t) é umvetor de um espago ve-
d?s, (1)

57— existe.

torial real de trés dimensades, tal que
P4 Se p e P, m(p) é um nidmero real positivo.
P5 Sep,gqe PeteT, fp,q,t) =—f(q,p,1).
P6 Sep,qe PetlteT,

[sp(t), f(p, g, )] = —[54(t), f(q,p,1)].

P7 Sep,qe PeteT,

dzjfz(t) =Y Je.a. ) +9(p.0).

gepP

m(p)

Os colchetes [,] no axioma P6 denotam produto ex-
terno usual entre vetores de 3.

Axioma P5 corresponde a uma versao fraca da Ter-
ceira Lei de Newton: para cada forga (agio) existe uma
forca em sentido contririo (reagdo) com a mesma in-
tensidade (representada pela norma do vetor forca).
Axiomas P6 ¢ P5, correspondem a versao forte dessa
mesma lei, pois axioma P6 estabelece que a dire¢ao da
acao e da reacao deve ser a mesma da reta que une as
duas particulas p e q.

Axioma P7 corresponde a Segunda Lei de Newton.

Em [6] os autores apresentam a seguinte defini-
cao: Sejam P = (P, T,s,m, f,g) um sistema M.S.S.,
P’ um subconjunto nao wvazio de P e s, f', ¢', e

m' as restricées de s, f, g, e m, respectivamente

a PPxT, PPx P'xT, PP xT e P'. Dizse que
P =(P,T,s',m' ' ¢ € um subsistema de P.

Tal defini¢ao apresenta uma certa inconveniéncia,
pois os mesmos autores enunciam a seguinte sentenca
como teorema: Todo sub-sistema de um sistema M.S.S.
é um sistema M.S.S.. Essa afirmacao é falsa e apresen-
tamos o contra-exemplo que se segue abaixo:

Considere um sistema M.S.S. com quatro particulas
P, 4, ¢ e r, tais que V¢ € T' temos

f(pa Qat) = (_1a Oa O)a
fp,d',t)=(1,0,0),
fla, 4", t) = f(q,r,t) = f(¢', 7, t) = (0,0,0),

f(pa T,t) = (Oa 1a O)a

g(p,t) = g(q, 1) = g(¢',t) = g(r,1) = (0,0,0).
De acordo com o axioma P7:

d’ sp(t)

—r = (0,1,0).

Se considerarmos agora um sub-sistema P’ =
(P T,s",m! f' ¢", tal que P' = {p,q,q¢'}, e substitu-
irmos os valores das restri¢oes de m, s, f e ¢ no axioma
P7, perceberemos facilmente que o mesmo axioma nao
sera satisfeito.

Apresentamos aqui uma definicao alternativa para
subsistema:
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Definicao 2 Sejam P = (P, T,s,m, f,g) um sistema
M.S5.5., P um subconjunto ndo wvazio de P e s, [,
g, em’ as restricoes de s, [, g, e m, respectivamente
a PPxT, PPx P xT, PPxT e P'. Dizse que
P = (P, T, s, m f,g") é um subsistema de P se a
sequinte condigao for satisfeita: Vp,q € P' eVt €T,

25! (1)
P
m(P) =g

=> e+ 0. (1)

qepP’

Com tal definicao, temos o seguinte teorema:

Teorema 1 Se P’ € sub-sistema de um sistema M.S.S.
P, entdo P’ € um sistema M.5.5..

Dem.: A verificagao dos axiomas P1~P6 é consequién-
cia direta das propriedades das restricoes de s, me f.
Ja a verificacao do axioma P7 é consequéncia direta da
equacao (1).0

Definicao 3 Dois sistemas M.S.S.

P:<PaTa5amafag>

P/ = <P/aT/a5/am/af/ag/>
sdo equivalentes se, e somente se, P = P/, T = 1",

s=s, em=m.

Definicao 4 Um sistema M.S.S. € dito isolado se, e
somente se, para quaisquer p € P et € T, g(p,t) =
(0,0,0).

Teorema 2 Se

P:<PaTa5amafag>

7?/ = <P/aT/a S/a m/a f/ag/>

sdo dots sistemas M.S.S. equivalentes, temos que para

quaisquer p € P et e T

Yty +apt) = F(pa. )+ (p,1).

gepP qep!

O teorema abaixo é valido tanto para a definicao de
sub-sistema dada por McKinsey et al. [6] quanto para
nossa propria definicao 2:

Teorema 3 Todo sistema M.S.S. € equivalente a um
subsistema de um sistema M.S.S. isolado.
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O teorema que se segue pode ser facilmente provado
utilizando a técnica criada por Padoa [8].

Teorema 4 Massa e for¢a interna sdao conceitos in-
dependentes das demais nogoes primitivas do sistema

M.S.5..
De acordo com Suppes [11]:

Alguns autores propuseram que deveriamos
converter a Segunda Lei de Newton, 1i.e.,
axioma P7, em uma definicido para forca
total atuando sobre uma dada particula.
[...] Isso proibiria em nosso sistema qual-
quer analise de forcas internas e externas
atuando sobre uma particula. Ou seja, se
todas as definicoes de forca fossem elimi-
nadas como conceitos primitivos e P7 fosse
utilizado como defini¢ao, as no¢oes de forcas
interna e externa nao seriam definiveis em

nosso sistema axiomatico. (Nossa tradugao)

IV. Eliminando Forc¢a

Apresentamos aqui trés predicados conjuntistas para
definir a mecanica cldssica nao-relativistica de particu-
las, tendo como inspira¢ao as idéias de Hertz bem como
o sistema M.S.S.. Esta secao é essencialmente baseada
em [10], no entanto o teorema 5 é original.

Nossas noc¢oes primitivas sao P, T, s,em. Pe T
sao conjuntos, m é uma funcao real definida em P, e
s é uma funcao vetorial definida em P x T, da mesma
forma que em M.S.S.. Os significados intuitivos de tais
conceitos sao também andlogos aos de M.S.S..

Definicao 5 P = (P, T,s,m) € um Sistema Classico
Proto-Livre de Particulas se os sequintes axiomas forem

satisfeitos:

H1 P € um conjunto finito ndo vazio.

H2 T é um intervalo de nimeros reais.

H3 Sepe PeteT, sy(t) € um vetor de R* tal que

d?s,(t)

2 existe.

H4 Se p e P, m(p) é um nidmero real positivo.

Tais axiomas sao idénticos aos primeiros quatro
axiomas de M.S.5.. Nao é possivel definir forca interna
e for¢a externa em nosso sistema, uma vez que tais con-
ceitos sao independentes dos demais. Para verificar isso
basta aplicar a técnica de Padoa, ja mencionada.
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Defini¢cao 6 Um Sistema de Particulas Proto-Livre
P = (P, T,s,m) € dito Sistema Livre de Particulas
se, além dos axiomas H1~H4, satisfizer também o
sequinte postulado:

H5 SepePeteT, ZpeP m(p)d ;fQ(t) =0.

Axioma H5 justifica o termo ‘Livre’ empregado
acima. Consideramos que H5 estd em correspondéncia
com a Lei Fundamental de Hertz.

Eventualmente podemos nos referir a sistemas livres
de particulas simplesmente como sistemas livres. Sis-
temas proto-livres de particulas podemos chamar, para
fins de abreviagao, de sistemas proto-livres.

Obviamente, todo sistema livre é proto-livre.
Porém, nem todo sistema proto-livre é livre, pois ax-
ioma H5 é independente dos demais. Por isso estabele-
cemos a seguinte defini¢ao:

Defini¢cao 7 Um sistema proto-livre
P =(P,T,s,m)

é dito um Sistema Nao-Livre de Particulas, ou sim-
plesmente, Sistema Nao-Livre, se satisfizer, além dos
ariomas H1~H4, o sequinte postulado:

H5 SepePetel, Zpep m(p)d2;tp2(t) £ 0.

Axiomas H5 e¢ H5’ nao sao suficientes para se
definir forca na acepcao de M.S.S.. Se acrescentarmos
um desses axiomas a M.S.S., ainda permanecerd a in-
dependéncia do conceito de forca neste sistema.

Defini¢cao 8 Sejam
P =(P,T,s,m)

um sistema proto-livre, P! um sub-conjunto ndo vazio
de P, ¢ s e m' as respectivas restricoes de s e m a
P'x T e P. Chamamos

P =(PT,s,m)
de sub-sistema de P.

As defini¢oes de sub-sistema para sistemas livres e
nao livres sao absolutamente analogas. E facil também
observar que o sub-sistema de um sistema livre nao é
necessariamente livre. Tal questao fica mais clara nos
paragrafos seguintes.

Defini¢ao 9 Dois sistemas proto-livres

P =(P,T,s,m)

P =(P T s, m)

sdo equivalentes se P=P', T'=T1", s=s5, em=m'.

E ébvio que todo sub-sistema de um sistema livre
ou mesmo de um sistema nao-livre é também um sis-
tema proto-livre. Portanto, todo sistema proto-livre é
equivalente a um sub-sistema de um sistema nao-livre.
Ainda, todo sistema proto-livre é equivalente a um sub-
sistema de um sistema livre.

Definicao 10 O centro de massa c¢(t) de um sistema
proto-livre € dado por

2_pep M(P)sy (1)

W= )

Tal definicao é idéntica ao conceito de centro de
massa em M.S.S., conforme [6].

Se estivermos lidando com um sistema nao-livre,
temos que:

d?e(t)
S mn T4 4 @

3 mip)? di(f) =0 (3)

peP

Isso nos permite definir aquilo que chamamos de
proto-forca externa g.(t) no sistema proto-livre:

Definicao 11 ¢.(t) = ZpEP m(p)%

Se a proto-forca externa € zero, o sistema proto-
livre é livre. Se a proto-forca externa for diferente de
zero, o sistema proto-livre é nao-livre. O conceito de
proto-forca externa nao é equivalente & nocao de forca
externa em M.S.S., uma vez que os dominios de ambas
as funcoes nao sao iguais. Porém, em M.S.S. ha um
teorema que estabelece o que se segue:

> m(p) dzdi(;) = g(p1).

pEP peEP

Ou seja, se definirmos em M.S.S. a no¢ao de proto-
forca externa da mesma forma como o fazemos na
definicao 11, tal nogao corresponde a soma de todas
as forcas externas em M.S.S. que atuam sobre todas as
particulas do sistema. Uma sentenc¢a como o teorema 2
carece de sentido no sistema proto-livre.
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Teorema 5 Se P = (P, T,s,m) e
P = (P, T,s',m') sio dois sistemas proto-livres equi-
valentes, suas proto-forgas externas sdo iguais.

Dem.: Por hipétese m = m’ e s = s'. Logo

2per MUP)Sp (1) Dopep m(P)s, (1)
Ypep™p)  Ypepmp)

Logo, ¢(t) = ¢/(t), sendo ¢(t) o centro de massa em

P e (1) o centro de massa em P’. Assim

d?e(t) _ d*c'(t)

dt? de2

o que implica que g.(t) = g (t), de acordo com a
defini¢ao de proto-forca externa.O

A reciproca do teorema acima nao é verdadeira,
o que pode facilmente ser mostrado com um contra-
exemplo, o qual deixamos como exercicio para o leitor.

Teorema 6 Se um sistema livre admite um sub-
sistema ndo-livre, existe outro sub-sistema, diferente do
primeiro, que também € nao-livre.

Dem.: Um sistema livre tem o axioma H5 satisfeito.

Portanto,

Z m(p)d 5 (1) = 0.

dt?
peEP

Mas se tal sistema admite um sub-sistema nao-
livre, existe P/ C P (P’ # 0) tal que P/ # P e

tal que Zpep, m(p)d ;t'pQ(t) # 0. Assim, se assumimos
pPl=p_-p
dzs//(t)
> ()= %, (4)
peP!
pois
d’s! (t) dzs”(t)
/ P 1" P _
peP/ pEP”
sy (1)
> iy ), )
peEP

Podemos considerar P = (P",T,s" m") como um
sistema proto-livre com a condi¢ao extra dada pela
equagao 4. Portanto, P” é um sistema nao-livre.O

Considere, agora, um sistema de duas particulas p;
e pa, tal que
d?e(t)
dt?

=0,
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mas
szPl (t) 7£ 0.
dt?

Tal situacao corresponde a um modelo para um sis-
tema livre P = (P, T, s, m) com apenas duas particulas.
Se qualquer sub-sistema nao trivial P’ é nao-livre,
P — P’ também é nao-livre, de acordo com o teorema

acilma. Portanto:

dzspl
dt?

A equagio (6) lembra a versao fraca da Terceira Lei

d?s,,
= () 2 (©)

m(p1)

de Newton. Se o sistema das duas particulas é livre,
mas a particula p; é elemento de um sistema nao-livre,
a outra particula também é elemento de um sistema
nao-livre. Essa situacao sugere uma ‘acao’ da particula
p1 sobre a particula ps e uma ‘reacao’ de po sobre pi,
ou vice versa. A primeira vista a equagao (6) parece
tornar viavel uma definicao de forca interna. No en-
tanto, como eliminamos todas as noc¢oes de for¢a como
conceitos primitivos, baseados em M.S.S., nao é pos-
sivel estabelecer qualquer definicao para forcas, sejam
internas ou externas.

Podemos ver esta questao sob outro ponto de vista.
Tentemos adaptar o exemplo acima das duas particulas
para M.S.S.. Uma vez que temos como dados apenas
as massas e trajetorias de py e ps, ha uma ambiguidade
na determinacao das forcas envolvidas. Podemos ter
forcas internas atuando entre as particulas ou podemos
ter forcas externas atuando sobre as mesmas de modo
que a soma das forcas externas seja o vetor nulo.

Sem qualquer nogao de forca na acep¢ao usual, nao
temos agao-a-distancia. Os axiomas P5 e P6 caracte-
rizam a Terceira Lei de Newton e estabelecem que acao
e reacao ocorrem na mesma direcao que une as duas
particulas envolvidas. No sistema proto-livre, o fato do
sub-sistema constituido por p; ser nao-livre implica que
o outro sub-sistema constituido por py também é nao-
livre. Mas as trajetérias das particulas podem ser em
quaisquer direcoes. Assim como a mecanica de Hertz,
nosso sistema necessita de mais dados para lidar com
acoes-a-distancia.

Hertz ‘define’ forca como “o efeito que um sistema,
entre dois sistemas acoplados, exerce sobre o outro, por
conseqiiéncia da Lei Fundamental” (nossa traducao) [1].
Duas particulas, e.g., sao ditas acopladas, de acordo
com o trabalho original de Hertz, quando o sistema de
coordenadas pode ser escolhido de tal forma que uma
ou mais coordenadas de uma particula coincide com as
mesmas coordenadas da outra particula em um certo
intervalo de tempo. Isso significa que Hertz ‘definia’
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forca em termos de espaco e tempo. Mas em nossa
formulacao isso nao é possivel.

Em sua maneira logicamente informal de escrever,
Hertz estabeleceu um postulado extra que estabelecia
que todo sistema nao-livre poderia ser concebido como
parte de um sistema livre. Seu objetivo era determinar
o movimento das particulas em um sistema qualquer,
utilizando apenas a Lei Fundamental. Em nosso sis-
tema ha uma afirmacao semelhante ao postulado extra
de Hertz, na forma de teorema, como se segue:

Teorema 7 Todo sistema nao-livre é equivalente a um
sub-sistema de um sistema livre.

Dem.: Considere um sistema nao-livre
P =(P,T,s,m)

tal que

S el 4

dt?
peEP
Se definirmos um sistema nao-livre
Q= <{Q}a T, sq, mq>
com apenas uma particula ¢ ¢ P, tal que

d?s, (1) d?s, (1)
2 D) =g = e
pEP

o sistema P, = (P U {q}, T, s|puiq}, m|pugq)) € livre,

dzsp(t)_
Y. m)— ==

p€PU{q}

5 (ror )+ m St -

peP

pois

Para completar a demonstracao, duas verificagoes
devem ainda ser feitas: (i) O sistema P, é livre, ou seja,
deve satisfazer axiomas H1~H5; (ii) P é equivalente
a um sub-sistema de P,. Obviamente nao ha maiores
problemas na demonstragao. O

O teorema 7 é muito semelhante ao teorema 3. Mas
sua prova é mais simples.

V. Observacoes Finais

A idéia de eliminar forca da mecanica classica de
particulas surge simplesmente do fato de que agoes-a-
distancia tém um carater metafisico. A maneira usual
de se resolver esse problema é via teoria de campos,
pois tal teoria permite estabelecer que cada ponto do

espaco-tempo participa de fato do processo de interacao
entre dois corpos distantes um do outro. No entanto,
autores como Wittgenstein [12], o qual inclusive faz re-
feréncia ao trabalho de Hertz, chegam a afirmar que
mesmo espaco e tempo tém um carater antropomorfico
e que, portanto, nao existem fisicamente. Além disso,
se queremos resolver na prépria mecanica os proble-
mas causados pela acao-a-distancia, talvez o melhor
caminho seja de fato a teoria de Hertz. Nao deixa de
haver uma semelhanca entre as antigas discussoes so-
bre acao-a-distancia em mecanica classica e as atuais
consideracoes a respeito do problema da nao-localidade
em mecanica quantica. Qual seria uma formulacao a la
Hertz para a mecanica quantica? Essa é uma fascinante
questao a ser respondida.

Nosso trabalho permite outras investigacoes adi-
cionais. Pode-se, por exemplo, procurar uma extensao
de nossas idéias para a mecanica dos meios continuos.
Outra possibilidade é a eliminagao de outros conceitos
primitivos da mecanica tais como tempo, espago e
mesmo massa. Estamos, no momento, trabalhando com
essas possibilidades.
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