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Métodos numéricos simples sao aplicados na obtencao da solucao das equacoes do movimento
de um modelo para um projétil lancado da superficie da terra. No modelo estudado sao
levados em conta a resisténcia do ar, o efeito dos ventos e a variacao da densidade do
ar com a altitude. Mostra-se que é possivel, ao nivel de um curso introdutoério de fisica
geral, estudar-se um modelo padrao mais elaborado do que o modelo parabdlico e obter-
se resultados suficientemente precisos quando comparados com métodos numeéricos mais
complexos e com resultados experimentais.

Simple numerical methods are applied to obtain the solution of projectile motion launched
from earth surface. In the model studied it is taken into account the air resistence, the wind
and the atmosphere density variation with the altitude. It is shown, at an introductory
physics course level, that it is possible to study more involved models than the parabolic
model and to obtain accurate results as compared with more complex numerical methods
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and experimental data.

I. Introducao

H&4 mais ou menos trés décadas passadas os cien-
tistas eram classificados em duas categorias. Os ex-
perimentais e os tedricos. Com o aperfeicoamento e
popularizacao dos computadores, um novo tipo de ci-
entista tem surgido, o cientista computacional. Para
este cientista o computador é a sua ferramenta princi-
pal utilizada para realizar experimentos ou simulagoes
computacionais. Numa simulag¢ao computacional, o ci-
entista estabelece um modelo tedrico no computador,
obtém resultados e estuda as consequéncias de tais re-
sultados. Trabalhando com modelos bem definidos pro-
duz resultados exatos para o modelo em questao. Os re-
sultados da simulagao também podem ser comparados
com resultados tedricos existentes e com dados experi-

mentais. De modo que as simulagoes podem ser usadas

para testar teorias e mesmo substitui-las se assim for

necessario.

Com o objetivo de introduzir estudantes do primeiro
ano de fisica e engenharias no processo de estabelecer
um modelo para um problema fisico e resolvé-lo no
computador, propomos o estudo de um modelo geral
para simular o movimento de um projétil que levasse

em conta os efeitos da resisténcia do ar.

O estudo do movimento de projéteis lancados da
superficie da terra é um problema antigo que tem a
sua origem na parte final do famoso livro, Discursos
sobre duas novas Ciéncias (1638), de Galileu Galilei.
Neste livro Galileu demonstra que a trajetéria de uma
particula viajando nas proximidades da superficie da

terra e através de um melo nao resistente é uma
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pardbola[l] . Desde entao tal movimento tem sido es-
tudado e modelos tém sido propostos na tentativa de
incorporar os efeitos devidos a presenca da atmosfera.

Nos cursos introdutoérios de fisica, o movimento de
projéteis é abordado como um exemplo importante de
movimento em duas dimensdes. E uma das aplicacoes
da dinamica que desperta um interesse particular en-
tre os estudantes, talvez pela sua conexao pratica com
esportes e balistica.

Nos livros-texto[2], o problema é tratado como na
formulagao de Galileu, isto é, despreza-se a resisténcia
do ar, de modo que o movimento da-se apenas sob o
efeito da forca gravitacional. Ou seja, o movimento
ocorre como se nao existisse a atmosfera terrestre.
Neste caso, as equacgoes do movimento sao obtidas facil-
mente e demonstra-se que a trajetéria descrita pelo ob-
jeto é uma parabola. No entanto, é sabido[3] que os
efeitos da resisténcia do ar sobre o movimento de um
projétil nao sao despreziveis. A existéncia da atmosfera
influencia sobremaneira o movimento, de modo que a
trajetéria nao é mais parabdlica; na verdade esta nao
pode ser descrita por uma equacao matematica simples.
O alcance, a altura maxima atingida e o tempo de voo,
por sua vez, nao podem ser calculados analiticamente,
e mais ainda, o angulo de lancamento para o alcance
maéaximo depende da velocidade de lancamento e da na-
tureza do projétil, podendo diferir em varios graus do
angulo de 45°.

Nos cursos de mecanica, no nivel intermediirio[4,5],
juntamente com o modelo parabdlico, sao estudados al-
guns modelos que incluem efeitos da atmosfera, porém
sao ainda modelos integraveis e que nao simulam sat-
isfatoriamente o problema real. Como veremos abaixo,
quando incorporamos efeitos mais realistas, devido a
resisténcia do ar, as equacoes do movimento que de-
screvem o modelo sao agora por demais complicadas,
nao apresentando solucoes analiticas. Tivemos entao
que resolvé-las numericamente. Os métodos numeéricos
que foram usados sao bastante simples para serem en-
tendidos e programados por alunos iniciantes. A pre-
cisao dos resultados obtidos foi estabelecida pela com-
paracao com os dados experimentais de um projétil dis-
parado por um canhao 105 mm e com os resultados
obtidos através de métodos numéricos mais sofistica-
dos.

Durante as duas grandes guerras estudou-se inten-
sivamente a trajetéria de granadas lancadas de canhoes
com o objetivo de determinar-se o alcance, em funcao
da inclina¢ao do cano do canhao e da velocidade de

saida do projétil, e consequentemente aumentar o per-
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centual de acerto nos alvos. Os resultados eram suma-
rizados em tabelas muito dificeis de serem elaboradas.
o interessante notar que o desenvolvimento de um
dos primeiros computadores foi exatamente para fa-
cilitar a confeccao das tabelas de tiro de canhoes us-
ados na segunda guerra mundial. O Laboratério de
Pesquisas Balisticas do Campo de Testes de Aberdeen
em Maryland (EUA), foi o primeiro a usar, na elab-
oracao de suas tabelas, os resultados obtidos através do
Eniac (Computador e Integrador Numérico Eletronico),
computador primitivo de 18000 valvulas e pesando 30
toneladas[6,7].

Na secao seguinte estabelecemos o modelo, na se¢ao
IIT revisamos os métodos numéricos usados, na secao IV
apresentamos os resultados e discussoes e, finalmente,

na secao V, as conclusoes.
II. O modelo

A forca de resisténcia do ar sobre um objeto
movendo-se préoximo & superficie da terra depende de
varios fatores. Depende, por exemplo, da velocidade
e da direcao do movimento do objeto, sua forma, di-
mensoes e rugosidade, se o objeto possui movimento de
rotacao, da densidade do ar, da velocidade relativa do
ar. E claro que é muito dificil estabelecermos um mod-
elo tedrico que incorpore a resisténcia do ar tratando
todos os efeitos pertinentes de uma maneira rigorosa.
Em principio, para cada projétil, deveriamos estabele-
cer um modelo particular. Juntamente com a dificul-
dade de incluirmos todos os efeitos importantes em um
modelo, é necessario determinar-se experimentalmente
alguns parametros que dependem da geometria e ru-
gosidade da superficie do projétil e dos intervalos de ve-
locidade envolvidos. Neste artigo estabeleceremos um
modelo padrao de um projétil que consiste de uma es-
fera lisa de massa m e diametro d.

Historicamente, Isaac Newton foi o primeiro a pro-
por uma lei de forca para a forca de resisténcia ex-
perimentada por um corpo movendo-se através de um
fluido. Modernamente podemos escrever a intensidade
desta forca, para fluidos de baixa densidade, como o ar,

da seguinte maneira [8]:
1 2
FD = §CDApI/T. (1)

Onde v, é a velocidade do corpo em relacao ao fluido, p
é a densidade do fluido, A é a area do corpo projetada
na direcao do fluxo de ar e Cp é o coeficiente de ar-

raste. Esta lei pode ser facilmente derivada usando-se
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o teorema do momento linear [9]. Na figura 1, vemos o
diagrama de for¢as que atuam em um projétil movendo-
se no ar, juntamente com a velocidade ¢ do projétil em
relacao ao solo, a velocidade & do vento, e a velocidade
relativa 7.. A forca de arraste pode ser escrita como
ﬁD = —%CDApI/T U». As componentes cartesianas da

velocidade relativa sao: vy, = vy —wg € Vp, = vy — Wy,

Figura 1. Diagrama das forgas de arraste e gravitacional,
velocidade do projétil, velocidade do vento, e velocidade rel-
ativa.

Observando a Fig. 1, as equagdes do movimento sao

entao estabelecidas como

may = —Fpcos¢ = —Fp(vy —wy) /vy (2)

may = —Fpseng = —Fp(vy —wy)/vy — Fa (3)

Fg € aintensidade da forga gravitacional dada por
myg

U+ v/ )

Ry é o raio da Terra, ¢ é a aceleracao da gravidade

Fo =

na superficie, m é a massa do projétil e y é a posicao

vertical do projétil acima da superficie da terra. Sub-
stituindo as eqs. (1) e (4) nas eqs. (2) e (3) e fazendo
A = 7d?/4, obtemos

4y = — (g—i) Cppr(ve — wy) (2a)
a, = — (g—i) Cpprp(vy —wy) — m. (3a)

Na maioria das simulagoes do movimento de
projéteis, as eqs. (2a) e (3a) sio resolvidas admitindo-se
p e Cp constantes. Sabemos, no entanto, que a densi-
dade atmosférica decresce com a altitude e, certamente
para lancamentos com grandes velocidades de saida,
onde o projétil pode alcancar grandes altitudes, deve-
mos levar em conta tal variacao. Na presente simulagao
assumimos uma atmosfera isotérmica com densidade
varidvel descrita pela funcdo p(y) = poexp(—ay). Na
verdade p(y) é um ajuste que fizemos dos valores me-
didos da densidade atmosférica [10] em fun¢ao da alti-
tude, onde po = 1,225 kg/m3e a = 0,00013m~L. O co-
eficiente de arraste C'p geralmente é assumido constante
eigual a 0,5. Porém, sabe-se que Cp depende da geome-
tria do projétil, da rugosidade de sua superficie e da ve-
locidade relativa do mesmo. Para uma esfera lisa, os da-
dos experimentais mostram uma grande variacao do co-
eficiente de arraste com o nimero de Mach, M = v, /v
, onde v, é a velocidade do som no ar. Consequente-
mente incorporamos no nosso modelo um coeficiente de
arraste variavel. Na figura 2 mostramos os dados exper-
imentais de C'p [5,11], para uma esfera lisa e o ajuste
feito para diferentes faixas de velocidade. Abaixo tran-
screvemos explicitamente as equacoes que ajustam Cp,
em funcao de M, usadas segundo a faixa de velocidade

nas equagoes (2a) e (3a).

Cp =0,50; (0< M <0,03)

Cp = —7782,58M° + 2536, 15M* — 186, 62M3 — 11,78 M2 + 1,79M +0,03; (0,03 < M < 0,23)

Cp =0,52M2—0,09M +0,07; (0,23M < 0, 60)

Cp =2,42M> — 4 58 M* 4+ 2,93M — 0,43; (0,60 < M < 1,0)

Cp =0,45M° 4+ 4,21 M* 4+ 15,23 M3 — 26,98 M* + 23 42M — 7,58; (1,00 < M < 2,0)

Cp =0,45M~1 +0,13;(2,00 < M < 6,00)
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Figura 2. Gréafico do ajuste do coeficiente de arraste C'p em
fun¢ido do nimero de Mach (M).

Sabemos que além da forca de atrito, anti-paralela
a velocidade relativa do projétil, existe uma forca de
sustentacao que depende da geometria do projétil bem
como de rotagbes segundo algum eixo do projétil [5].
Para o projétil esférico, sem considerar rotagoes, este
efeito nao esta incorporado nas equacoes do movimento.
(2a) e (3a)

sao equagOoes nao lineares acopladas nao apresen-

Como podemos observar, as egs.

tando portanto solucoes analiticas. No entanto, como
mostraremos a seguir, elas podem ser resolvidas por
métodos numéricos simples, apresentando resultados
satisfatorios quando comparados com resultados obti-

dos através de métodos mais elaborados.

III. Métodos Numéricos

Nesta secao faremos uma breve revisao de alguns
métodos numéricos simples que sao comumente usa-
dos na solucdo numérica das equacoes do movimento.
Por simplicidade, nas equacbes que apresentaremos em
seguida, apenas uma componente do movimento sera
apresentada, ficando implicita a validade das mesmas
para as outras componentes.

A esséncia de um método numérico pode ser de-
scrita simplesmente como sendo um processo sequen-
cial. Sabendo-se a forca e portanto a aceleracao,

comecamos com a posicao e a velocidade da particula
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num tempo t e produzimos uma nova posi¢ao e veloci-
dade num tempo posterior ¢t + A;. Para o caso uni-
dimensional as relagoes matematicas entre posicao, ve-

locidade e aceleracao sao dadas por

dz
T (5)
dv
o (6)

onde a aceleragao pode ser uma funcao do tempo, da

velocidade e da posigao.
(a) Método de Euler do primeiro ponto (EPP)

As equagdes (5) e (6) podem ser resolvidas numeri-
camente convertendo-as em um conjunto de equacoes
lineares que possam ser resolvidas passo a passo. Lem-
brando a definicao de derivada, podemos escrever a eq.

(6) como

o [p( 4 At —v(t)]
AT @

Se At é suficientemente pequeno, escrevemos uma

aproximacao da eq. (7),

v(t+ At) = v(t) + ali (8)
que sugere a possibilidade de substituir as equagoes do
movimento por equacoes lineares iterativas no tempo.
Assumindo o intervalo de tempo At constante e fazendo
tn = to + nAt, v(ty) = vn, altn,Vn,n) = an €
v(t, + At) = vp41, teremos

Vni1 = Vp + apAt (9)

Tpt1 = Tp + VAl (10)
onde n representa o nimero de intervalos de tempo At
decorridos desde o inicio do movimento e a,, v, € T, 0
valor da aceleragao, da velocidade e da posicao, respec-
tivamente, ao fim de n intervalos de tempo. As eqs. (9)
e (10) podem ser consideradas como o ponto de partida
no desenvolvimento de algoritmos elementares. Estas
equacoes constituem o conhecido método de Euler ou o
método do primeiro ponto, pois, no calculo de z,41 a
velocidade usada é a velocidade v,, no comeco do inter-

valo de 1teracao.
(b) Método de Fuler do ponto médio (EPM)

O método (EPM) é uma variante do método (EPP),
onde no calculo de z,41 usa-se a média aritmética das

velocidades no inicio e no fim do intervalo de 1teracao,

1
Tn4+1 = Tn + _(Vn + Vn+1)At . (11)
2
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Substituindo-se v,41 da eq. (9) na eq. (11) obtemos
facilmente:

1
Tn4+1 = Tn + VnAt + §anAt2 . (12)

A aproximacao (EPM) é mais razodvel do que a aprox-
imacao (EPP). Na verdade ela reproduz resultados ex-
atos quando a aceleracao é constante. Esta aprox-
imacao também enseja uma interpretacao fisica simples.
Consistente com a eq. (8), a posicdo z,41 é calculada
assumindo-se a aceleracao constante no intervalo At,
diferentemente do caso anterior, onde 41 é calculado
mantendo-se a velocidade constante no intervalo con-
siderado. No entanto, ambas as aproximagoes nao sao
indicadas na solucao de sistemas periédicos pois os er-
ros introduzidos em cada iteracao sao cumulativos. Por
exemplo, aplicadas no caso do oscilador harmonico sim-
ples, estas aproximacoes apresentam solugoes tais que
a amplitude cresce em cada ciclo, ainda que, no caso da

aproximacao (EPM) a divergéncia seja mais lenta.
(¢) Método de FEuler do ponto final (EPF)

A aproximacao, cuja equacoOes eSCreveremos em
seguida, fo1 descoberta quase que por acaso e, apesar
de muito simples, estabiliza a trajetéria de movimentos
peridédicos. Nesta aproximacao, a velocidade é obtida
da mesma maneira que nas aproximacoes anteriores,
porém, no calculo da posicao, em vez de se usar a ve-
locidade no comeco do intervalo ou a velocidade média,

usa-se a velocidade no fim do intervalo. Ou seja,
Tpt1 = Ty + Va1 AL . (13)

Pode-se mostrar que os erros introduzidos nesta aprox-
imacao sao limitados, oscilatérios e cujo valor médio,
integrado em meio periodo é zero [12]. Apesar da
diferenca entre a aproximacao (EPP) e a aproximagao
(EPF) ser apenas a troca de v, por vpy1, esta dltima
pode ser iterada um numero maior de vezes fornecendo

solugoes mais precisas.
(d) Método de Diferencas Finitas

O método (DF) baseia-se na aproximagio de uma
derivada num ponto por uma colecao de valores
préximos ao ponto considerado [13]. Por exemplo, as

eqs. (b) e (6) sdo substituidas por

LTn41l — 2zp + Tn_1

At?

ap —

LTn4l — Ln-1
—_— 1
2At (15)

Vyp =

A eq. (14) pode ser escrita como

Tpg1 = 20 — Zp_1 + anAt?, (14a)

possibilitando entao o calculo da velocidade e da
posicao através das eqs. (15) e (14a), respectivamente.
Pode-se mostrar que o algoritmo (DF) descrito acima é
absolutamente estavel, no sentido de que o erro em x,
permanece limitado quando n — oo [14]. Podemos no-
tar que o método (DF) ndo se auto-inicia. Por exemplo,
para determinarmos a velocidade em um instante, ne-
cessitamos conhecer a posicao em dois outros instantes.
Em geral os valores iniciais sao obtidos por algum outro
método, por exemplo, podemos usar o método (EPF).

As eqs. (14a) e (15) nos ensejam uma andlise inter-
comparativa entre os métodos descritos acima. Pode-
mos ver que o método (EPF) é exatamente equivalente
ao método (DF) com respeito & posi¢ao . Por exemplo,
usando aeq. (9)eaeq. (13) do método (EPF) podemos
obter a eq. (14a) do método (DF), explicando portanto
a estabilidade do método (EPF). Se procedermos da
mesma maneira para o método (EPP), encontraremos
que

2
Tn4+1 = an —Tp_1+ an—lAt 3

sendo absolutamente instavel [14].
(e) Método Runge-Kutta em quarta ordem (RK4)

O método (RK4) é um dos métodos numéricos
mais usados na solucdo de equagdes diferenciais [13,15].
Formalmente é um método mais elaborado do que
os métodos apresentados acima e os detalhes para a
obtencao deste algoritmo serao omitidos, desde que, um
dos nossos objetivos é resolver as equacoes do movi-
mento usando métodos mais simples. Todavia, com as
equacoes que apresentaremos abaixo, tal método pode
ser implementado sem muita dificuldade e servir como
teste de precisao para métodos menos sofisticados.

A velocidade e a posicao sao dadas pelas seguintes

expressoes:

1
Vntl = Vn + 6(/91 + 2ko + 2kz + k4) (16)

1
l‘n+1 = Tn —|— Vn —|— 6(16’1 —|— k’z —|— k’3) At ; (17)

onde,

k1 = a(tn, vn, xn) AL,
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At At At ko
k’3 =a (tn + T,In + 71/71 + Ikl,l/n + ?) At,

At
ks=ua (tn + Atz + v At + Tkz,yn + kg) At .
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Figura 3. Energia mecanica do péndulo simples em funcgao
do tempo calculada através dos métodos numéricos Euler
do Primeiro Ponto (EPP), Euler do Ponto Médio (EPM),
do Ponto Final (EPF) e Diferencas Finitas (DF).

Podemos notar que os métodos descritos acima sao
muito simples de programar porém, antes de aplicarmos
tais métodos no modelo de projéteis, fizemos alguns
calculos no péndulo simples, cuja equacao do movi-

mento é dada por

= —=sinf.

dt? l
Verificamos que tanto o método (EPP) como o método
(EPM) produzem resultados insatisfatérios, mesmo
para valores de At muito pequenos. Por outro lado,
os métodos (EPF) e (DF) produzem resultados com-
pardveis ao (RK4). Na figura 3 apresentamos a en-
ergia mecanica calculada em um dos testes feitos no
péndulo simples com ¢ = 9,81m/s?, [ = 2,0m, com
as condig¢bes iniciais, vg = 8,85m/s, 8g = 0, e Al =
0,0001s. Podemos observar que a energia mecanica

cresce quando computada nas aproximagoes (EPP) e
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(EPM). Mantém-se constante quando computada pelo
método (DF) e oscila quando calculada pelo método
(EPF), porém com um valor médio igual ao valor cal-
culado por (DF). O periodo do movimento obtido dos
calculos (DF) e (EPF) coincide com aquele obtido em
um estudo do comportamento critico do péndulo sim-
ples [16] e com o valor obtido pelo método (RK4). Em
vista de tais resultados, adotaremos os métodos (DF)
e (EPF) na solucdo das equagdes (2a) e (3a). Os re-
sultados obtidos serao comparados com célculos feitos
usando o método (RK4).

IV. Resultados

Antes de apresentarmos os resultados da simulacao
do movimento de um projétil e compara-los com dados
experimentais, realizamos um teste de convergéncia en-
tre os métodos (EPF), (DF) e (RK4) para a escolha de
At. Na tabela 1 apresentamos os resultados do teste
para um projétil com m = 2,0 kg e d = 0, 2m. Assumi-
mos vy = 200m/s e 6y = 30°. Podemos notar da tabela
1 que o tempo de subida (¢), a altura maxima atingida
pelo projétil (H), o tempo de véo (t,) e o alcance (R)
convergem, na precisao assumida, para os mesmos val-
ores, nos trés métodos, com At = 0,001s para (RK4) e
At = 0,0001s para (EPF) e (DF). Em vista destes re-
sultados no restante dos cdlculos estes serao os valores

de At usados correspondentemente.
120001
10000 -
8000

6000

R(m)

4000 -

2000

0,(graus)

Figura 4. Alcance em fungdo do angulo de lancamento para
um projétil lancado de um canhao 105 mm. Comparagao
entre o calculo (EPF) e os pontos experimentais da Ref. 17.
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Tabela 1. Estudo da convergéncia dos métodos numéricos EPF, DF e
RK4 em fungdo de 4z, para um projétil comm=2,0 kge d=0,2 m.
vo=200,0 m/s, G,=30".

EPF
1,(s) 6,2
Hm) . 238,7
1.(s) 15,4
R(m) 1070,1
1(s) 6,2
H(m) 239.5
t.(m) 15,5
R(m) 1073,0
t(s) 6,2
H(m) 239,6
1,(s) 15,5
R(m) 1073,0

DF RK4
At=0,01s

6,2 6,2
2392 239,6
15,4 15,5
1070,8 1073,1
At=0,001s

6,2 6,2
239.6 239,6
15,5 15,5
1073,0 1073,0
At=0,0001s

6,2 6,2
239,6 239,6
15,5 15,5
1073,0 1073,0

Inicialmente simulamos o movimento de um projétil
lancado por um canhao de 105 mm. O projétil tem uma
massa de 14,980 kg e um diametro de 0,105 m. Este
canhao fo1 um dos mais usados durante as décadas de
40, 50 e 60 pela maioria das artilharias ocidentais e
podia lancar a ogiva com 7 velocidades de saida difer-
entes: 198,0, 216,0, 238,0, 267,0, 311,0, 376,0, e 472,0
m/s. A escolha do projétil 105 mm deveu-se ao fato
de que existem tabelas de tiro para este canhao que
fornecem resultados experimentais para R, H e t, para
cada velocidade de langamento em fung¢ao de g [17].
Na tabela 2 e figura 4 comparamos os célculos (EPF),
(DF) e (RK4) com os resultados experimentais para
quatro velocidades de langamento. Na primeira coluna
da tabela 2, para uma dada velocidade de lan¢amento,
Omar € 0 angulo para R maximo. H e t, sao a altura
e o tempo de voo correspondentes. Os dados dispostos
nas colunas 2, 3 e 4 foram obtidos para cada velocidade,
computando-se valores de R, H e t, em funcao de 6.

Ajustando-se os pontos calculados para R, H e 1, a

uma curva polinomial, determinamos o valor de @4,
que fornece o alcance maximo e posteriormente deter-
minamos H e t, para o valor obtido de 8,,4,. Os resul-
tados experimentais foram tratados da mesma maneira
e os valores correspondentes estao dispostos na coluna
5. Na figura 4 sao mostrados os pontos experimentais e
os ajustes do alcance da simulagao (EPF). Notamos que
os resultados (DF) e (RK4) séo praticamente idénticos
aos resultados (DF). A partir da tabela 2 podemos cal-
cular o médulo dos erros relativos, minimo e maximo,
para Omayz, H e t,. Do cédlculo (EPF) para o alcance
estes erros sao 0,3% e 10,7%, respectivamente. O erro
minimo ocorrendo para a velocidade inicial de 198,0
m/s e o erro maximo para a velocidade inicial de 311,0
m/s. E interessante notar que para a velocidade de
472,0 m/s o erro no alcance diminui 3,0% comparado
com o da velocidade de 311,0 m/s. Os erros minimo e
maximo para a altura maxima sao, 1,1% e 2,9% corre-
spondendo as velocidades de 238,0 m/se 311,0 m/s. Os

erros minimo e maximo para o tempo de voo sao, 0,6%



334

e 1,5%, para as velocidades de 238,0 m/s e 311,0 m/s,
respectivamente. Finalmente, os erros para o angulo de
alcance maximo situam-se entre 1,1% para a velocidade
inicial de 472,0 m/s e 3,4% para a velocidade de 311,0
m/s. Vale salientar que para os dados experimentais ex-
istem algumas incertezas. Por exemplo, é reportado [17]
que existe, em média, um desvio de 0,5% para mals nos
alcances. Também existe uma incerteza na velocidade
de saida, pois a mesma é dependente da quantidade de
explosivo e da temperatura, o que naturalmente afeta
toda a trajetoria. De modo que podemos estimar que
os resultados para o alcance da simulacao da tabela 2
divergem, no pior caso, de no maximo 10,0% dos re-

sultados experimentais. Na tabela 3 apresentamos um

Justino Fazuri e J. Mauricio O. Matos

estudo do efeito da atmosfera e do coeficiente Cp no
movimento do projétil. Os resultados obtidos foram
tratados da mesma maneira que os resultados da tabela
2 e 0 método numérico usado foi o (EPF). Para a ve-
locidade de saida de 376,0 m/s obtemos para p e Cp
variaveis, por exemplo, um alcance com um erro rela-
tivo de 10,0%. Para p =1,225 kg/m? e Cp variavel o
erro agora é de 16,5%. Para p varidvel e Cp = 0,5 o
erro agora é de 54,3% e para p e Cp fixos o erro é de
64,9%. As outras grandezas computadas também apre-
sentam grandes erros quando nao se leva em conta as
variacoes na densidade atmosférica e no coeficiente de

arraste.

Tabela 2. Comparag#o entre os resultados calculados e os resultados
experimentais para um projétil langado de um canhdo 105mm.

EPF DF RK4 Referéncia 17
vo=198,0 m/s
O 44,7° 44,7° 44,7° 43,7°
R(m) 3510,4 3510,4 3510,4 3499,8
H(m) 913,6 913,6 913,6 890,4
1(s) 27,3 27,3 27,3 26,9
vp=238,0 m’s
O 44,8° 44,8° 44,8° 43,4°
R(m) 4679,0 4678,9 4679,0 4828,6
H(m) 1257,7 1257,8 1257,7 1243,3
1(5) 32,0 32,0 32,0 31,8
vp=311,0 m/s
O 44,6° 44,6° 44,6° 43,1°
R(m) 6847,0 6847,0 6847,1 7580,9
H(m) 1928,9 1928,9 1928,9 1985,7
t, 39,6 39,6 39,6 40,2
vo=472,0 m/s
Ornax 44,7° 44,7° 44,7° 44,2°
R(m) 10379,6 10379,7 10379,8 11102,8
H(m) 32115 32115 3211,6 3298,1
1.(5) 50,7 50,7 50,7 51,2
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Para estudarmos o efeito do vento na trajetoria
de um projétil, assumimos uma bola de futebol com
m=0,454 kg, d=0,222 m lancada com vo= 40,0 m/s e
0=60,0°. Na figura 5 mostramos as trajetérias para
w = 0 e as trajetérias para w = 4,0 com diferentes
inclina¢oes segundo o eixo z. Os dados da tabela
4 mostram sem sombra de dividas a importancia do
vento na trajetéria da bola de futebol. No caso do vento
soprando na dire¢ao do lancamento com a velocidade
paralela ao eixo z, tem-se um aumento de 33,3% no
alcance. Na terceira coluna da tabela 4 mostramos os
dados obtidos do modelo parabdlico. Ressalta-se clara-
mente as diferencas no alcance, altura maxima atingida
tempo de subida ts, tempo de voo t, e o papel da at-
mosfera no movimento do projétil.

Finalmente apresentamos os resultados da sim-
ula¢do (EPF) para o famoso canhdo alemao apeli-
dado de “Big Bherta”, que foi usado para bombardear
Paris durante a primeira grande guerra mundial. A
chamada arma de Paris atirava uma ogiva de massa
m==898,128 kg, diametro d=0,42 m [18], com uma ve-
locidade de saida 1y=1450,0 m/s [5]. O alcance maximo
era de 122,0 km para um angulo de lancamento de
55,0° [5]. E interessante notar que foi naquela época
que descobriu-se acidentalmente que o alcance maximo
para um projétil com as caracteristicas e velocidade de
lancamento, da ogiva do “Big Bherta”, dava-se para
angulos maiores do que 45°. Na figura 6 mostramos
os resultados dos calculos (EPF) para o alcance em
funcao do angulo de langamento. Vemos claramente

que a inclusao de uma atmosfera variavel explica o

efeito discutido acima. Na presente simulacao ob-

tivemos 0,4 = 51,2° e um alcance correspondente
R = 134 km. Enquanto que se admitimos uma atmos-
fera com densidade constante obtemos, 0,4 = 33,6°% e
R = 49 km. Mais uma vez mostramos a importancia

da variacao da densidade atmosférica na simulagao do
movimento de projéteis.
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Figura 5. Trajetérias de uma bola de futebol langada com
vo = 40,0m/s, e 8o = 60,0°. Curva continua, velocidade

do vento w = 0. Curva marcada por pontos, w = 4,0 m/s,
a = 45,0° Curva marcada com quadrados, w = 4,0m/s,
a = 0,0° Curva marcada com tridngulos, w = 4,0 m/s e
a = 135,0°. Curva marcada com sinais (+), w = 4,0 m/s,

o = 180,0°. « é o dngulo que a velocidade do vento faz com
a diregdo x.
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Tabela 3. Efeitos do coeficiente de arraste e da densidade
atmosférica. Projétil langado de um canhdo 105mm. v,=376 m/s

R(mj
H(m)
14(s)

R(m)
H(m)
1.(s)

6’?101
R(m)
H{m)
1.(s)

R

EPF

451"
84292
2508,5
45,0

433"
7962,2
22952
43,0

41,0°
6013,8
1790,7
37,9

37,8’
5626,0
15476
352

DF

RK4

p=p(), Cp=CpM)

45,1° 45.1°
84293 8429 4
2508,6 25085
450 45,0
p=pn, Cp=Cp(M)
43,3° 43,3°
7962,2 7962,3
22952 22953
44.0 430
P"p()’). CD :0- 5
41,0° 41.0°
6013.9 6013,9
1790,7 1790,7
37,9 38,0
p=ps Cp=0,3
37,9° 37,9°
5626.0 5626,1
1547.6 15476
35,2

35,2

Referéncia 17

43 4°
9278,5
25254
45,1
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Tabela 4. Efeitos do vento na trajetoria de uma bola de futebol.

m=0,454 kg, d=0,222 m, vo=40 m/s, Gy=60,0°,

4(5)
H(m)
4(s)
R(m)

t(s)
H(m)
1.(s)
R(m)

1,(s)
H(m)
1.(s)
R(m)

1(s)
H(m)
t.(s)
R(m)

1(s)
H(m)
1(s)
R(m)

EPF Parabolico
©=0,0 n/s ; a=0,0°

1.9 3,53

24.6 61,18

45 7,06

372 141,29

=4,0 m/s; a=0,0°

2,0
25,4
4,5

49,6

@=4,0 n/s; a=45,0°

2,2
28,5
5,2
50,4

©=4,0 m/s; oa=135,0°

2,1
272
5,0
29,5

©=4,0 m/s; 0=180,0°

1,9
23,8
4,4
24,7
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V. Conclusoes

Neste trabalho apresentamos um modelo para sim-
ular o movimento de um projétil lancado préximo a
superficie da terra. No modelo sao incorporados os
efeitos da atmosfera tais como a forca de arraste e
os ventos. As equacbes que descrevemn o movimento

sao equacgoes nao lineares, nao apresentando solucgoes

analiticas. Tais equagoes sao resolvidas numericamente,
através de métodos numéricos simples que sao discuti-
dos resumidamente. Os resultados obtidos foram com-
parados com métodos numéricos mais sofisticados e
com resultados experimentais. De uma maneira geral,
as grandezas calculadas tais como, o alcance, a altura

maxima e o tempo de voo apresentam erros relativos de
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no maximo 10%, quando comparados com dados exper-
imentais. Atribuimos tais diferencas aos efeitos de sus-
tentacao que nao sao incluidos no modelo. Finalmente,
os resultados aqui obtidos podem ser facilmente repro-
duzidos por qualquer estudante com nocoes basicas de
dinamica e de programacao, mesmo aqueles do segundo

grau.
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