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Atrav�es do conhecimento da profundidade ou espes�

sura �optica m�edia do anel B de Saturno
 da sua den�

sidade m�edia e da densidade das part��culas que o con�

stituem
 pode�se ampliar os resultados do artigo �De�

termina�cao da Densidade e da Massa dos An�eis de Sat�

urno� �Lopes
 �

��� determinando�se o raio m�edio das

part��culas
 o n�umero de part��culas por unidade de vol�

ume e o n�umero de part��culas que constitui esse anel�

Supondo�se que uma regi�ao do espa�co cont�em um

n�umero muito pequeno de part��culas
 por unidade de

volume
 um raio de luz que a atravessa o far�a sem

muita di�culdade
 correspondendo a um valor de es�

pessura �optica desprez��vel
 muito pr�oximo de zero� Por

outro lado
 admitindo�se que o n�umero de part��culas


por unidade de volume
 seja t�ao grande que o raio lu�

minoso n�ao consegue atravess�a�la
 diz�se que a regi�ao

tem espessura �optica in�nita�

A espessura �optica �e de�nida por�

d�� � ��ds

� n��ds� ���

onde n �e o n�umero de part��culas por unidade de vol�

ume
 �� 
 representa a sec�c�ao de choque em torno de

cada part��cula para a radia�c�ao luminosa de freq�u�encia

� �Rybicki e Lightman
 �
�
� e ds �e a dist�ancia percor�

rida pela radia�c�ao no meio�

Se a radia�c�ao luminosa forma um �angulo � com a

normal �a superf��cie
 tem�se�

ds � dy�cos�

� sec�dy	 ���

Substituindo�se ��� em ���
 vem�

d�� � n��sec�dy	 ���

Figura �� A radia�c�ao atravessa um comprimento ds� de uma
camada de espessura dy� formando com a reta normal �a su�
perf	
cie um �angulo ��
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Se � � �� ds � dy e

d�� � n��dy� ���

ou seja
 a profundidade �optica depende da dist�ancia

percorrida pela radia�c�ao que �e a pr�opria espessura da

camada�

O per�l de um anel de forma el��ptica
 de espes�

sura �b � �� 	 � ��� m �Wilson
 �

��
 raio interno

R� � 
� � � ��� m e externo R� � ��� � � ��� m
 em

rela�c�ao ao referencial x�O�y�
 �e dado por�

x
�
�

a�
�

y
�
�

b�
� � � ���

onde a � �R��R���� e b representam
 respectivamente


os semi�eixos maior e menor da sec�c�ao reta do anel �a

espessura do anel �e de�nida por AB � �b��

Figura 
� Sec�c�ao reta do anel de Saturno� O anel gira em
torno do eixo de rota�c�ao de Saturno� Oy� R� e R
 sao� re�
spectivamente� os raios intemo e externo do anel� O ponto
P� pertencente ao per�l el	
ptico� apresenta coordenadas �x��
y�� em rela�c�ao ao sistema x�O�y� e coordenadas �x� y� em
rela�c�ao ao sistema xOy�

Para se escrever a equa�c�ao
 do mesmo per�l el��ptico


em rela�c�ao ao sistema referencial xOy
 devem�se pro�

ceder
 na equa�c�ao ���
 as seguintes transforma�c�oes�

x� � x� �R� �R���� e y�� y�

�
x� R��R�

�

��
a�

�
y�

b�
� � 	 �	�

Resolvendo�se a equa�c�ao �	� em y
 vem�

y � �
�b

�R� � R��

p
��x �R���x �R��	 ���

A equa�c�ao ��� de�ne o per�l el��ptico do anel
 em

rela�c�ao ao sistema xOy
 onde Oy �e o eixo de rota�c�ao de

Saturno�

Para uma solu�c�ao simples do problema
 assumem�se

as seguintes hip�oteses�

a� A radia�c�ao luminosa que atravessa o anel �e paralela

ao eixo de rota�c�ao de Saturno �o eixo de rota�c�ao

do planeta e dos an�eis s�ao
 praticamente
 coinci�

dentes��

b� As part��culas que constituem o anel s�ao todas de

forma esf�erica
 de raio m�edio �r e se encontram uni�

formemente distribu��das�

c� A sec�c�ao de choque de cada part��cula
 em rela�c�ao

�a radia�c�ao luminosa
 �e dada por� �� � 
�r�	

Integrando�se a express�ao ��� e levando�se em con�

sidera�c�ao a hip�otese c
 obt�em�se a profundidade �optica

para a dist�ancia y
 a saber�

��� � n
r�y 	 ���

Substituindo�se ��� em ���
 obt�em�se�

� � �n
�r�
�b

R� �R�

p
��x� R���x�R�� �
�

A equa�c�ao �
� fornece a profundidade �optica do anel


a uma dist�ancia x do eixo de rota�c�ao de Saturno
 ap�os

a radia�c�ao ter percorrido a dist�ancia �y�

O valor m�aximoda profundidade �optica
 na equa�c�ao

�
�
 ocorre para x � �R� � R�����

�max � n
�r� � �b� ����

e o valor m�edio da profundidade �optica �e de�nido por�

�� �
�

R� � R�

Z
anel

� � dx

� �n
�r�
�b

�R� �R���

Z R�

x�R�

p
�x� R���x� R�� � dx	

�
�

�
n 
� �r� � �b 	 ����

A partir da equa�c�ao ����
 obt�em�se�

n�r� �
���


� � �b
	 ����

Por outro lado
 a densidade m�edia do anel �e de�nida

por�

�A integral que resulta no valor m�edio da profundidade �optica� equa�c�ao ����� foi resolvida com o aux��lio das integrais �
� e �
��
nesta ordem� do Handbook of Chemistry and Physics� ����
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�� � m � n

�
�

�

 �r� �p � n � ����

onde �p e n representam
 respectivamente
 a densidade

de cada part��cula e o n�umero de part��culas por unidade

de volume� Da equa�c�ao ����
 pode�se escrever�

n �r� �
� � ��

�
 � �p
	 ����

Com as equa�c�oes ���� e ���� obt�em�se
 respectiva�

mente
 o raio m�edio das part��culas
 constituintes do

anel
 e o n�umero de part��culas por unidade de volume


a saber�

�r �
�
�� � �b

�	�p��
����

e

n �
���

�
�pr�
	 ��	�

Substituindo�se
 na equa�c�ao ����
 �� � �� ���� ���

kg�m�
 �b � �� 	�����m �Largura sugerida por Lopes


�

�
 compat��vel com a massa do anel determinada por

McLaughlin e Talbot
 �
���
 �P � �� �� � ���kg�m�

�densidade t��pica de material rochoso� e �� � �� � �Es�

posito et al�
 �
��� t�em�se
 para o raio m�edio das

part��culas
 �r � ��� � m� Substituindo�se esse valor do

raio m�edio na equa�c�ao ��	�
 obt�em�se a densidade de

part��culas por unidade de volume n � �� �� � ����

m�� Sendo V � 
� � �b � �R�
� � R�

���� � �� 
� � ����

m� o volume do anel B
 pode�se calcular o n�umero de

part��culas que o constitui� N � n � V � �� �� � �����

Desta maneira
 a massa do anel B ser�a dada por�

MB � Nm � N ��
�r��p�� � �� ��� ���� kg ou
 ent�ao


MB � 	� ��������MS �MS � �� 	
����� kg representa

a massa de Saturno�
 que concorda com o valor en�

contrado por MacLaughlin e Talbot ��
���� Por outro

lado
 para uma densidade �p � �� ��� ���kg�m� �den�

sidade t��pica de gelo� e a mesma profundidade �optica


obt�em�se
 respectivamente
 para o raio m�edio
 n�umero

de part��culas por unidade de volume e para o n�umero

de part��culas� ��� m
 �� �� � ���	 m�� e �� 	� � ����

�para estes valores a massa do anel continua a mesma��
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Sem mais para o momento
 subscrevo�me
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