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O problema do espalhamento de el�etrons pelo n�ucleo como difra�c�ao de Fraunhofer �e dis�
cutido� juntamente com uma revis�ao do conceito geral de difra�c�ao da �Optica	 A discuss�ao
�e ilustrada com in�umeros resultados experimentais� e um c�alculo simples para os fatores
de forma nuclear �e desenvolvido	 As perspectivas futuras para a investiga�c�ao de estrutura
nuclear e sub�nuclear� com os novos aceleradores de el�etrons de alt�
ssimas energias� s�ao
mencionadas e discutidas	

The problem of electron scattering by the nucleus as Fraunhofer difraction is discussed� plus
a revision of the difraction general concept from Optics	 The discussion is illustrated with
several experimental results� and a simple calculation for the nuclear form factors is worked
out	 The future perspectives for investigation of nuclear and sub�nuclear structure� using
the recently construted electron accelerators with very high energies� are mentioned and
discussed	

I� Introdu�c�ao

A utiliza�c�ao de espalhamento de el�etrons no estudo

de estrutura nuclear propiciou� e vem propiciando� a

forma�c�ao de um extraordin�ario acervo de dados cuja

qualidade e relev�ancia n�ao encontram paralelo com�

parativamente ao que se obteve com espalhamento de

outros proj�eteis �notadamente os hadr�onicos
	 Esta

a�rma�c�ao pode ter sua veracidade constatada atrav�es

da aprecia�c�ao de algumas refer�encias tradicionais�����	

Contudo� n�ao discutiremos as potencialidades iner�

entes �as �sondas eletromagn�eticas� do n�ucleo � es�

palhamento de el�etrons no caso	 Ao inv�es disso�

mostraremos como �e poss�
vel entender o espalhamento

de el�etrons pelo n�ucleo at�omico como um problema de

difra�c�ao de Fraunhofer	 A motiva�c�ao para apresentar�

mos esse tipo de abordagem reside no fato de julgarmos

conveniente e oportuno divulgar t�opicos importantes e

atuais da F�
sica Nuclear� bem como de outras �areas�

lan�cando m�ao de fen�omenos bem conhecidos da �F�
sica

B�asica� que �e ministrada nos cursos de gradua�c�ao em

F�
sica	

Acreditamos que com isso se logram pelo menos dois

objetivos	 De um lado� alunos ainda na fase de estu�

dos de gradua�c�ao poderiam contar com uma compo�

nente motivadora adicional �em alguns casos a �unica
	

Por outro lado� alunos iniciando seus estudos de p�os�

gradua�c�ao� bem como pesquisadores de outras �areas�

poderiam �apreciar� temas mais complexos atrav�es de

uma forma f�
sicamente transparente	

Come�camos com uma apresenta�c�ao simpli�cada da

difra�c�ao de Fraunhofer	 A seguir mostramos que o

espalhamento el�astico de el�etrons pode ser interpre�

tado como um problema de difra�c�ao de Fraunhofer	

Finalmente� comentamos aspectos hist�oricos ligados �a

�F�
sica do espalhamento de el�etrons� e ainda discuti�

mos alguns trabalhos seminais� entre outras coisas	
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II� Difra�c�ao de Fraunhofer

Os fen�omenos de difra�c�ao da luz podem ser observa�

dos� por exemplo� se no trajeto de propaga�c�ao se encon�

tram obst�aculos � corpos opacos de forma arbitr�aria �

ou� se a luz passar atrav�es de orif�
cios em telas opacas	

A difra�c�ao �e um fenomeno ondulat�orio universal� entre�

tanto� assim como a interfer�encia� �e um teste decisivo

para mostrar caracter�
sticas ondulat�orias	

Pode�se dividir o estudo do fen�omeno da difra�c�ao em

duas classes gerais	 Na primeira� chamada �difra�c�ao de

Fresnel�� a fonte luminosa est�a a uma dist�ancia �nita do

obst�aculo difrator e a �gura de difra�c�ao resultante �e es�

tudada em um anteparo pr�oximo ao obst�aculo difrator	

Na segunda classe� chamada �difra�c�ao de Fraunhofer��

a frente de onda incidente foi colimada por uma lente	

Atr�as do obst�aculo difrator �e colocada outra lente e a

�gura de difra�c�ao resultante �e examinada em um an�

teparo colocado no plano focal da lente �Fig	 �
	

Figura �� Aparato experimental esquematizado para a ob	
serva
c�ao de difra
c�ao de Fraunhofer�

A difra�c�ao de Fraunhofer �e um caso limite do caso

mais geral que �e a difra�c�ao de Fresnel	 Esta �ultima�

em geral� n�ao �e tratada nos textos de F�
sica B�asica em

decorr�encia de uma maior complexidade matem�atica	

Nesta apresenta�c�ao simpli�cada da difra�c�ao de

Fraunhofer� o objetivo ser�a o da determina�c�ao da dis�

tribui�c�ao angular da intensidade da luz difratada a

grandes dist�ancias atr�as do anteparo	 Na realidade�

esta aproxima�c�ao �e inerente ao que se conhece por

difra�c�ao de Fraunhofer	 Al�em disso� consideraremos

uma onda plana incidindo normalmente em uma fenda

in�nita �de largura �a
 de lados paralelos� inserida

numa tela opaca �Fig	 �
	 Para a luz que incide nor�

malmente� o plano da fenda �e uma das superf�
cies de

onda e� como o comprimento da fenda �e in�nito� a luz

se desvia apenas no plano xy 	

Figura �� Ilustra
c�ao do sistema de refer�encia e principais
vetores associados ao problema da difra
c�ao de luz por uma
fenda in
nita de largura �a� De
ni
c�oes e detalhes no texto�

Como o nosso problema consiste em determinar a

intensidade da luz difratada� deveremos calcular as am�

plitudes das componentes do campo eletromagn�etico�
�E ou �H � �aqui denominadas gen�ericamente � 
 em um

ponto de observa�c�ao P atr�as da tela �vide Fig	 �B
	

Uma solu�c�ao aproximada pode ser obtida se considerar�

mos que os �desvios�� relativamente �a �optica geom�etica�

s�ao pequenos	 Para tanto suporemos que� ��o
 em to�

dos os pontos da fenda do anteparo o campo ��
 �e o

mesmo quando da aus�encia do anteparo ���
� e ��
o


o desvio angular dos raios incidentes �e pequeno �� pe�

queno
	

A seguir� dividimos a fenda da largura �a em tiras

de largura dy � sendo que cada tira pode ser consid�

erada como uma fonte luminosa secund�aria	 Assim� o

campo do ponto P � d�p �devido a uma das tiras
� sera

proporcional a �� e a dy � portanto�

d�p � ���e
i��dy �

onde �q � �k� � �k� e �k e �k� s�ao os vetores n�umero

de onda das ondas incidentes e difratadas� respectiva�

mente	 Conv�em lembrar que a varia�c�ao de fase �� da

onda entre dy e P �e dada por�

�� � ��q � �r � qxx� qyy � mas� na aproxima�c�ao de

� pequeno teremos qx � � e qy � q � k� �Figs	 �B e

C
� logo� �� � �qy 	

O campo no ponto P ser�a o resultado da super�

posi�c�ao dos campos de ondas provenientes de todas as
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tiras in�nitesimais de largura dy �Princ�
pio de Huy�

gens
�

�p�q
 � ���

Z a

�a

e�iqydy �
����
q
sin�qa
 � ��


A intensidade da luz difratada dI � entre q e q�dq �

�e proporcional a j�p�q
j
�dq � ent�ao�

dI � 	j�p�q
j
�dq � ���	���

sin��ka�


k���
kd� ��


onde trocamos q por � atrav�es das rela�c�oes

q � k� e dq � kd� �

As constantes de proporcionalidade � e 	 podem

ser determinadas atrav�es de uma �condi�c�ao de normal�

iza�c�ao��
R

dI � I� � intensidade da onda incidente�

ent�ao�

I� � ��
�	���a

Z
�

��

sin�t

t�
dt � ��


onde t � ka����	 �
I�

�
a���
	 Finalmente� usando

a equa�c�ao ��

dI��


d�
�

I�

ak

sin��ka�


��
� I�

ak




sin��qa


�qa
�
� ��


A eq	 � nos fornece a distribui�c�ao angular da in�

tensidade da luz difratada� quando ocorrer difra�c�ao de

Fraunhofer de uma onda plana que incide normalmente

em uma fenda in�nita de largura �a �inserida em uma

tela opaca
	 O assim chamado �padr�ao de difra�c�ao��

dI�d� � � � �e mostrado na Fig	 �A� os m�aximos est�ao

separados nos pontos � � n
��ka
� n � no inteiro� por

m�
nimos de intensidade igual a zero	 Para efeito de

compara�c�ao tamb�em mostramos na Fig	 �B um padr�ao

de difra�c�ao de Fresnel	

Ent�ao� atrav�es do exame da eq	 �� veri�camos que

os m�
nimos sucessivos ocorrer�ao quando ka�min � n
 �

lembrando que k � �
�� � onde � �e o comprimento de

onda da luz� escrevemos tamb�em que

�min � n
�

��a

� n � �� �� �� � � � � ��


Uma discuss�ao mais quantitativa �e apresentada abaixo	

Para uma tela opaca� com um orif�
cio circular de

di�ametro �a � obtemos a distribui�c�ao angular da inten�

sidade da luz difratada a partir dos mesmos procedi�

mentos gerais utilizados no caso anterior da fenda� ou

seja� de acordo com o princ�
pio de Huygens devemos

somar as ondas originadas de todos os pontos no inte�

rior do c�
rculo� de modo a obter a amplitude resultante	

A amplitude� para um �angulo � � �e proporcional a

Z
ori�cio

cos�kr��
�dA �

onde dA �e um elemento de �area no interior do orif�
cio	

Essa integra�c�ao n�ao �e t�ao simples de se obter� compara�

tivamente �aquela do problema da fenda� e resulta numa

fun�c�ao de Bessel de primeira ordem J��ka sin �
 � rep�

resentada na Fig	 �	 Neste caso� a distribui�c�ao angular

da intensidade da luz difratada ter�a a seguinte forma�

dI��


d�
�

�
J��ka sin �


�ka sin �


��
� ��


este padr�ao de difra�c�ao �e mostrado na Fig	 �	 Um

c�alculo quanto�mec�anico mais completo pode ser en�

contrado na Ref	 �	

Figura �� Padr�oes de difra
c�ao de Fraunhofer �A� e Fresnel
�B��
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Figura �� Gr�a
co da fun
c�ao de Bessel de primeira ordem�

O primeiro m��nimo do padr�ao de difra�c�ao� represen�

tado na Fig	 �� ocorre para o primeiro zero de J� que

corresponde �con�ra na Fig	 �
� para �angulos pequenos�

a

ka�min �� � �� �� �� �min �� � �� �� �
�

��a

�

diferindo de �� do resultado obtido para a fenda

�����a

 � enquanto que o segundo m��nimo se veri�ca

para

ka�min�� � ! �� �min �� � �� � �
�

��a

�

cerca de �� maior que o correspondente resultado

de difra�c�ao em uma fenda� �����a
 	 A diferen�ca vai

diminuindo para �angulos maiores	 Por outro lado� no�

tamos uma acentuada diferen�ca entre as distribui�c�oes

angulares� como pode ser apreciado atrav�es das �guras

�A e �	 O prop�osito dessa compara�c�ao �e o de ilustrar

como a an�alise de um padr�ao de difra�c�ao permite a

obten�c�ao de informa�c�oes a respeito das caracter�
sticas

�da geometria� neste caso
 do �objeto difrator�� desde

que � seja da ordem de a 	

Podemos constatar� qualitativamente� que a �gura

de difra�c�ao de um disco negro� ou seja� um absorve�

dor intenso da luz incidente� �e a mesma que a de

um orif�
cio circular	 Neste� efetuamos o c�alculo �uti�

lizando o princ�
pio de Huygens
 como se o orif�
cio fosse

uma fonte extensa	 No caso do disco negro j�a temos

uma fonte extensa� assim� o c�alculo �e essencialmente o

mesmo e obteremos um padr�ao de difra�c�ao parecido ao

mostrado na Fig	 �	

Figura �� Distribui
c�ao de intensidade de luz monocrom�atica
difratada por um orif��cio circular em fun
c�ao da dist�ancia ao
centro do orif��cio�

Figura �� Arranjo experimental utilizado na observa
c�ao de
difra
c�ao de luz laser por esporos do musgo licop�odio� con	
forme descrito no texto�

Com a escolha apropriada do comprimento de onda

�e poss�
vel determinar o tamanho de objetos min�usculos�

como por exemplo o di�ametro ��a
 de um esporo de li�

cop�odio �esporo esf�erico do musgo licop�odio
	 A Fig	 �

mostra o arranjo experimental para essa determina�c�ao�

em que um feixe de laser de � � ����
o
A ilumina uma

placa de vidro coberta por p�o de licop�odio	 Num an�

teparo a �m de dist�ancia observa�se um disco vermelho�

onde o primeiro anel escuro �o primeiro m�
nimo
 dista

��cm do centro do disco	 Ent�ao�

c

�min �� � �� �� �
�

��a

� e tamb�em �min �� �

��cm

���cm
� �� �� ����rad �
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combinando essas duas rela�c�oes temos�

�a �
�� �� � �

�� �� ����
� onde � � �� ���� ���	m� portanto �

�a � ����� ���
cm

d

Se dispusermos de �luz� com comprimentos de onda

bem menores� como os raios X ou os raios gama�

poderemos determinar as dimens�oes� e investigar a

estrutura interna �conforme discutido mais �a frente


de mol�eculas� �atomos� n�ucleos at�omicos e n�ucleons

�pr�otons e n�eutrons
	

A rigor� qualquer onda plana poder�a ser utilizada

para �iluminar� um objeto difrator	 Feixes colimados

de part�
culas monoenerg�eticas� como pr�otons� n�eutrons

e el�etrons� podem ser representados como ondas planas

de comprimento de onda � � h�p �rela�c�ao de Broglie
�

onde h � �� ��� �����J � s �e a conhecida constante de

Planck e p �e o momento linear das part�
culas	 Proj�eteis

de altas energias� principalmente pr�otons e el�etrons� s�ao

obtidos com aceleradores de part�
culas em v�arios cen�

tros de pesquisas do exterior e� provavelmente� poder�ao

ser obtidos no Brasil em um futuro pr�oximo	 Cen�

traremos nossa aten�c�ao nos aceleradores de el�etrons	

III� Espalhamento de el�etrons

III	�	 Aparato e condi�c�oes experimentais

A investiga�c�ao experimental da estrutura nuclear�

atrav�es de espalhamento de el�etrons� requer a utiliza�c�ao

de aceleradores que produzam feixes de el�etrons com

energias de� pelo menos� algumas centenas de milh�oes

de el�etrons�volts �eV
	 O feixe incide nos n�ucleos�alvo

dentro de uma �c�amara de espalhamento�� os el�etrons

espalhados pelos n�ucleos� num determinado �angulo de

espalhamento� s�ao detetados em um espectr�ometro

magn�etico que tamb�em determina qual �e a energia dos

el�etrons espalhados	

Na Fig	 ! mostramos os principais componentes que

fazem parte de um arranjo experimental t�
pico	 O

espectr�ometro �e uma pe�ca m�ovel que pode ser posi�

cionada segundo o �angulo de espalhamento em que se

quer realizar a medida	 Os eletro�
m�as analisadores per�

mitem variar a energia do feixe incidente	

Figura �� Principais componentes do aparato utilizado por
R� Hofstadter e colaboradores� em Stanford� para investigar
estrutura nuclear com espalhamento de el�etrons�

A �m de estimarmos um limite inferior para a

energia dos el�etrons que sondar�ao o n�ucleo at�omico�

come�camos por escrever a equa�c�ao relativ�
stica que

conecta energia e momento linear de uma part�
cula com

massa de repouso m� �

E� � p�c� � �m�c
�
� � �!


Se E � m�c
� � p � E�c e � � h�p � hc�E 	 Escreva�

mos E como um m�ultiplo 
 da energia de repouso do

el�etron �m�c
�
 � ou seja� E � 
m�c

� � ent�ao�

� �
�




�
h

m�c

�
�

onde
h

m�c
� �� �� �����cm

�e o �comprimento de onda Compton�	 Finalmente�

� �
�� �� �����



cm � ��


O raio nuclear m�edio de n�ucleos actin�
deos e pr�e�

actin�
deos �A���� a ���
 �e aproximadamente igual

a ! � �����cm 	 Para 
 � ��� �correspondendo a

E � ��� MeV
 a eq	 � fornece � � ! � �����cm �

que �e da mesma ordem de grandeza dos raios nucle�

ares	 Portanto� feixes de el�etrons com energias iguais

ou superiores a ���"��� MeV constituem uma sonda

�na e sens�
vel para explorar a estrutura nuclear	 Esses
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proj�eteis s�ao classi�cados como �el�etrons de altas ener�

gias�	

�	�	 Espalhamento el�astico de el�etrons e difra�c�ao de

Fraunhofer� discuss�ao qualitativa

Consideremos agora o espalhamento el�astico de

el�etrons de altas energias pelo n�ucleo at�omico como

um problema de difra�c�ao de Fraunhofer da �Optica	

Para tanto� lembremos que os el�etrons incidentes

comportam�se como ondas planas de � � �
�k � onde

��k �e o momento linear inicial� e que essas ondas

s�ao difratadas por elementos de volume d�r de uma

distribui�c�ao extensa de cargas com densidade ���r 


�densidade de carga nuclear
� como representado na

Fig	 �� contendo cada um em seu interior ���r 
d�r

cargas el�etricas	 Desta forma� a amplitude das on�

das espalhadas ser�a proporcional a f��q 
���r 
d�r � onde

f��q 
 �e uma amplitude de espalhamento �elementar�	

Por outro lado� a superposi�c�ao das ondas espalhadas

por toda a distribui�c�ao de cargas ser�a proporcional a

f��q 

R
���r 
 e�i�q��r d�r � compare com a eq	 �� obtida na

resolu�c�ao do problema de difra�c�ao de luz por uma

fenda	 Observe tamb�em que a diferen�ca de fase ��

entre a onda incidente e a espalhada �e igual a ��q � �r 	

Finalmente� o padr�ao de difra�c�ao ser�a proporcional a

jf��q 
j� � j

Z
e�i�q��r ���r 
d�r j� � D � ��


Esta �ultima quantidade permite calcular o n�umero de

el�etrons difratados em um determinado �angulo� e �e

usualmente expressa em termos de uma se�c�ao de choque

diferencial de espalhamento	

Figura �� Ilustra
c�ao do espalhamento de el�etrons pelo
n�ucleo� visto como um problema de difra
c�ao de Fraunhofer�

No espalhamento el�astico j�k j � j�k �j�

Supondo� apenas para efeito de ilustra�c�ao� que

���r 
 � �� � constante� teremos� grosso modo� para

� �xo�

D��
�

Z R

�

cos�q�r
 r�dr � ���


sendo R o raio nuclear� q� � q cos � � e � o �angulo entre

�q e �r 	 Resolvendo a integral acima obtemos

c

D��
�

��
�q�R
� � �

q�

�
sin �q�R
 �

��q�R


q�
cos �q�R
� �R

��

� ���


Para el�etrons de altas energias� transferindo ao n�ucleo

energias da ordem de ��� MeV� teremos q� �

��� MeV#��c
 � com �c � ��� MeV�fm� ent�ao� q� �

�fm	 Suporemos que R � ! fm� assim�

�q�R
 � �� � e �q�R
� � ��� �

Levando�se em conta esses n�umeros� a rela�c�ao ���


poder�a ser aproximadamente dada por

D��
��q�R
�sin��q�R
 � ���


No problema de difra�c�ao por uma fenda� eq	 ��

hav�
amos obtido

dI��


d�
�
sin��qa


�qa
�
� ���


Comparando os dois padr�oes de difra�c�ao representados

pelas rela�c�oes �� e ��� observamos que os m�aximos e

m��nimos ocorrer�ao para os mesmos valores de q�r e qa �
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embora a �forma� da distribui�c�ao angular seja difer�

ente	

Essas estimativas� bastante aproximadas� mostram

que existem similaridades entre os dois casos analisa�

dos	 Na se�c�ao �	� apresentaremos uma conta um pouco

mais elaborada para o espalhamento de el�etrons	 Antes�

por�em� faremos algumas considera�c�oes gen�ericas a re�

speito do problema do espalhamento	

III	�	 O problema gen�erico de espalhamento

Este tema �e tratado em in�umeros textos e com

as mais variadas abordagens	 Para uma abordagem

quanto�mec�anica a Ref	 � �e recomendada	 Dentro dos

objetivos mais globais deste trabalho� a apresenta�c�ao

formal e detalhada da �Teoria Qu�antica do Espal�

hamento� n�ao �e essencial� necessitaremos apenas de

alguns resultados para situa�c�oes particulares �por ex�

emplo� em primeira aproxima�c�ao de Born
	

O �problema do espalhamento� consiste do c�alculo�

para um dado campo de for�ca� da corrente de part��culas

espalhadas �a uma dist�ancia in�nita do centro espal�

hador
 em fun�c�ao da corrente das part��culas incidentes	

Essas duas correntes de part�
culas est�ao embutidas na

de�ni�c�ao de uma terceira grandeza f�
sica� se�c�ao de

choque diferencial de espalhamento d��d$ �

c

d�

d$
�

no de part�
cs	 espalhadas#tempo �em d$


densidade de corrente de part�
cs	 incidentes
�

d

Dentro da abordagem quanto�mec�anica chegamos a

�detalhes na Ref	 �


d�

d$
�

kb
ka
jAba j

� ���


�para espalhamento el�astico� ka � kb 
	

A amplitude de espalhamento Aba �e dada por

Aba � �
�

�
��
h�bjV j�ai ���


onde � �e a massa reduzida do sistema proj�etil#alvo� e

a fun�c�ao de onda �b��r 
 � ei
�kb��r � representa uma onda

plana que descreve o movimento de uma �part�
cula efe�

tiva� de momentum �pb � ��kb com �kb � k�r��r � �r�r

e �r �e o vetor posi�c�ao do ponto de observa�c�ao do espal�

hamento em rela�c�ao ao centro de massa
	

No limite assint�otico �bem longe do limite de a�c�ao

do potencial V ��r 



�a��r 
 � �a��r 
 � Aba

eikr

r
�

onde �a��r 
 � ei
�ka��r�

Em primeira aproxima�c�ao de Born� cuja aplicabili�

dade no caso de um potencial coulombiano requer que

Z�Z�e
� 	 �v � onde v � �k�� �e a velocidade relativa

das duas part�
culas colidentes� obt�em�se

Aba � �
�

�
��
h�bjV j�ai �

mais explicitamente�

Aba��q 
 � �
�

�
��

Z
ei�q��r V ��r 
d�r � ���


onde ��q � �

�
�ka � �kb

	
�e o momentum transferido no

espalhamento	

A eq	 �� enseja um signi�cado f�
sico mais trans�

parente� cada unidade de volume contribui para a

amplitude de espalhamento com uma parcela igual a

�
�

�
��
V ��r 
ei�q��r � interpretada como uma�amplitude

por unidade de volume�	 O termo ei�q��r determina o

�phase shift� �troca de fase
 da onda espalhada pelo el�

emento de volume localizado no ponto �r relativamente

ao elemento de volume em �r � �� 	

No caso de espalhamento pra�frente ��q � �� 
 � e se

V ��r 
 tiver o mesmo sinal em todos os pontos� todos os

elementos de volume propiciam espalhamento que est�ao

em fase e� neste caso� a amplitude de espalhamento �e

m�axima�

Aba��
 � �
�

�
��

Z
V ��r 
d�r � ��!


Para espalhamentos em outras dire�c�oes ��q 
� �� 
 � as

contribui�c�oes provenientes de diferentes elementos de

volume diferem em fase	 Os efeitos de interfer�encia

das ondas espalhadas pelos diferentes elementos de vol�

ume originam� em determinadas condi�c�oes cinem�aticas�
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padr�oes de difra�c�ao vis�
veis em jAba��q 
 j� e� con�

seq%uentemente� em d��d$ �eq	 ��
	 Esses �efeitos de

interfer�encia� s�ao estimados pela raz�ao

F ��q 
 �
Aba��q 


Aba��

� ���


F ��q 
 �e denominado �fator de forma� do alvo espal�

hador	

�	� O padr�ao de difra�c�ao de el�etrons espalhados� ap�

resenta�c�ao de um c�alculo simples

Apresentamos a seguir resultados de c�alculos bas�

tante simples para a se�c�ao de choque diferencial de es�

palhamento el�astico de el�etrons d��d$ �em �a aprox�

ima�c�ao de Born
 onde� em uma primeira etapa� con�

sideraremos o n�ucleo at�omico como uma carga pun�

tiforme �xa igual a � Ze �e� carga elementar
	 O sis�

tema �proj�etil � alvo
 ser�a tratado classicamente	 Das

equa�c�oes �� e �� temos�

c

d�

d$
� jAba j

� e Aba��q 
 � �
�

�
��

Z
ei�q��r V ��r 
d�r �

Fazendo V �r
 � �Ze��r �

Aba�q
 �
�Ze�

�
��

Z ��

�

Z ��

��

Z
�

�

eiqr cos �
�

r
d�d�cos ��
 r� dr � ���


d

onde �� �e o �angulo entre �q e �r 	 Sendo o espalhamento

el�astico teremos j�ka j � j�kbj � k � q � j�ka � �kbj �

�k sin����
 � � �e o �angulo de espalhamento no sistema de

laborat�orio	 Suporemos tamb�em que � � me �massa

de repouso do el�etron
� que equivale a se ter me 	M

�massa do n�ucleo alvo
	 Voltando �a eq	 ��� e integrando

em � e cos �� �

Aba�q
 �
Ze�p

�
��v
�


Z
�

�

sin�qr


qr�
r�dr � ���


Esta integral em r �e �oscilante� para limites superi�

ores de integra�c�ao �nitos	 Pode�se obter a converg�encia�

trivialmente� se substituirmos a depend�encia de V �r


com ��r por ���r
 exp���r
 e� ap�os a integra�c�ao� cal�

cular o limite para � � � 	 Fazendo isso chegamos a

Aba�q
 �
�Ze�p

��v
�
�

q�
� lembrando que p � mev � �k e

q � �ksin����
 � teremos

d�p
d$

�
Z� e�

�p�v�
�

�

sin�����

� ���


esta �e a conhecida f�ormula de Rutherford para o espal�

hamento� o �
ndice P em d�p�d$ �e para lembrar que

este resultado vale para n�ucleos puntiformes	 Ruther�

ford� Geiger e Marsden� principalmente� veri�caram ex�

perimentalmente os limites de validade da eq	 ��� o que

levou �as primeiras estimativas do raio nuclear	 A id�eia

geral �e a de que� quando o proj�etil aproxima�semuito do

n�ucleo alvo� a intera�c�ao proj�etil#alvo deixa de ser pre�

dominantemente coulombiana� ou seja� o proj�etil passa

a �sentir� o campo de for�cas nucleares	 Assim� para

dist�ancias de aproxima�c�ao � R �raio nuclear
 a eq	 ��

n�ao �e mais v�alida	 Este tema �e discutido em in�umeros

textos de F�
sica Nuclear �recomendamos� em particular�

a Ref	 �
	

Analisemos agora como seria a forma de d��d$

para um n�ucleo visto como uma distribui�c�ao esf�erica

e uniforme de cargas el�etricas	 Neste caso�

V �r
 � �
Ze�

r
� para r � R � ����a


e

V �r
 � �
Ze�

�R

�
��

� r
R

	��
� para r � R �

����b


Recalculando Aba �eq	 ��
 para esse potential� e

substituindo em ���
� obtemos

c

d�

d$
�

d�p
d$

�
�sin�q R
� q R cos�q R
�

�

�q R
�

��

� ���
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aqui tamb�em� q � �k sin����
 e p � �k 	 �E interessante observar que a se�c�ao de choque diferencial d��d$ �

para uma distribui�c�ao de carga extensa� sempre pode ser fatorada em uma se�c�ao de choque para alvo puntiforme

multiplicada por uma grandeza f�
sica denominada �fator de forma�� F �q
 �

d�

d$
�

d�p
d$

� jF �q
j� � ���


No caso acima relatado obtivemos�

jF �q
 j� � �sin�qR
� qRcos�qR
�� �

�
�

�qR



�
� jf��q
 j

� � f��q
 j
� � ���


d

Na Fig	 � gra�camos separadamente os dois fa�

tores que comp�oem jF �q
 j� denominados jf��q
 j� e

jf��q
 j
� � seria instrutivo analis�a�los separadamente�

uma vez que este caso simples �tratado classicamente


de espalhamento el�astico de el�etrons exibe carac�

ter�
sticas qualitativas gerais	 Ent�ao� ��o
jf��q
 j� �

�sin �qR
 � qR cos �qR
�� exibe o que denominar�
amos

um �padr�ao difrativo puro�� onde a forma da curva

depende marcadamente da distribui�c�ao de cargas do

n�ucleo at�omico� mais �a frente ilustraremos com alguns

resultados experimentais	

��o
jf��q
 j
� �

�

�qR


	 Este termo que comp�oe o fa�

tor de forma �e o respons�avel pelo seu r�apido decr�escimo

com aumento de q 	 O vasto acervo de dados exper�

imentais� para espalhamento el�astico e inel�astico de

el�etrons� con�rma esse comportamento da intera�c�ao

eletromagn�etica el�etron#n�ucleo	 Observe tamb�em que�

emboramais suavemente� a se�c�ao de choque para n�ucleo

puntiforme tamb�em �e decrescente com o aumento de q �

a eq	 �� pode ser escrita como

d�p
d$

�
Z�e�

��v�sin�����

�
�

q�
�

Resumidamente� a probabilidade de ocorrer espal�

hamento diminui rapidamente �a medida que o momento

transferido aumenta� uma vez que aumentar q �equiv�

ale� medir d��d$ para �angulos de espalhamento cada

vez maiores	 No espalhamento pra&frente �� � �o
 a

amplitude de espalhamento �e m�axima �reveja discuss�ao

na se�c�ao anterior
	

Um exame apenas qualitativo da Fig	 � revela um

aspecto geral do espalhamento de el�etrons� o fator de

forma �e constitu�
do por um termo difrativo �montado�

em um termo rapidamente decrescente com q 	 Na

Fig	 �� reproduzimos um resultado experimental t�
pico�

o fator de forma para espalhamento el�astico de el�etrons

pelo ���Pb � observe a concord�ancia desse resultado

com a discuss�ao acima	

Figura �� Gr�a
co das duas componentes do fator de
forma jF �q� j� � eq� �� no texto� calculadas para um n�ucleo
visto como uma distribui
c�ao esf�erica e uniforme de cargas
el�etricas�

Figura ��� Se
c�ao de choque diferencial do ���Pb� em fun
c�ao
do �angulo de espalhamento� para espalhamento el�astico de
el�etrons com energias de ��� e ��� MeV� �Adaptado de J�
Heisenberg et al�� Phys� Rev� Lett���� ���� ��������
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Para uma distribui�c�ao de cargas arbitr�aria ���r
 �

com simetria esf�erica� o fator de forma �e dado por ���

F �q
 �

Z
���r 
 exp�i�q � �r 
d�r � ���


observe que F �q
 �e a transformada de Fourier tridi�

mensional de ���r 
 	

Na pr�atica� o procedimento usual �e o seguinte�

obter experimentalmente d��d$ para o n�ucleo em

estudo e� trivialmente� F �q
 atrav�es da raz�ao

�d��d$
��d�p�d$
 � eq	 �� e� �nalmente� �inverter�

F �q
 �eq	 ��
 para obter ���r 
 	 Na Fig	 �� temos

o resultado da determina�c�ao experimental de ���r 


para o ���Pb� utilizando o fator de forma obtido de

d��d$ �Fig	 ��
	 Nessa an�alise mais re�nada dos da�

dos experimentais substitui�se a d�p�d$ de Rutherford

pela sua vers�ao relativ�
stica� conhecida como a se�c�ao

de choque de Mott	 Al�em disso� a estrutura quanto�

mec�anica do n�ucleo�alvo pode ser inclu�
da atrav�es da

troca de ���r 
 pelo seu correspondente valor esperado�

�if � hf j����r 
 jii � onde jii e jfi representam os esta�

dos do n�ucleo antes �estado fundamental
 e depois do

espalhamento� respectivamente	 �if tamb�em �e comu�

mente designado por �densidade de transi�c�ao�	 Quando

jii � jfi � ou seja� se ap�os o espalhamento o n�ucleo �e

deixado em seu estado fundamental � como ocorre no

espalhamento el�astico� �ii representar�a a densidade de

cargas do n�ucleo em seu estado fundamental � essa

grandeza f�
sica para o ���Pb �e mostrada na Fig	 ��	

Figura ��� Densidade de carga do ���Pb em seu estado fun	
damental� em fun
c�ao da dist�ancia ao centro do n�ucleo� de	
duzida a partir dos fatores de forma �que s�ao proporcionais
a d��d� 	 vide texto� obtidos via espalhamento de el�etrons�
�Adaptado de J�L� Friar e J�W� Negele� Nucl� Phys� A����
�� ��������

�	�	 Resultados experimentais exemplares e um pouco

de hist�oria

Os primeiros experimentos com espalhamento de

el�etrons praticamente coincidem com a virada do

s�eculo	 Atribui�se a Lenard ���� em ����� e a von

Baeyer �!�� em ����� o pioneirismo nesse campo	 Con�

tudo� foi somente com os experimentos de Franck e

Hertz ���� em ����� que as potencialidades dessa nova

linha de pesquisa foram aproveitadas para o entendi�

mento da ent�ao emergente teoria qu�antica	 Desde

ent�ao� a descri�c�ao e resultados dos trabalhos de Franck e

Hertz tem lugar garantido em todos os textos de �F�
sica

Moderna�	

Experi�encias mais so�sticadas com espalhamento de

el�etrons foram realizadas no in�
cio da d�ecada de �� no

Laborat�orio de Cavendish� em Cambridge� principal�

mente por Mohr e Nicoll ���� cujo aparato �e mostrado

na Fig	 ��	 A motiva�c�ao principal que nos levou a ap�

resentar� a seguir� uma descri�c�ao sum�aria do aparato

utilizado por Mohr e Nicoll� vem do fato de que os acel�

eradores de el�etrons utilizados em medidas de espal�

hamento apresentam os mesmos conceitos gerais pre�

sentes nesse arranjo experimental �Fig	 ��
	

Figura ��� Aparato utilizado por Mohr e Nicoll �adaptado
da Ref� ���

O canh�ao de el�etrons �C
 �e constitu�
do� basica�

mente� de um �lamento de tungst�enio colimado que
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produz um feixe intenso de el�etrons� esses el�etrons efe�

tuam colis�ao com as mol�eculas de um g�as pressurizado

contido em uma c�amara de a�co �P
	 Os el�etrons espal�

hados pelo g�as passam atrav�es das fendas S�� S� e S�

e entre dois pratos curvos e conc�entricos A e B sendo�

�nalmente� coletados por um copo de Faraday �F
	

Potenciais ajust�aveis s�ao aplicados �as fendas e

pratos para que se obtenha a focaliza�c�ao dos el�etrons

espalhados com uma determinada energia e em um

�angulo previamente escolhido	 Rodando�se o canh�ao de

el�etrons e variando�se os potenciais analisadores� pode�

se obter o espectro dos el�etrons espalhados em fun�c�ao

do �angulo de espalhamento � e da energia perdida pe�

los el�etrons ��
 nas colis�oes com as mol�eculas do g�as

em estudo	

A Fig	 �� exibe alguns espectros t�
picos obtidos por

Mohr e Nicoll ���	 Observe que o pico estreito e in�

tenso mostrado na Fig	 ���a
� em � � � � corresponde

ao espalhamento el�astico de el�etrons pelo merc�urio	 Os

picos menos intensos e mais largos representam a ex�

cita�c�ao de estados acima do fundamental� por exemplo�

o pico em �	� eV da Fig	 ���a
 corresponde �a energia

de excita�c�ao do n�
vel � �P� do merc�urio	 Espectros

como os da Fig	 ��� e in�umeros outros do mesmo tipo�

constituem uma fonte rica de informa�c�oes a respeito da

estrutura at�omica	

Figura ��� Resultados de Mohr e Nicoll referentes a espal	
hamento de el�etrons em �atomos de �a� merc�urio �� � �����
�b� h�elio �� � ��o� e �c� arg�onio �� � ��o�� Os gr�a
cos
referem	se �a corrente de el�etrons espalhados em fun
c�ao da
energia perdida pelos el�etrons no espalhamento� �Adaptado
da Ref� ���

A d�ecada de �� experimentou um avan�co impres�

sionante no campo da f�
sica experimental com el�etrons�

gra�cas ao desenvolvimento de aceleradores de el�etrons

�Linac
� em Urbana �Illinois
 e Stanford �California
�

com energias altas o su�ciente para sondar o n�ucleo

at�omico nos seus mais rec�onditos detalhes� saltou�se

de energias da ordem de dezenas de eV para cente�

nas de milh�oes de el�etrons volt �cerca de ! ordens de

grandeza
	 Em Stanford� Hofstadter e seus colabo�

radores realizaram uma s�erie de medidas com espal�

hamento de el�etrons que levaram a novas e surpreen�

dentes informa�c�oes a respeito da estrutura nuclear� Hof�

stadter recebeu um pr�emio Nobel por esses trabalhos	

Na Fig	 �� temos um conjunto de resultados para

in�umeros n�ucleos ����� deduzidos a partir de fatores de

forma nucleares parecidos com aquele que �e mostrado

na Fig	 ��	 O princ��pio b�asico do aparato utilizado por

Hofstadter �ver Fig	 !
 �e muito semelhante �aquele uti�

lizado pelo grupo de Cavendish �Fig	 ��
	 Neste �ultimo�

o �angulo de espalhamento �e escolhido rodando o canh�ao

de el�etrons �que neste caso �e o �acelerador�
� enquanto

que em um Linac o espectr�ometro �e rodado �Fig	 !
	

Figura ��� Densidades de carga nuclear� em fun
c�ao da
dist�ancia ao centro do n�ucleo� deduzidas a partir de espal	
hamento de el�etrons� �Adaptado da Ref� ����

Na Fig	 �� temos um espectro t�
pico de el�etrons es�

palhados obtido experimentalmente em Stanford	 Ob�

serve que� embora a energia neste caso seja cerca

de ��	 vezes maior do que aquelas do experimento

de Mohr e Nicoll �Fig	 ��
� as caracter�
sticas gerais

s�ao praticamente as mesmas� ou seja� no espectro

da Fig	 �� tamb�em observamos um pronunciado pico

el�astico� seguido por v�arios outros picos� que correspon�

dem aos estados excitados do n�ucleo	 Se examinarmos
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agora as se�c�oes de choque em fun�c�ao do �angulo de es�

palhamento para �atomos e n�ucleos� como ilustrado na

Fig	 ��� uma outra similaridade marcante �e notada�

efeitos difrativos nos dois casos� indicando que os alvos

investigados possuem �bordas�	

Figura ��� N�umero de el�etrons espalhados pelo carbono a
��o �lab� em fun
c�ao de sua energia� A energia dos el�etrons
incidentes no alvo �e de ��� MeV� �Adaptado de J�H� Fregeau
e R� Hofstadter� Phys� Rev� ��� ���� ��������

Figura ��� �a� Distribui
c�ao angular de el�etrons
el�asticamente espalhados por �atomos de merc�urio� para
v�arias energias de el�etrons incidentes� �Adaptado da Ref� ���
�b� Se
c�ao de choque diferencial de espalhamento el�astico
de el�etrons� de ��� MeV� por n�ucleos de ��Ca e ��Ca� em
fun
c�ao do �angulo de espalhamento� Os efeitos difrativos s�ao
evidentes �Adaptado de J�B� Bellicard et al�� Phys� Rev�

Lett���� ��� ��������

IV� Perspectivas futuras� um microsc�opio para

observar quarks e gl�uons

Desde a d�ecada de �� e at�e aproximadamente a

metade da d�ecada de ��� os f�
sicos sabiam que os

pr�otons e n�eutrons tinham �tamanho� e estrutura� con�

tudo� detalhes a respeito dessa estrutura eram descon�

hecidos e� consequentemente� n�ao eram incorporados

aos modelos nucleares	 Sabia�se tamb�em que a troca

de p�
ons entre pr�otons e n�eutrons constituia uma parte

importante da for�ca nuclear	 Quanto �a possibilidade

de ocorrer superposi�c�ao de dois n�ucleons� parece que

ningu�em acreditava que esse fato pudesse envolver al�

gum fen�omeno novo� que fosse essencial para a com�

preens�ao da estrutura nuclear	

Emmeados da d�ecada de �� foi formulada a hip�otese

de que pr�otons e n�eutrons� e a maioria das part�
culas el�

ementares �cerca de ���
� seriam formados por tr�es sub�

part�
culas b�asicas denominadas quarks	 As primeiras

con�rma�c�oes experimentais da exist�encia dos quarks

come�caram a ser obtidas por volta de ��!�	 Hoje j�a

n�ao se tem mais d�uvida de que n�ucleons e m�esons s�ao

constitu�
dos por quarks� e que a for�ca entre quarks �e

gerada pela troca de uma part�
cula denominada gl�uon�

embora nunca tenha sido observado um quark isolada�

mente	

A quest�ao atual da F�
sica Nuclear esperimental �e a

de como �enxergar� esses quarks e gl�uons	 Esta quest�ao

experimental �e an�aloga �aquela de se projetar um mi�

crosc�opio	 Com um microsc�opico eletr�onico �e possivel

investigar o interior da mat�eria ordin�aria e �ver� sua

estrutura at�omico�molecular	 Os menores objetos que

podem ser observados com um microsc�opio eletr�onico

�com el�etrons de � MeV� por exemplo
 s�ao �atomos� cu�

jos di�ametros se situem em torno de ��� nm � � nm �

���� m
� compare esse valor com os comprimentos de

onda da luz vis�
vel ���� a ��� nm
	

Para estudar as caracter�
sticas �tais como tamanho

e forma
 dos n�ucleos que se encontram no centro desses

�atomos� necessitamos de um �microsc�opio eletr�onico�

cujos el�etrons tenham comprimentos de onda �e da

ordem dos di�ametros nucleares	 Um acelerador de

el�etrons �Fig	 !
 de pelo menos ��� MeV faria o papel

desse microsc�opio� conforme discutido em par�agrafos



��� Revista Brasileira de Ensino de F��sica vol� ��� no� �� Setembro� 	

�

anteriores	 Se quisermos ir mais fundo na mat�eria nu�

clear e estudar os constituintes do n�ucleo� como os

pr�otons e n�eutrons �di�ametros de ��� fm
� deveremos

dispor de el�etrons com mais de ��� MeV ��e � �� � fm
�

para obter os padr�oes de difra�c�ao desses n�ucleons	 Pro�

gramas de pesquisa neste sentido s�ao atualmente de�

senvolvidos nos aceleradores dos laborat�orios do MIT

�USA
� em Saclay na Fran�ca e no NIKHEF na Holanda	

Finalmente� o estudo da estrutura nucle�onica� con�

stitu�
da de quarks e gl�uons� requer a utiliza�c�ao de

el�etrons com energias na faixa dos v�arios GeV&s� de

modo que se possam resolver dist�ancias da ordem de

��� fm �e at�e menores � v�er ilustra�c�ao na Fig	 �!
	 Em

vista disso� a comunidade cient�
�ca das �areas de F�
sica

Nuclear e de F�
sica de Part�
culas Elementares acom�

panha com grande interesse e expectativa o t�ermino da

constru�c�ao do CEBAF �Continuous Electron Beam Ac�

celerator Facility
 nos Estados Unidos� projetado para

operar numa primeira etapa com energias de � a � GeV

e depois� numa etapa �nal �meados de junho#�!
� com

� GeV ����	

Figura ��� Concep
c�ao art��stica da mat�eria nuclear exami	
nada com o aux��lio de um microsc�opio 
ct��cio com diferentes
fatores de aumento� Na primeira 
gura �campo de vis�ao de
�� fm� o tamanho e a forma do n�ucleo s�ao observados� as	
sim� pode	se estudar o movimento dos pr�otons e n�eutrons
governado por um campo m�edio� No campo de vis�ao de
� fm� a troca de p��ons entre pr�otons e n�eutrons pode ser
percebida� Com um campo de vis�ao de ��� fm� a estrutura
subjacente dos quarks �e evidente� por exemplo� h�a sensibil	
idade para se estudar estados de seis quarks �resultantes da
superposi
c�ao de dois n�ucleons�� bem como estudar a troca
de gl�uons entre quarks� Finalmente� quadruplicando	se o
fator de aumento �o que ser�a conseguido na fase 
nal do
CEBAF� novos e inesperados fen�omenos manifestar	se	�ao�

certamente� �Adaptado da Ref� ����

Esse fabuloso aparato� cuja constru�c�ao envolve cus�

tos de v�arios bilh�oes de d�olares� ser�a o �microsc�opio�

de que disporemos para estudar os constituintes �ultimos

��ultimos'
 da mat�eria� quarks e gl�uons	

A�nal� por que o el�etron �e a sonda ideal para a

mat�eria nuclear' H�a pelo menos duas raz�oes�

��a
 tanto quanto sabemos� o el�etron �e uma

part�
cula puntiforme� portanto� sem estrutura interna	

Assim� qualquer estrutura observada no espalhamento

de el�etrons estar�a relacionada �a estrutura do n�ucleo alvo

e� dessa forma� nunca ser�a confundida com a estrutura

do proj�etil em si�

��a
 o el�etron interage somente com quarks� e essa

intera�c�ao �e eletromagn�etica �a mais bem entendida e

estudada
	 A mat�eria nuclear pode ser visualizada

como uma �sopa� composta por partes aproximada�

mente iguais de quarks e gl�uons� logo� �e muito impor�

tante saber que o el�etron �v�e� somente o conte�udo de

quarks	 As �ondas� hadr�onicas� como os m�esons 
 e

os pr�otons� interagem com quarks e gl�uons ao mesmo

tempo e� dessa forma� as informa�c�oes obtidas seriam

complementares �aquelas oriundas dos el�etrons	 Al�em

disso� resultados experimentais obtidos com h�adrons

s�ao de dif�
cil interpreta�c�ao� em decorr�encia da estru�

tura interna desses proj�eteis	
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