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No estudo da transi�c�ao de fase �lock�in	 
incomensur�avel�comensur�avel� em alguns sistemas
incomensur�aveis 
 ferroel�etricos cristais l�iquidos ferroel�etricos esm�eticos e ferromagnetos
incomensur�aveis� tem sido fundamental as analogias mec�anicas para a obten�c�ao de resulta�
dos anal�iticos e num�ericos em torno de propriedades f�isicas dos referidos materiais� Neste
trabalho prosseguimos com a discuss�ao sobre essas analogias�

�Lock�in	 
incommensurate�commensurate� phase transition has been studied in some in�
commensurate systems 
like ferroelectrics smectic ferroelectric liquid crystals and incom�
mensurate ferromagnetics� and mechanical anologies have been fundamental in order to get
numerical and analytical results about the physical properties of these materials� In this
work we carry on the discussion about these analogies�

I Introdu�c�ao

Na primeira parte deste trabalho que indicaremos por


I� discutimos caracter�isticas gerais de alguns sistemas

incomensur�aveis��� bem como aspectos matem�aticos

ligados ao formalismo el�iptico�jacobiano e o modelo

de Ginzburg�Landau��� que conduz �as equa�c�oes tipo

seno�Gordon envolvendo ondas de densidade de carga


CDW � em alguns metais de transi�c�ao dicalcogena�

dos 
ex� �H � TaSe��� Esses sistemas t�em desper�

tado um grande interesse nos �ultimos anos em vista

de o surgimento de in�umeros materiais em que uma

propriedade at�omica local �e modulada com um per�iodo

que n�ao �e comensur�avel com a rede subjacente ou seja

o comprimento de onda 	�	 da modula�c�ao n�ao �e um

m�ultiplo inteiro do par�ametro 	a	 da c�elula unit�aria


� �� n�a� n � �� �� ������ Com isto a simetria transla�

cional do cristal �e perdida pois no arranjo at�omico que

caracteriza tal fase incomensur�avel dois �atomos jamais

s�ao deslocados pela mesma dist�ancia a partir de suas

posi�c�oes na fase n�ao distorcida 
normal ou prot�otipa��

Este fato implica tamb�em na impossibilidade de se en�

contrar algum vetor de transla�c�ao na rede que mapeie

o cristal nele mesmo impossibilitando a sua descri�c�ao

por quaisquer dos ��� grupos espaciais cristalogr�a�cos

tridimensionais� Apesar disso o que se observa experi�

mentalmente na grande maioria desses 	cristais	 �e que

a periodicidade translacional da rede �e em geral resta�

belecida quando o material atinge uma outra temper�

atura cr�itica denominada transi�c�ao de fase �TF� 	lock�

in	 
ou incomensur�avel�comensur�avel� em que a mod�

ula�c�ao incomensur�avel 
� �� n�a� �e mudada para outra

comensur�avel 
� � n�a�� em que o par�ametro 	a�	 da

cela unit�aria emergente �e um m�ultiplo inteiro daquele

que caracteriza a fase normal �a temperatura mais el�

evada isto �e a� � n�a 
n � �� �� ���������� Agora

utilizando o mesmo 	background	 te�orico da parte I

prosseguiremos com a mesma discuss�ao em torno de

analogias mec�anicas envolvendo a equa�c�ao do p�endulo

matem�atico cuja solu�c�ao caracteriza o arranjo de de�

scomensura�c�oes 
ou soliton de fase� nas mencionadas

estruturas incomensur�aveis� Na se�c�ao 
�� enfatizaremos

o fen�omeno da ferroeletricidade nos materiais A�BX�

utilizando o modelo de Ginzburg�Landau para o estudo



de transi�c�oes de fase� Na se�c�ao seguinte os denomi�

nados cristais l�iquidos ferroel�etricos esm�eticos s�ao dis�

cutidos quando s�ao introduzidas contribui�c�oes de cam�

pos externos 
el�etrico ou magn�etico� na express�ao do

potencial termodin�amico� Na se�c�ao 
�� discutiremos

o surgimento da mencionada equa�c�ao em estruturas

magn�eticas e na se�c�ao 
�� fazemos um sum�ario em

torno de os denominados sistemas de seno�Gordon que

aparecem em diferentes �areas da F�isica� Finalmente

na �ultima se�c�ao discutimos os principais resultados do

presente trabalho�

II Ferroeletricidade

A partir da descoberta por Valasek��� de propriedades

ferroel�etricas do denominado 	sal de Rochelle	 grande

tem sido a aten�c�ao dos f�isicos em torno da pesquisa

do fen�omeno da ferroeletricidade em vista de sua

relev�ancia tecnol�ogica bem como pelos seus aspectos

te�oricos fundamentais�

Os ferroel�etricos s�ao materiais que exibem um

momento de dipolo el�etrico espont�aneo mesmo na

aus�encia de um campo aplicado� A polariza�c�ao per�

manente pode ser mudada e mesmo invertida por

um campo el�etrico� V�arios s�ao os compostos in�

comensur�aveis que apresentam esta propriedade onde

a periodicidade da onda de modula�c�ao n�ao �e comen�

sur�avel com aquela apresentada pela rede cristalina nor�

mal� Uma fam�ilia bastante conhecida desses materi�

ais �e a denominada A�BX� 
com A � K�Rb� ����B �

Se� Zn� �����X � Br�O�Cl� ���� que se caracteriza como

o maior grupo de 	cristais	 isolantes onde se desta�

cam� Rb�ZnCl��K�SeO�� 
NH���BeF�  pois s�ao im�

portantes no estudo de mem�orias �opticas moduladores

de luz e outros dispositivos� Tais cristais apresentam

uma s�erie de fases comensur�aveis e incomensur�aveis����

Na maioria dos casos observa�se a transi�c�ao de fase de

alta temperatura 
normal ou prot�otipa� onde a pro�

priedade ferroel�etrica desaparece acima da temperatura

de transi�c�ao 
Ti� para uma fase incomensur�avel � mod�

ulada unidimensionalmente com um vetor de onda

qo e a seguir uma transi�c�ao 	lock�in	 
incomensur�avel�

comensur�avel� na temperatura 
Tc�� Em alguns casos

surgem transi�c�oes 	lock�in	 adicionais em temperaturas

cr�iticas mais baixas� No caso do K�SeO� que �e um

cristal ortorr�ombico pseudo�hexagonal na sua fase nor�

mal com grupo espacial D��
�h
Pnam� o vetor de onda

de modula�c�ao qo �e aproximadamente um ter�co do ve�

tor da rede rec�iproca dirigida ao longo do eixo pseudo�

hexagonal isto �e qo � 
� � ��a� onde a varia�c�ao

cont�inua do par�ametro � com a temperatura eviden�

cia experimentalmente o car�ater incomensur�avel da

fase abaixo de Ti� O Rb�ZnCl� apresenta experi�

mentalmente quatro fases� normal 
D��
�h
Pnam� or�

torr�ombica� incomensur�avel 
com qo � 
� � ��a����

comensur�avel 
 C�
�v � Pna��� qo � a��� ortorr�ombica

ferroel�etrica� e comensur�avel 
C�
s � A��a monocl��nica

ferroel�etrica�� No 
NH���BeF� se apresentam em

seq�u�encia as fases� normal 
Pnam� incomensur�avel


Pn��� e comensur�avel 
ferroel�etrica��

Os materiais ferroel�etricos s�ao indicados como os

an�alogos el�etricos de alguns ferromagnetos pois a ex�

emplo desses �ultimos eles exibem um comportamento

n�ao linear e o fen�omeno de 	hysteresis	�

A teoria de Landau tem sido usada com sucesso

no estudo desses sistemas e de acordo com v�arios

autores��� �e poss�ivel de�nir o funcional de densidade

de energia livre como
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onde Q �e o par�ametro de ordem 
complexo� � �

�o
T � To� �e o par�ametro de Landau que depende da

temperatura enquanto os demais �� 
� �� 	 s�ao consid�

erados constantes positivas� Os dois primeiros termos

na equa�c�ao � s�ao aqueles t�ipicos da expans�ao original

de Landau� o terceiro �e o invariante gradiente de Lif�

shitz que quando permitido pela simetria do cristal

implica na exist�encia de uma fase modulada espacial�

mente� o quarto termo representa a contribui�c�ao da

energia el�astica enquanto o quinto termo �e a energia

	lock�in	 �sendo n 
par� a ordem de comensurabilidade�

que �e de�nida como sendo do tipo 	Umklapp	 de ordem

mais baixa permitida pelo grupo de simetria de ponto�

Os valores de n que caracterizam alguns desses mate�

riais t�em sido de�nidos na literatura  a exemplo de �


NH���BeF� 
n � ��� Rb�ZnCl� e K�SeO� 
n � �� e

�N
CH����ZnCl� 
n � ����

A minimiza�c�ao da equa�c�ao � e a conseq�uente

aplica�c�ao da aproxima�c�ao de amplitude constante 
vide

parte I � implica num par de equa�c�oes acopladas

de Euler�Lagrange do qual surge a equa�c�ao de seno�

Gordon est�atica 
ou equa�c�ao do p�endulo� onde Q �

A exp�i�
x�� com A sendo a amplitude constante e a

fase � vari�avel ou seja

d��n
dx�

���sen�n � � 
��

que �e semelhante �a equa�c�ao do p�endulo �equa�c�ao � em


I�� quando utilizamos as transforma�c�oes� x � t��n �

n� �  e �
�n

��
��An�� � ��� conforme Figura � a

seguir�

Figura �	 Arranjo multisolit
onico �m���			��	

A primeira integral da equa�c�ao � �e

�

�



d�

dx
�� �

�

�
�An��
cos�n � �� 
��

onde C �e uma constante de integra�c�ao�

A partir da equa�c�ao � pode�se calcular a dist�ancia

inter�solit�onica 	D	� Para isso utiliza�se mais uma

vez o c�alculo da integral el�iptica completa de primeira

esp�ecie K
m� onde m � k� �e o par�ametro das inte�

grais el�ipticas e k �e o denominado m�odulo das citadas

integrais isto �e

D �
�

n
�����K
m� 
��

com � � 
���
��An������� e m � �An��C�� con�

forme �e notado na Figura ��

Figura 	 Dist
ancia intersolit
onica versus m	

A largura �d	 do soliton �e obtida a partir do valor

m�aximo da derivada da fase na equa�c�ao � e neste caso

tem�se

��max � 
�C
������ �
��

nd

��

e a partir das express�oes � e � �e poss�ivel encontrar a

densidade solit�onica 
vide Figura �� que �e uma medida

da fra�c�ao volum�etrica do cristal nas paredes de dom�inio

incomensur�avel���

ns �
d

D
�

�

�K
m�

��

Com a diminui�c�ao de temperatura a partir da fase

normal de alta simetria a dist�ancia inter�solit�onica 
D�

cresce divergindo ao in�nito quando m� � enquanto

a largura do soliton 
d� tem uma depend�encia fraca com

a temperatura� ���!� � Quando o sistema se aproxima



de sua transi�c�ao de fase 	lock�in	 
m � �� a densi�

dade solit�onica tende continuamente a zero e o vetor

de modula�c�ao m�edio tende ao valor comensur�avel em

Tc � Apesar da exist�encia de limita�c�oes intr�insecas a

esta aproxima�c�ao na vizinhan�ca da mencionada temper�

atura cr�itica ela al�em de facilitar o trabalho anal�itico

apresenta uma id�eia do que ocorre experimentalmente

na F�isica das transi�c�oes de fase nos citados materiais�

Neste problema conforme enfatizamos na parte 
I� a

densidade solit�onica �e tamb�em considerada como um

par�ametro de ordem�

Figura �	 Densidade solit
onica versus m	

III Cristais L��quidos Esm�eticos

Os denominados cristais l�iquidos ferroel�etricos se car�

acterizam pela exibi�c�ao de um momento de dipolo

espont�aneo mesmo na aus�encia de um campo externo�

A propriedade ferroel�etrica desaparece acima de certa

temperatura cr�itica Ti a partir da qual o cristal �e dito

estar no estado parael�etrico� Tais cristais l�iquidos pos�

suem mol�eculas quirais ou seja suas mol�eculas n�ao ap�

resentam simetria de re"ex�ao e possuem momento de

dipolo normal �a dire�c�ao do eixo longo de suas mol�eculas

org�anicas�

A nossa discuss�ao se restringir�a ao cristal

l�iquido ferroel�etrico esm�etico quiral conhecido

por DOBAMBC �������� abrevia�c�ao de ��n�

decyloxybenzylidene�p��amino���methylbutylcinnamate

o qual se apresenta em condi�c�oes normais de temper�

atura e press�ao em uma fase esm�etica A 
SmA� �car�

acterizada pelo alinhamento das mol�eculas em uma

dire�c�ao normal �as camadas onde a dist�ancia entre

as mesmas �e em geral igual ao 	comprimento	 das

mol�eculas� que �e chamada de fase normal ou prot�otipa

e na qual ele se apresenta no estado parael�etrico�
�A medida que a temperatura vai decrescendo o sis�

tema atingir�a uma temperatura de transi�c�ao 
Ti �

para uma fase mais ordenada denominada esm�etica

C quiral 
SmC�� que �e modulada incomensuravel�

mente em rela�c�ao �a fase normal� Se a temperatura

permanecer diminuindo o que se observa experimen�

talmente �e que haver�a uma nova temperatura cr�itica de

transi�c�ao 
Tc � para a fase esm�etica C 
SmC� que �e fer�

roel�etrica e modulada comensuravelmente em rela�c�ao

�a fase normal� Esta transi�c�ao entre as fases SmC� e

SmC �e tamb�em chamada 	lock�in	 
incomensur�avel�

comensur�avel� onde se diz que a mesma 	restaura	

a periodicidade da rede cristalina 
com um per�iodo

m�ultiplo do inicial��

Meyer Li�ebert Strzelecki e Keller��� em �� �

foram os precursores no uso de argumentos de sime�

tria mostrando que cristais l�iquidos esm�eticos C� po�

dem exibir polariza�c�ao el�etrica espont�anea no plano das

camadas esm�eticas e veri�caram experimentalmente

a propriedade ferroel�etrica no composto rec�em sinteti�

zado DOBAMBC� No citado cristal l��quido as tem�

peraturas cr�iticas s�ao� Ti � ��oC � SmA � SmC�� e

Tc �  �oC � SmC� � SmC ou 	lock�in	��

A mencionada fase esm�etica C� quiral �e caracter�

izada por uma estrutura helicoidal cujo 	pitch	 de�

pende da temperatura e de campos aplicados� Nesta

fase o eixo molecular longo faz um �angulo  com a nor�

mal �a camada esm�etica e gira ao longo da dire�c�ao nor�

mal formando a citada h�elice�

Nos cristais l�iquidos ferroel�etricos esm�eticos


tipo DOBAMBC� a presen�ca de uma polariza�c�ao

espont�anea 
 ou momento de dipolo el�etrico por unidade

de volume� est�a vinculada ao fato de as mol�eculas do

composto n�ao possu�irem centro de invers�ao 
 elas s�ao

n�ao�centro�sim�etricas� n�ao apresentando simetria de re�

"ex�ao o que caracteriza mol�eculas opticamente ativas

ou quirais�

Alguns diferentes potenciais termodin�amicos tipo

Ginzburg�Landau para o estudo de transi�c�oes de

fase podem ser aplicados ao estudo deste mate�

rial 
DOBAMBC� sendo o denominado modelo ter�

modin�amico generalizado aquele em que existe uma

melhor concord�ancia com os dados experimentais� Ele



foi introduzido por Zeks����  no qual foi inclu�ido um

termo de sexta ordem do �angulo de 	tilt	 
� por Huang

e Viner���� e tamb�em por Carlsson e Dahl���� inde�

pendentemente�

Apesar de tais considera�c�oes nos restringiremos aqui

a discutir o denominado modelo simpli�cado���� do po�

tencial termodin�amico em que a polariza�c�ao el�etrica

espont�anea �e acoplada a um campo el�etrico aplicado E

paralelo ao plano da camada atrav�es de um termo pro�

porcional a �Esen�  onde � �e um �angulo azimutal

do eixo longo molecular� A energia livre �e descrita por

c

F �

Z
d�rfA� �B� �

�

�
K�


d

dz
�� � �


d�

dz
� qo�

��� ��Esen�g 
 �

d

onde na fase SmC� o eixo z �e escolhido paralelo �a nor�

mal �a camada esm�etica� O campo el�etrico �e tomado

paralelo ao eixo x e a polariza�c�ao el�etrica P est�a no

plano paralelo �a camada esm�etica� Na equa�c�ao  s�ao

desprezadas as depend�encias funcionais de x e y em 

e �� O par�ametro de Landau A � A�
T � To� tem

a depend�encia expl�icita com a temperatura sendo To

uma temperatura cr�itica enquanto A�� B�K� qo� �� �

s�ao por hip�otese constantes�

De maneira similar aos c�alculos discutidos na se�c�ao

anterior a estabilidade do sistema �e obtida atrav�es

da minimiza�c�ao da equa�c�ao  que conduz a um par

de equa�c�oes de Euler�Lagrange n�ao lineares acopladas

em  e �� Para simpli�car os c�alculos emprega�se

novamente a aproxima�c�ao de amplitude constante�� �


neste caso  tem valor constante� de tal maneira que a

equa�c�ao resultante �e do tipo seno�Gordon est�atica 
ou

equa�c�ao do p�endulo � desta vez escrita como

d��

du�
���cos� � � 
!�

onde foram utilizadas as transforma�c�oes�

�� � E�� u � qoz e E� � ��
Kq�

o

E que pode ser

comparada com a equa�c�ao � de 
I� quando u � t�

�� �
� �  �

A equa�c�ao ! que �e similar �aquelas j�a explicitadas

anteriormente indica a presen�ca de descomensura�c�oes


ou solitons de fase� que caracterizam a fase incomen�

sur�avel quiral SmC� a qual ter�a o 	pitch	 de sua es�

trutura helicoidal aumentado por um campo el�etrico

cr�itico Ec e em conseq�u�encia ocorrer�a uma transi�c�ao

de fase 	lock�in	 para a fase ferroel�etrica comensur�avel

SmC� No caso de uma transi�c�ao de segunda ordem


cont�inua� o 	pitch	 tende a um valor in�nito no ponto

de transi�c�ao 
Tc � e o sistema reduz�se a um estado

monosolit�onico 
ou kink� de � excitado na mencionada

fase esm�etica C uniforme�

Uma situa�c�ao formalmente an�aloga surgir�a quando

ao sistema DOBAMBC �e aplicado um campo

magn�etico externo H��!������� Neste caso escreve�

se a densidade de energia livre f em termos de um

par�ametro de ordem bidimensional � � 
����� rela�

cionado ao diretor molecular n � 
nx� ny� nz� tal que

�� e �� s�ao as componentes do vetor de 	tilt	 � em que

�� � nxnz e �� � nynz� Nas equa�c�oes abaixo � de�ne

a anisotropia diamagn�etica 
positiva neste caso� e os

coe�cientes fenomenol�ogicos a� b 
� s�ao aqueles da ex�

pans�ao de Ginzburg�Landau onde somente o primeiro

�e dependente da temperatura enquanto os demais por

hip�otese s�ao constantes positivas�

f � K �W � L 
��

onde

K �
�

�

�


d��
dz

�� � 

d��
dz

��� 
���

�e o termo de energia el�astica�

L � �
��
d��
dz

� ��
d��
dz

� 
���

�e o invariante de Lifshitz e

W �
�

�

a� �H����� �

�

�
a��� �

�

�
b
��� � ����

� 
���

�e a parte homog�enea do mencionado potencial ter�

modin�amico 
vide Figuras �a e �b� onde est�a explic�

itada a contribui�c�ao do campo magn�etico externo H �



Figura �a	 Linhas de contorno do potencial homog
eneo
para a��	�	

Figura �b	 Potencial W ���� ����

De maneira an�aloga ao efetuado na equa�c�ao  a min�

imiza�c�ao da equa�c�ao � conduzir�a novamente a um par

de equa�c�oes de Euler�Lagrange n�ao lineares acopladas

cuja solu�c�ao anal�itica pode ser obtida de forma aproxi�

mada quando se utiliza a hip�otese de McMillan�� � ref�

erente �a amplitude constante do par�ametro de ordem�

Em conseq�u�encia surgir�a uma nova equa�c�ao de seno�

Gordon est�atica desta vez com uma depend�encia fun�

cional em termos do campo magn�etico�

d���
dz�

���sen�� � � 
���

onde �� � ��H�
��� e em compara�c�ao com a equa�c�ao

� da parte 
I� v�e�se que z � t e �� � ��� �

IV Estruturas Magn�eticas

Uma discuss�ao paralela �aquela empreendida por n�os em


I� e nas se�c�oes anteriores deste trabalho em torno

de transi�c�oes de fase estruturais pode ser feita para

o caso de diferentes estruturas magn�eticas que apresen�

tam fases moduladas incomensuravelmente� Em todos

os sistemas at�e aqui discutidos o que �e experimental�

mente observado �e a exist�encia de quebra de simetria

e o subseq�uente surgimento de um 	soft mode	 fazendo

com que a estrutura original 
fase normal� d�e lugar a

uma outra incomensur�avel em que a raz�ao da period�

icidade da nova estrutura modulada conforme j�a en�

fatizado anteriormente n�ao �e um m�ultiplo simples do

par�ametro de rede e sim um n�umero irracional� Na

maioria dos casos pode surgir uma outra TF denomi�

nada 	lock�in	 onde a fase incomensur�avel d�a lugar a

uma outra comensur�avel de baixa simetria onde a peri�

odicidade da estrutura modulada �e agora um m�ultiplo


n�umero racional� do par�ametro de rede inicial ou seja

nesta �ultima fase o vetor de onda que a caracteriza �e

uma fra�c�ao racional de um vetor da rede rec�iproca�

Dzyaloshinskii���� no seu cl�assico estudo sobre o

mecanismo de forma�c�ao de superestruturas helicoidais

em antiferromagnetos utilizou invariantes lineares na

express�ao de seu potencial termodin�amico bem como

uma hip�otese similar �aquela de McMillan�� � para a

minimiza�c�ao do referido funcional de tal maneira que

obteve como equa�c�ao resultante uma equa�c�ao de seno�

Gordon est�atica�

Um interessante estudo em torno de estruturas

solit�onicas que surgem em materiais magn�eticos 
ex�

CeSb� foi realizado por Bak e von Boehm���� ao anal�

isarem as fases moduladas de um 	modelo de Ising	�

Estes autores utilizaram tamb�em uma teoria de campo

m�edio 
tipo Ginzburg�Landau� e mostraram que a es�

tabilidade das fases comensur�aveis pode ser entendida

por interm�edio da teoria de paredes de dom�inio 
ou

#domain walls	 ou solitons�� O CeSb apresenta experi�

mentalmente uma s�erie de transi�c�oes entre fases comen�

sur�aveis� Eles utilizaram um funcional de energia livre

tipo Ginzburg�Landau e de�niram o par�ametro de or�

dem S���

�
r � que descreve uma onda de densidade de

spin�

S

�
r � � �����S���


�
r � exp���i


�

�
x�� 
���

De maneira similar aos casos discutidos nas se�c�oes

anteriores para a obten�c�ao de con�gura�c�oes est�aveis



de spins o funcional de densidade de energia livre

�e minimizado em rela�c�ao ao citado par�ametro de or�

dem� No caso unidimensional S���
x� a exemplo de

McMillan�� � �e assumido que pr�oximo �a fase comen�

sur�avel 
q � ��� � a amplitude do par�ametro de ordem

�e constante e a fase varia espacialmente tal que

S����
x� � A exp��i�
x�� 
���

e no caso de � constante as equa�c�oes �� e �� in�

dicam a fase comensur�avel do sistema� No caso em

que �
x� � �x surge a fase modulada com

S
x� � �����A exp
i�x� exp���i

�

�
x�� 
���

ou seja tem�se uma onda de densidade de spin incomen�

sur�avel com vetor de onda q � �
� �

�
�� � Neste modelo o

funcional de densidade de energia livre por unidade de

�area perpendicular a x pode ser escrito como

F �

Z
dxcA��

�

�


d�

dx
� ��� � v
� � cosp��� 
� �

com p � � � � J���J� v � �bA����J� e A� �

�b��
�J� � �J� � J�� onde c e b s�ao coe�cientes da ex�

pans�ao de Ginzburg�Landau enquanto J�e J� s�ao con�

stantes de intera�c�ao �

A exemplo de express�oes similares 
nas TF estru�

turais� o primeiro termo 
energia el�astica� na equa�c�ao

� favorece o vetor de onda incomensur�avel enquanto

o segundo termo 
energia 	Umklapp	� favorece a fase

comensur�avel� A competi�c�ao entre estes termos im�

plica no surgimento da TF 	lock�in	 no citado sis�

tema magn�etico� A fun�c�ao que minimiza a equa�c�ao

� satisfaz �a equa�c�ao de seno�Gordon 
ou do p�endulo

matem�atico� est�atica�

d���
dx�

���sen�� � � 
�!�

onde mais uma vez se pode comparar com a equa�c�ao

� da parte 
I� quando x� t �� � ���  e �� � v�

V Os Sistemas de Seno�Gordon

A utiliza�c�ao da equa�c�ao do p�endulo 
ou equa�c�ao de

seno�Gordon� dependente 
ou n�ao� do tempo em difer�

entes ramos da F�isica 
Part��culas Elementares Mat�eria

Condensada Eletrodin�amica Mec�anica Estat��stica ����

�e indicada atrav�es dos denominados sistemas de seno�

Gordon� Um bom exemplo �e aquele apresentado por

Steiner���� no estudo de uma cadeia ferromagn�etica

unidimensional com anisotropia planar em um campo

magn�etico H  descrita por uma s�erie de spins 
S� e

pela intera�c�ao de troca 
J� a quem o mencionado au�

tor fez corresponder um sistema din�amico formado por

um conjunto de N p�endulos restritos e mecanicamente

acoplados situados no mesmo plano vertical sendo m

a massa K a constante de acoplamento de cada um

deles e o potencial total �e devido �a gravidade G� Em

conseq�u�encia ele obteve como equa�c�ao de movimento

no limite cont�inuo uma equa�c�ao de Klein�Gordon n�ao

linear 
ou seno�Gordon dependente do tempo� que �e

uma equa�c�ao de campo invariante de Lorentz e onde

a velocidade da luz desempenha neste caso o papel

de velocidade de fase vo da excita�c�ao linear� Este

tipo de equa�c�ao apresenta geralmente tr�es distintas

solu�c�oes anal�iticas� ondas de spins 
excita�c�oes lin�

eares� solitons e 	breathers	 
solu�c�oes estendidas e

que s�ao excita�c�oes n�ao lineares� em que a �ultima se

caracteriza por pares soliton�antisoliton acoplados�

V�arios autores��������� t�em enfatizado o paralelismo

existente entre os formalismos que descrevem alguns

fen�omenos de mat�eria condensada e aqueles da F�isica

de part�iculas oriundo principalmente da similaridade

do comportamento do potencial termodin�amico de en�

ergia livre na vizinhan�ca de uma TF� Um caso exem�

plar �e aquele da TF de segunda ordem em que a citada

energia livre apresenta na sua parte homog�enea um po�

tencial tipo Ginzburg�Landau��� na forma

V 
�� � A j�j
�
�

�

�
B j�j

�

���

onde � �e um par�ametro de ordem ou um 	campo	� Os

coe�cientes para as formas apresentadas na Figura �

abaixo tem a seguinte depend�encia com a temperatura

relativa � � 
T � Tc��Tc com Tc sendo uma temper�

atura cr��tica A �� �A� e A� e B s�ao constantes�



Figura �	 Varia�c�ao do potencial em fun�c�ao de �	

Zurek 
����� indica que nas teorias de campo a ex�

press�ao �� para a energia potencial �e com freq�u�encia

postulada embora conforme estressam Aitchison e

Hey���� se possa justi�c�a�la pela aproxima�c�ao Gaus�

siana para temperaturas �nitas� Para o caso de baixas

temperaturas 
vide casos em F�isica da Mat�eria Conden�

sada� geralmente ela �e derivada atrav�es de uma aprox�

ima�c�ao de campo m�edio a partir de teoria microsc�opica

subjacente ao sistema estudado� Esta forma para V 
��

foi proposta em ���� por Ginzburg e Landau��� para

descrever fenomenologicamente a densidade de ener�

gia livre para um supercondutor� Este estudo envol�

vendo a propriedade de quebra de simetria no citado

material foi mais tarde generalizada na teoria de gauge

de Yang�Mills por v�arios autores�� � que renomearam

tal mecanismo por quebra de simetria espont�anea� Em

lugar dos pares de Cooper 
no caso dos materiais su�

percondutores� foi postulada a exist�encia de um campo

escalar � denominado campo de Higgs que satisfaz por

hip�otese �a de�ni�c�ao de V 
�� dada na express�ao ���

Em s�intese podemos sumariar a teoria de

Landau���� para a presente discuss�ao como um modelo

onde se explicita uma expans�ao do funcional de energia

livre em termos de pot�encias do par�ametro de ordem

em que os termos permitidos na mencionada expans�ao

s�ao aqueles selecionados por argumentos de simetria�

As TF s�ao classi�cadas levando�se em conta o compor�

tamento da transforma�c�ao de seu par�ametro de ordem

sob uma transforma�c�ao de simetria� logo pode�se de�

screver o par�ametro de ordem por meio de um campo

escalar �
x� e com a hip�otese de Landau para de�nir a

energia livre para o sistema em um espa�co de dimens�ao

D ou seja

c

Ff�
x�g �

Z
dDxf

�

�
A��
x� �

�

�
B��
x� � C�r�
x��� � h�
x�g 
���

d

onde A B e C s�ao coe�cientes fenomenol�ogicos da teo�

ria e h �e um campo externo� No caso em que h � �

tem�se a forma mais simples em que se admite a que�

bra de simetria espont�anea�

Finalmente �e interessante enfatizarmos que em al�

guns sistemas incomensur�aveis a exemplo de alguns j�a

discutidos na parte I �e poss�ivel introduzir�se uma ex�

press�ao lagrangeana para o estudo de modos coletivos

em tais estruturas e com isto obter�se como equa�c�ao

de movimento a citada equa�c�ao de Klein�Gordon n�ao

linear��!��

���

�x�
�

�

c�
���

�t�
���sen� � � 
���

onde podemos encontrar solu�c�oes do tipo � � �
s� em

que s � x � vt de tal maneira que a equa�c�ao �� �ca

reduzida �a conhecida equa�c�ao de seno�Gordon est�atica


ou equa�c�ao do p�endulo��

d��

ds�
���sen� � � 
���

onde �� � ���� e � � ��� 
v�c������� de tal maneira

que quando s � x obtemos a equa�c�ao � na parte I�

Estas solu�c�oes s�ao ondas de per�l permanente ou seja

ondas em que a velocidade de propaga�c�ao 	v	 �e con�

stante� A equa�c�ao �� mais uma vez rati�ca a grande

import�ancia de sua utiliza�c�ao na F��sica dos sistemas

incomensur�aveis�



VI Discuss�ao e Conclus�oes

Nesta segunda parte do projeto estendemos a nossa dis�

cuss�ao em torno de analogias envolvendo outros sis�

temas incomensur�aveis que s�ao tamb�em exemplos de

sistemas de seno�Gordon com o problema do p�endulo

matem�atico�

Um aspecto interessante neste estudo �e a com�

prova�c�ao da import�ancia da hip�otese de McMillan�� �


tamb�em introduzida por outros autores conforme

citado na parte I� que considera a amplitude do

par�ametro de ordem constante 
somente variando a

fase� na solu�c�ao anal�itica de express�oes para os potenci�

ais termodin�amicos que representam distintos sistemas

f�isicos e que apresentam TF estruturais ou magn�eticas�

Neste trabalho o nosso objetivo foi apreciar di�

daticamente o surgimento de equa�c�oes tipo seno�

Gordon est�atica 
ou equa�c�ao do p�endulo matem�atico�

que envolvem diferentes par�ametros 
para distintas

situa�c�oes f�isicas em sistemas incomensur�aveis� e que

podem ser associadas com algumas caracter�isticas

do problema pendular� �E claro que as analo�

gias mec�anicas envolvendo tais estruturas apresentam

muitas vezes di�culdades j�a explicitadas por outros

autores������������!������ quando se procura vincular

o 	espa�co de fase	 referente �as 	coordenadas	 de um

dado par�ametro de ordem com aquele espa�co de fase or�

din�ario da Mec�anica Cl�assica� A analogia ligando x� t

tem sido utilizada por v�arios autores tanto em proble�

mas de F�isica da Mat�eria Condensada������������!������

bem como em trabalhos de F�isica de Part�iculas����� No

presente caso a nossa discuss�ao foi bem mais simples

apesar de ser bastante interessante o fato de se discu�

tir paralelamente alguns diferentes sistemas incomen�

sur�aveis�

As �guras no texto ilustram par�ametros f�isicos e

equa�c�oes que podem 	interligar	 cada situa�c�ao f�isica

do sistema incomensur�avel com outras similares no

problema do p�endulo matem�atico� A Figura 
��

esbo�ca diversos arranjos multisolit�onicos para difer�

entes situa�c�oes desde o caso da onda plana incomen�

sur�avel 
m � �� at�e o regime monosolit�onico 
m � ���

A Figura 
�� mostra a varia�c�ao da dist�ancia inter�

solit�onica com o parametro m� A Figura seguinte 
��

apresenta a varia�c�ao da densidade solit�onica em ter�

mos de m� As Figuras 
�a e �b � ilustram bi e tridi�

mensionalmente a parte homog�enea do potencial ter�

modin�amico� A �ultima Figura 
�� apresenta a varia�c�ao

do potencial de Ginzburg�Landau em termos do campo


 para as fases de alta simetria 
A � �� e ordenada


A � ���

Finalmente na �ultima se�c�ao revisamos algumas

quest�oes b�asicas sobre os denominados sistemas de

seno�Gordon que se apresentam em distintos ramos da

F�isica e que utilizam para isto o formalismo de teo�

ria de campos onde o par�ametro de ordem do sistema

�e agora de�nido como sendo um campo� Apesar de

ser um 	approach	 bem mais geral do que o empre�

gado nas outras se�c�oes do nosso trabalho 
teoria de

campo m�edio� o mesmo guarda formalmente uma

forte semelhan�ca com os outros problemas discutidos�
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