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No estudo da transicdo de fase “lock-in” (incomensuravel-comensuravel) em alguns sistemas
incomensurdveis ( ferroelétricos, cristais liquidos ferroelétricos esméticos e ferromagnetos
incomensurdveis) tem sido fundamental as analogias mecénicas para a obtencéo de resulta-
dos analiticos e numéricos em torno de propriedades fisicas dos referidos materiais. Neste
trabalho prosseguimos com a discussao sobre essas analogias.

“Lock-in” (incommensurate-commensurate) phase transition has been studied in some in-
commensurate systems (like ferroelectrics, smectic ferroelectric liquid crystals and incom-
mensurate ferromagnetics) and mechanical anologies have been fundamental in order to get
numerical and analytical results about the physical properties of these materials. In this
work we carry on the discussion about these analogies.

I Introducao

Na primeira parte deste trabalho, que indicaremos por
(I), discutimos caracteristicas gerais de alguns sistemas
incomensuréveis[l], bem como aspectos matemaéticos
ligados ao formalismo elfptico—jacobiano e o modelo

[2], que conduz as equagoes tipo

de Ginzburg-Landau
seno-Gordon, envolvendo ondas de densidade de carga
(CDW) em alguns metais de transi¢do dicalcogena-
dos (ex. 2H — TaSes). Esses sistemas tém desper-
tado um grande interesse nos tultimos anos, em vista
de o surgimento de inimeros materiais em que uma
propriedade atémica local é modulada com um periodo
que nao é comensuravel com a rede subjacente, ou seja,
o comprimento de onda ”\” da modulacado nao é um
multiplo inteiro do pardmetro ”a” da célula unitaria
(A # n.a,n = 1,2,3...).

cional do cristal é perdida, pois no arranjo atomico que

Com isto a simetria transla-

caracteriza tal fase incomensuravel, dois atomos jamais
sdo deslocados pela mesma distancia a partir de suas
posicoes na fase nao distorcida (normal ou protétipa).

Este fato implica, também, na impossibilidade de se en-

contrar algum vetor de translagdo na rede que mapeie
o cristal nele mesmo, impossibilitando a sua descri¢ao
por quaisquer dos 230 grupos espaciais cristalograficos
tridimensionais. Apesar disso, o que se observa experi-
mentalmente na grande maioria desses ”cristais” é que
a periodicidade translacional da rede é, em geral, resta-
belecida quando o material atinge uma outra temper-
atura critica denominada transicio de fase [TF] ”lock-
in” (ou incomensurdvel-comensuravel) em que a mod-
ulagdo incomensuravel (A # n.a) é mudada para outra
comensuravel (A = n.a’) em que o parametro "a’” da
cela unitdria emergente é um maultiplo inteiro daquele
que caracteriza a fase normal, & temperatura mais el-
evada, isto é, ¢’ = n.a (n = 2,3,4....)[3]. Agora,
utilizando o mesmo ”background” tedrico da parte I
prosseguiremos com a mesma discussdo em torno de
analogias mecénicas envolvendo a equacao do péndulo
matematico, cuja solucao caracteriza o arranjo de de-
scomensuragoes (ou soliton de fase) nas mencionadas
estruturas incomensurdveis. Na se¢do (2) enfatizaremos
o fenémeno da ferroeletricidade nos materiais As BXy,

utilizando o modelo de Ginzburg-Landau para o estudo



de transicoes de fase. Na secdo seguinte os denomi-
nados cristais lfquidos ferroelétricos esméticos sao dis-
cutidos quando sao introduzidas contribuicoes de cam-
pos externos (elétrico ou magnético) na expressdo do
potencial termodindmico. Na se¢do (4) discutiremos
o surgimento da mencionada equacao em estruturas
magnéticas e na se¢do (5) fazemos um sumério em
torno de os denominados sistemas de seno-Gordon que
aparecem em diferentes dreas da Fisica. Finalmente,
na tultima secao, discutimos os principais resultados do

presente trabalho.

IT Ferroeletricidade

A partir da descoberta por Valasekd de propriedades
ferroelétricas do denominado ”sal de Rochelle”, grande
tem sido a atengdo dos fisicos em torno da pesquisa
do fenomeno da ferroeletricidade, em vista de sua
relevancia tecnolégica bem como pelos seus aspectos
tedricos fundamentais.

Os ferroelétricos sdo materiais que exibem um
momento de dipolo elétrico espontaneo, mesmo na
auséncia de um campo aplicado. A polarizacdo per-
manente pode ser mudada, e mesmo invertida, por
um campo elétrico. Varios sao os compostos in-
comensuraveis que apresentam esta propriedade, onde
a periodicidade da onda de modulagdo ndo é comen-
suravel com aquela apresentada pela rede cristalina nor-
mal. Uma familia bastante conhecida desses materi-
ais é a denominada AsBX, (com A = K,Rb,...;B =
Se,Zn,...;X = Br,0,Cl,...), que se caracteriza como
o maior grupo de ”cristais” isolantes onde se desta-
cam: Rb2ZnCly, K2SeOy, (NHy)2BeFy , pois sdo im-
portantes no estudo de memérias opticas, moduladores
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de luz, e outros dispositivos. Tais cristais apresentam
uma série de fases comensuraveis e incomensuraveis®.
Na maioria dos casos observa-se a transicao de fase de
alta temperatura (normal ou protétipa), onde a pro-
priedade ferroelétrica desaparece acima da temperatura
de transicdo (T;), para uma fase incomensuravel - mod-
ulada, unidimensionalmente, com um vetor de onda
o, € a seguir uma transi¢do "lock-in” (incomensuravel-
comensuravel) na temperatura (7,). Em alguns casos
surgem transicoes "lock-in” adicionais em temperaturas
criticas mais baixas. No caso do K»SeOy4, que é um
cristal ortorrémbico pseudo-hexagonal na sua fase nor-
mal com grupo espacial D%g(Pnam), o vetor de onda
de modulacao ¢, é aproximadamente um terco do ve-
tor da rede reciproca dirigida ao longo do eixo pseudo-
hexagonal, isto é ¢, = (1 — §)a*, onde a variagdo
continua do parametro 6 com a temperatura eviden-
cia, experimentalmente, o carater incomensuravel da
fase abaixo de T;. O Rby;ZnCly apresenta, experi-
mentalmente quatro fases: normal (D3} (Pnam), or-
torrémbica), incomensuravel (com ¢, = (1 — d)a*/3),
comensuravel ( C§, = Pna21,q, = a*/3, ortorrombica,
ferroelétrica) e comensurdvel (C4 = Alla, monoclinica,
ferroelétrica). No (NH,)aBeF, se apresentam, em
seqiiéncia, as fases: normal (Pnam), incomensurdvel
(Pn21) e comensuravel (ferroelétrica).

Os materiais ferroelétricos sdo indicados como os
andlogos elétricos de alguns ferromagnetos pois, a ex-
emplo desses tltimos, eles exibem um comportamento
ndo linear e o fenomeno de ”hysteresis”.

A teoria de Landau tem sido usada com sucesso
no estudo desses sistemas e, de acordo com varios
autores[G], é possfvel definir o funcional de densidade

de energia livre como
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onde @ é o pardmetro de ordem (complexo), a =
ao(T —T,) é o parametro de Landau que depende da
temperatura, enquanto os demais f3, k,y, o, sdo consid-
erados constantes positivas. Os dois primeiros termos,
na equacao 1, sdo aqueles tipicos da expansdo original
de Landau; o terceiro é o invariante gradiente de Lif-
shitz que, quando permitido pela simetria do cristal,
implica na existéncia de uma fase modulada espacial-
mente; 0 quarto termo representa a contribuicdo da
energia elastica, enquanto o quinto termo é a energia
"lock-in” [sendo n (par) a ordem de comensurabilidade]
que é definida como sendo do tipo ” Umklapp” de ordem
mais baixa permitida pelo grupo de simetria de ponto.
Os valores de n que caracterizam alguns desses mate-
riais tém sido definidos na literatura , a exemplo de :
(NHy)sBeFy (n =4); RbyZnCly e K25e04 (n = 6) e
[N(CHj3)4)ZnCly (n = 10).

A minimizacdo da equacdo 1 e a conseqiiente
aplicagdo da aproximagio de amplitude constante (vide
parte I ) implica num par de equagdes acopladas
de Euler-Lagrange do qual surge a equacao de seno-
Gordon estatica (ou equagao do péndulo), onde, @ =
Aexplig(x)], com A sendo a amplitude constante e a

fase ¢ variavel, ou seja,

d*
dx?

que é semelhante & equacdo do péndulo [equagio 5 em

+ A%seng, =0 (2)

(I)] quando utilizamos as transformacgoes: © — t; ¢, =
ng — 6 e in*ys 1A"2 — A?; conforme Figura 1 a

seguir.
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Figura 1. Arranjo multisolitonico (m=0,...1).

A primeira integral da equacdo 2 é

SA(52)? = Ly A" (cosgn 1) 3)
onde C é uma constante de integracao.

A partir da equacdo 3 pode-se calcular a distancia
inter-solitonica ”D”. Para isso utiliza-se, mais uma
vez, o calculo da integral eliptica completa de primeira
espécie K(m) onde m = k* é o pardmetro das inte-
grais elipticas e k é o denominado médulo das citadas

integrais, isto é,

D= %A1/24K(m) (4)

com A = k'/2(2yA"2)"1/2 e m = yA" 2C', con-

forme é notado na Figura 2.

Figura 2. Distancia intersolitonica versus m.

A largura “d” do soliton é obtida a partir do valor
maximo da derivada da fase na equacao 3 e, neste caso,

tem-se

_ 2w
Omax = (205712 = — (5)

e, a partir das expressoes 4 e 5, é possivel encontrar a
densidade solitonica (vide Figura 3), que é uma medida
da fracao volumétrica do cristal nas paredes de dominio
6]

incomensurgvell

d T
ng = —

D ~ 2K(m) (6)

Com a diminuicao de temperatura, a partir da fase

normal de alta simetria, a distancia inter-soliténica (D)
cresce, divergindo ao infinito quando m — 1, enquanto

a largura do soliton (d) tem uma dependéncia fraca com

(M-8

a temperatura I, Quando o sistema se aproxima



de sua transi¢do de fase "lock-in” (m — 1) a densi-
dade solitonica tende continuamente a zero e o vetor
de modulacdo médio tende ao valor comensuravel em
T. . Apesar da existéncia de limitagoes intrinsecas a
esta aproximacao na vizinhanca da mencionada temper-
atura critica ela, além de facilitar o trabalho analftico,
apresenta uma idéia do que ocorre experimentalmente
na Fisica das transicoes de fase nos citados materiais.
Neste problema, conforme enfatizamos na parte (I) a
densidade solitonica é, também, considerada como um

parametro de ordem.

Figura 3. Densidade solitonica versus m.

IIT Cristais Liquidos Esméticos

Os denominados cristais lfquidos ferroelétricos se car-
acterizam pela exibicdo de um momento de dipolo
espontaneo, mesmo na auséncia de um campo externo.
A propriedade ferroelétrica desaparece acima de certa
temperatura critica T;, a partir da qual o cristal é dito
estar no estado paraelétrico. Tais cristais liquidos pos-
suem moléculas quirais, ou seja, suas moléculas nao ap-
resentam simetria de reflexdo e possuem momento de

dipolo normal & direg@o do eixo longo de suas moléculas

organicas.
A nossa discussdo se restringird ao cristal
liquido ferroelétrico esmético quiral conhecido

por DOBAMBCOI-12]

decyloxybenzylidene-p’-amino-2-methylbutylcinnamate,

abreviacdo de 1-n-

o qual se apresenta em condi¢oes normais de temper-
atura e pressdo em uma fase esmética A (SmA) [car-
acterizada pelo alinhamento das moléculas em uma
direcao normal as camadas onde a distancia entre

as mesmas é, em geral, igual ao ”comprimento” das

moléculas] que é chamada de fase normal ou protétipa
e na qual ele se apresenta no estado paraelétrico.
A medida que a temperatura vai decrescendo o sis-
tema atingird uma temperatura de transi¢do (7; )
para uma fase mais ordenada denominada esmética
C quiral (SmC*) que é modulada incomensuravel-
mente em relacdo a fase normal. Se a temperatura
permanecer diminuindo o que se observa, experimen-
talmente, é que haverd uma nova temperatura critica de
transicdo (T, ) para a fase esmética C' (SmC) que é fer-
roelétrica e modulada, comensuravelmente, em relacio
a fase normal. Esta transicdo entre as fases SmC* e
SmC é também chamada ”lock-in” (incomensurdvel-
comensuravel) onde se diz que a mesma “restaura’
a periodicidade da rede cristalina (com um perfodo
multiplo do inicial).

Meyer, Liébert, Strzelecki e Keller[g], em 1975,
foram os precursores no uso de argumentos de sime-
tria mostrando que cristais lfquidos esméticos C* po-
dem exibir polarizagao elétrica espontanea no plano das
camadas esméticas e verificaram, experimentalmente,
a propriedade ferroelétrica no composto recém sinteti-
zado DOBAMBC'. No citado cristal liquido as tem-
peraturas criticas sdo: T; = 95°C' [ SmA — SmC*] e
T. =76°C [ SmC* — SmC ou ”lock-in"].

A mencionada fase esmética C* quiral é caracter-
izada por uma estrutura helicoidal, cujo ”pitch” de-
pende da temperatura e de campos aplicados. Nesta
fase o eixo molecular longo faz um angulo 6 com a nor-
mal & camada esmética e gira ao longo da dire¢ao nor-

mal formando a citada hélice.

Nos cristais liquidos ferroelétricos esméticos
(tipo DOBAMBC) a presenga de uma polarizagio
espontanea ( ou momento de dipolo elétrico por unidade
de volume) estd vinculada ao fato de as moléculas do
composto ndo possuirem centro de inversio ( elas sdo
nao-centro-simétricas) ndo apresentando simetria de re-
flexdo, o que caracteriza moléculas opticamente ativas

ou quirais.

Alguns diferentes potenciais termodindmicos, tipo
Ginzburg-Landau, para o estudo de transicoes de
fase podem ser aplicados ao estudo deste mate-
rial (DOBAM BC), sendo o denominado modelo ter-
modinamico generalizado aquele em que existe uma

melhor concordancia com os dados experimentais. Ele



(13]

foi introduzido por Zeks , no qual foi incluido um

termo de sexta ordem do angulo de ”tilt” (6) por Huang

[15] , inde-

e Viner[14] e, também, por Carlsson e Dahl
pendentemente.
Apesar de tais consideracoes nos restringiremos aqui

a discutir o denominado modelo simpliﬁcado[m] do po-

]

F= /d3r{A02 + B#* + %K[(

onde na fase SmC™ o eixo z é escolhido paralelo a nor-
mal & camada esmética. O campo elétrico é tomado
paralelo ao eixo x e a polarizagdo elétrica P estd no
plano paralelo a camada esmética. Na equacao 7 sao
desprezadas as dependéncias funcionais de = e y em 6
e ¢. O pardmetro de Landau A = A'(T — T,) tem
a dependéncia explicita com a temperatura, sendo T,
uma temperatura crftica, enquanto A', B, K, q,, X, it
sao, por hipétese, constantes.

De maneira similar aos calculos discutidos na secao
anterior, a estabilidade do sistema é obtida através
da minimizagdo da equacgdo 7 que conduz a um par
de equagdes de Euler-Lagrange nao lineares acopladas
em 6 e ¢. Para simplificar os cédlculos emprega-se,
novamente, a aproximacao de amplitude constantel17]
(neste caso 6 tem valor constante) de tal maneira que a
equagdo resultante é do tipo seno-Gordon estética (ou

equagdo do péndulo ), desta vez escrita como

d*¢
_ 2 o
T2 + A®cosp =0 (8)

onde foram utilizadas as transformacgoes:

A2 =F/0,u=qzeE = I’(‘;%E que pode ser
comparada com a equacao 5 de (I) quando u — t,
¢»—5—0.

A equacdo 8, que é similar aquelas ja explicitadas

anteriormente, indica a presenca de descomensuracoes
(ou solitons de fase) que caracterizam a fase incomen-
surdavel quiral SmC™, a qual terd o ”pitch” de sua es-
trutura helicoidal aumentado por um campo elétrico
critico E, e, em conseqiiéncia, ocorrerd uma transicao
de fase ”lock-in” para a fase ferroelétrica comensuréavel

SmC. No caso de uma transicdo de segunda ordem

tencial termodinamico, em que a polarizacdo elétrica
espontanea é acoplada a um campo elétrico aplicado F
paralelo ao plano da camada através de um termo pro-
porcional a —FE#fsen¢ , onde ¢ é um angulo azimutal
do eixo longo molecular. A energia livre é descrita por

d¢

)? +0%(== — ¢o)°] — xuEbseng} (7)

dz

(contfnua), o ”pitch” tende a um valor infinito no ponto
de transicdo (T, ) e o sistema reduz-se a um estado
monosolitonico (ou kink) de ¢ excitado na mencionada
fase esmética C' uniforme.

Uma situagao formalmente andloga surgird quando
ao sistema DOBAMBC ¢é aplicado um campo

18]-[19]  Neste caso escreve-

magnético externo HI
se a densidade de energia livre f em termos de um
parametro de ordem bidimensional & = (&,&) rela-
cionado ao diretor molecular n = (ng,ny,n.), tal que
&1 e & sdo as componentes do vetor de ”tilt” £, em que
& =ngn. e & = nyn.. Nas equagOes abaixo x define
a anisotropia diamagnética (positiva neste caso) e os
coeficientes fenomenolégicos a, b, k,0 sdo aqueles da ex-
pansdo de Ginzburg-Landau, onde somente o primeiro
é dependente da temperatura enquanto os demais, por

hipétese, sdo constantes positivas.

f=K+W+L 9)
onde
L e, de
K= Q’i[( dz )2+(dz ] (10)

é o termo de energia elastica;

L:&(gl% — 2%) (11)

é o invariante de Lifshitz e,

1 1 1
W=3S(a—xH)E + 508 + (&G +6)?° (12)

é a parte homogénea do mencionado potencial ter-
modinamico (vide Figuras 4a e 4b) onde estd explic-

itada a contribuicao do campo magnético externo H.
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Figura 4a. Linhas de contorno do potencial homogéneo
para a=1.25.

Figura 4b. Potencial W (&1, £2).

De maneira anéloga ao efetuado na equacao 7 a min-
imizacao da equacao 9 conduzird, novamente, a um par
de equacoes de Euler-Lagrange nao lineares acopladas,
cuja solucdo analitica pode ser obtida de forma aproxi-
mada quando se utiliza a hipotese de McMillan[1 7! ref-
erente a amplitude constante do parametro de ordem.
Em conseqiiéncia surgird uma nova equagao de seno-
Gordon estdtica, desta vez com uma dependéncia fun-

cional em termos do campo magnético:

2
d"¢»
dz?
onde A? = —yH?kd~? e em comparacio com a equacio

5 da parte (I) vé-se que z = t e 2 = 2¢ — 6.

+ A2sengy =0 (13)

IV Estruturas Magnéticas

Uma discussao paralela aquela empreendida por nés em

(I) e nas secOes anteriores deste trabalho, em torno

de transicoes de fase estruturais, pode ser feita para
o caso de diferentes estruturas magnéticas que apresen-
tam fases moduladas incomensuravelmente. Em todos
os sistemas até aqui discutidos o que é, experimental-
mente, observado é a existéncia de quebra de simetria
e o subseqiiente surgimento de um ”soft mode” fazendo
com que a estrutura original (fase normal) dé lugar a
uma, outra, incomensuravel, em que a razao da period-
icidade da nova estrutura modulada, conforme ja en-
fatizado anteriormente, ndo é um muiltiplo simples do
parametro de rede e sim um numero irracional. Na
maioria dos casos pode surgir uma outra TF denomi-
nada ”lock-in” onde a fase incomensurdvel da lugar a
uma outra comensuravel de baixa simetria onde a peri-
odicidade da estrutura modulada é agora um multiplo
(ntmero racional) do pardmetro de rede inicial, ou seja,
nesta udltima fase o vetor de onda que a caracteriza é

uma fracao racional de um vetor da rede reciproca.

Dzyaloshinskii[QO] no seu classico estudo sobre o
mecanismo de formagao de superestruturas helicoidais,
em antiferromagnetos, utilizou invariantes lineares na
expressao de seu potencial termodinamico bem como
uma hipdétese similar aquela de McMillan(17] para a
minimizacdo do referido funcional, de tal maneira que
obteve como equagdo resultante uma equacdo de seno-

Gordon estéatica.

Um interessante estudo em torno de estruturas
solitonicas que surgem em materiais magnéticos (ex.
CeSb) foi realizado por Bak e von Boehm(21l a0 anal-
isarem as fases moduladas de um ”modelo de Ising”.
Estes autores utilizaram, também, uma teoria de campo
médio (tipo Ginzburg-Landau) e mostraram que a es-
tabilidade das fases comensurédveis pode ser entendida
por intermédio da teoria de paredes de dominio (ou
"domain walls” ou solitons). O C'eSb apresenta experi-
mentalmente uma série de transicoes entre fases comen-
suraveis. Eles utilizaram um funcional de energia livre
tipo Ginzburg-Landau e definiram o parametro de or-
dem, 51/4(?), que descreve uma onda de densidade de

spin:

S(7) = 27128, 4(7) exp[QWi(im)] (14)

De maneira similar aos casos discutidos nas segoes

anteriores, para a obtencdo de configuragbes estaveis



de spins, o funcional de densidade de energia livre
é minimizado em relacao ao citado parametro de or-
dem. No caso unidimensional S;/4(7), a exemplo de
McMillan[17], é assumido que préximo & fase comen-
surdvel (¢ = 1/4 ) a amplitude do parametro de ordem

é constante, e a fase varia espacialmente tal que,

St1/4(x) = Aexp[tig(z)] (15)

e no caso de ¢ constante as equagoes 14 e 15 in-
dicam a fase comensuravel do sistema. No caso em

que ¢(z) = oz, surge a fase modulada com

S(z) =272 Aexp(idz) exp[27ri(i:r)] (16)

ou seja, tem-se uma onda de densidade de spin incomen-
suravel com vetor de onda ¢ = i + % Neste modelo o
funcional de densidade de energia livre por unidade de

area perpendicular a x pode ser escrito como

1,dé

_ 211,49
F—/da:cA [Q(d:n

comp =4, 0 = Ji/4J, v = —bA?/96J, e A =

3b=1(4J; — 2Jy — J); onde ¢ e b sdo coeficientes da ex-

pansdo de Ginzburg-Landau enquanto Jie J> sdo con-

8)? +v(l +cospp)]  (17)

stantes de interacao .

A exemplo de expressoes similares (nas TF estru-
turais) o primeiro termo (energia eldstica) na equagao
17 favorece o vetor de onda incomensuréavel, enquanto
o segundo termo (energia ”Umklapp”) favorece a fase
comensuravel. A competicdo entre estes termos im-
plica no surgimento da TF ”lock-in” no citado sis-
tema magnético. A fun¢do que minimiza a equagdo
17 satisfaz a equacdo de seno-Gordon (ou do péndulo

matematico) estatica:

d?> ¢,

dx?
onde, mais uma vez, se pode comparar com a equacio
5 da parte (I) quando z — t, ¢y =4 — 0 e A2 = v.

+ A2sengy =0 (18)

V Os Sistemas de Seno-Gordon

A utilizagdo da equacdo do péndulo (ou equagdo de
seno-Gordon) dependente (ou ndo) do tempo em difer-
entes ramos da Fisica (Particulas Elementares, Matéria

Condensada, Eletrodinamica, Mecanica Estatistica, ...)

¢ indicada através dos denominados sistemas de seno-
Gordon. Um bom exemplo é aquele apresentado por
Steiner?2l no estudo de uma cadeia ferromagnética
unidimensional com anisotropia planar em um campo
magnético H, descrita por uma série de spins (S) e
pela interacao de troca (J), a quem o mencionado au-
tor fez corresponder um sistema dinamico formado por
um conjunto de N péndulos restritos e mecanicamente
acoplados, situados no mesmo plano vertical, sendo m
a massa, K a constante de acoplamento de cada um
deles e o potencial total é devido a gravidade G. Em
conseqiiéncia ele obteve como equacdo de movimento,
no limite contfnuo, uma equacao de Klein-Gordon nao
linear (ou seno-Gordon dependente do tempo) que é
uma equacdo de campo invariante de Lorentz e onde
a velocidade da luz desempenha, neste caso, o papel
de velocidade de fase v, da excitacdo linear. Este
tipo de equacao apresenta, geralmente, trés distintas
solugdes analiticas: ondas de spins (excitagoes lin-
eares), solitons e ”breathers” (solugoes estendidas e
que sdo excitagbes ndo lineares), em que a ultima se

caracteriza por pares soliton-antisoliton acoplados.

Vérios autores/231-129] t¢m enfatizado o paralelismo
existente entre os formalismos que descrevem alguns
fenomenos de matéria condensada e aqueles da Fisica
de partfculas oriundo, principalmente, da similaridade
do comportamento do potencial termodinamico de en-
ergia livre na vizinhanga de uma TF. Um caso exem-
plar é aquele da TF de segunda ordem em que a citada
energia livre apresenta na sua parte homogénea um po-

tencial tipo Ginzburg—Landau[Q] na forma

V(o) = Alof + 5Bol" (19)

onde ¢ é um parametro de ordem ou um ”campo”. Os
coeficientes para as formas apresentadas na Figura 5
abaixo tem a seguinte dependéncia com a temperatura
relativa € = (T — T¢)/T¢, com T, sendo uma temper-

atura critica, A =2 A’ e A’ e B sdo constantes.
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Figura 5. Variacao do potencial em fung¢do de ¢.

Zurek (1996) indica que nas teorias de campo a ex-
pressdo 19 para a energia potencial é com freqiiéncia
postulada embora, conforme estressam Aitchison e
Hey[%], se possa justificd-la pela aproximacido Gaus-
siana para temperaturas finitas. Para o caso de baixas
temperaturas (vide casos em Fisica da Matéria Conden-
sada) geralmente ela é derivada através de uma aprox-
imacao de campo médio, a partir de teoria microscépica

subjacente ao sistema estudado. Esta forma para V' (¢)

foi proposta, em 1950, por Ginzburg e Landau/? para
descrever, fenomenologicamente, a densidade de ener-
gia livre para um supercondutor. Este estudo envol-
vendo a propriedade de quebra de simetria no citado
material foi mais tarde generalizada na teoria de gauge
de Yang-Mills, por varios autores/27] que renomearam
tal mecanismo por quebra de simetria espontanea. Em
lugar dos pares de Cooper (no caso dos materiais su-
percondutores) foi postulada a existéncia de um campo
escalar ¢ denominado campo de Higgs que satisfaz, por
hipétese, a definigdo de V(¢) dada na expressao 19.

Em sintese podemos sumariar a teoria de

Landau[%]

, para a presente discussao, como um modelo
onde se explicita uma expansdo do funcional de energia
livre em termos de poténcias do parametro de ordem,
em que os termos permitidos na mencionada expansao
sao aqueles selecionados por argumentos de simetria.
As TF séo classificadas levando-se em conta o compor-
tamento da transformacao de seu parametro de ordem
sob uma transformacio de simetria. logo pode-se de-
screver o parametro de ordem por meio de um campo
escalar ¢(x) e com a hipétese de Landau para definir a
energia livre para o sistema em um espaco de dimensao

D, ou seja

Flo(@)) = [ dPe(3A6%@) + 1Bo' (@) + CIVH@)F — ho(a) (20)

onde A, B e C' sao coeficientes fenomenoldgicos da teo-
ria e h é um campo externo. No caso em que h = 0
tem-se a forma mais simples em que se admite a que-
bra de simetria espontanea.

Finalmente, é interessante enfatizarmos que em al-
guns sistemas incomensuraveis, a exemplo de alguns ja
discutidos na parte I, é possfvel introduzir-se uma ex-
pressdo lagrangeana para o estudo de modos coletivos
em tais estruturas e com isto obter-se como equacao
de movimento a citada equacdo de Klein-Gordon nao
linear28:

2 2
o9 _109 _ A?seng =0 (21)
ox? ¢ Ot?

onde podemos encontrar soluces do tipo ¢ = ¢(s), em

que s = x — vt, de tal maneira que a equacao 21 fica
reduzida & conhecida equacdo de seno-Gordon estética

(ou equagdo do péndulo):

327(5 + A%seng = 0 (22)
onde A2 = —A%y ey =[1—(v/c)*]~"/2, de tal maneira
que quando s — z obtemos a equacao 5 na parte I
Estas solucoes sao ondas de perfil permanente, ou seja,
ondas em que a velocidade de propagacao ”"v” é con-
stante. A equacdo 22 mais uma vez ratifica a grande
importancia de sua utilizacao na Fisica dos sistemas

incomensuraveis.



VI Discussao e Conclusoes

Nesta segunda parte do projeto estendemos a nossa dis-
cussao em torno de analogias envolvendo outros sis-
temas incomensuraveis, que sao também exemplos de
sistemas de seno-Gordon, com o problema do péndulo
matematico.

Um aspecto interessante neste estudo é a com-
provacao da importancia da hipdtese de McMillan[17)
(também introduzida por outros autores conforme
citado na parte I) que considera a amplitude do
pardmetro de ordem constante (somente variando a
fase) na solucio analitica de expressoes para os potenci-
ais termodinamicos que representam distintos sistemas
fisicos e que apresentam TF estruturais ou magnéticas.

Neste trabalho o nosso objetivo foi apreciar, di-
daticamente, o surgimento de equacgdes tipo seno-
Gordon estatica (ou equacdo do péndulo matemético)
que envolvem diferentes parametros (para distintas
situagoes fisicas em sistemas incomensurdveis), e que
podem ser associadas com algumas caracteristicas
do problema pendular. E claro que as analo-
gias mecanicas envolvendo tais estruturas apresentam
muitas vezes dificuldades ja explicitadas por outros

autores! 101-[12],[18]-[19]

quando se procura vincular
o 7espaco de fase” referente as ”coordenadas” de um
dado parametro de ordem com aquele espago de fase or-
dindrio da Mecanica Cléssica. A analogia ligando x — ¢
tem sido utilizada por varios autores tanto em proble-
mas de Fisica da Matéria Condensadalt01-[121,[18]-19]
bem como em trabalhos de Fisica de Particulas/23. No
presente caso a nossa discussdo foi bem mais simples
apesar de ser bastante interessante o fato de se discu-
tir paralelamente alguns diferentes sistemas incomen-
suraveis.

As figuras no texto ilustram pardmetros fisicos e
equacdes que podem ”interligar” cada situacdo fisica
do sistema incomensurdvel com outras similares no
A Figura (1)
esboca diversos arranjos multisolitonicos para difer-

problema do péndulo matematico.

entes situacoes, desde o caso da onda plana incomen-
surdvel (m = 0) até o regime monosolitonico (m = 1).
A Figura (2) mostra a variacio da distdncia inter-
soliténica com o parametro m. A Figura seguinte, (3),
apresenta a variacdo da densidade solitonica em ter-

mos de m. As Figuras (4a e 4b ) ilustram bi e tridi-

mensionalmente a parte homogénea do potencial ter-
modinamico. A ultima Figura, (5), apresenta a variacao
do potencial de Ginzburg-Landau em termos do campo
( para as fases de alta simetria (4 > 0) e ordenada
(A <0).

Finalmente, na tltima secao, revisamos algumas
questoes basicas sobre os denominados sistemas de
seno-Gordon que se apresentam em distintos ramos da
Fisica, e que utilizam para isto o formalismo de teo-
ria de campos onde o parametro de ordem do sistema
é agora definido como sendo um campo. Apesar de
ser um ”approach” bem mais geral do que o empre-
gado nas outras secoes do nosso trabalho (teoria de
campo médio), o mesmo guarda, formalmente, uma

forte semelhanca com os outros problemas discutidos.
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