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Utilizamos a difra�c�ao de um LASER para estudar a desordem em uma rede de difra�c�ao� Este
problema �e an�alogo ao efeito Debye	Waller
 sobre a difra�c�ao de raios X em cristais onde a
desordem �e devida a vibra�c�oes t�ermicas descorrelacionadas� Fizemos medidas quantitativas

adaptando equipamentos dispon��veis em nosso laborat�orio de gradua�c�ao
 como um tra�cador
gr�a�co �plotter�
 uma c�elula fotoel�etrica de calculadora e um mult��metro com interface para
computador� As medidas foram analisadas com a ajuda de diagramas fasoriais�

We analyze the eect of disorder in a slit array upon the resulting LASER diraction pat	
tern� This problem is analogous to the Debye	Waller eect
 which applies to X	ray scattering
by crystals
 where disorder is due to uncorrelated thermal vibrations� We have made quan	
titative measurements
 using equipment available at our graduate laboratory
 as a plotter

a calculator solar cell and a multimeter with a computer interface� The measurements were
analyzed with the aid of phasorial diagrams�

I� Introdu�c�ao

As propriedades dos materiais est�ao estreitamente

associadas �a con�gura�c�ao de seus elementos constitu	

intes� Um exemplo cl�assico �e a enorme diferen�ca en	

tre o diamante e o gra�te
 apesar de sua constitui�c�ao

id�entica� Por isto
 uma boa parte dos f��sicos
 qu��micos e

engenheiros se dedica a um grande n�umero de t�ecnicas

de determina�c�ao estrutural� Estas t�ecnicas podem ter

uma resolu�c�ao local
 como por exemplo nas micro	

scopias ��optica
 eletr�onica
 tunelamento
 for�ca at�omica�

ou podem ser delocalizadas
 trabalhando no espa�co

rec��proco� Neste caso
 citamos principalmente o es	

palhamento de raios X
 de n�eutrons
 de luz ou de on	

das mecanicas� A difra�c�ao de luz se apresenta como

o prot�otipo destas v�arias t�ecnicas de espalhamento


pela sua f�acil implementa�c�ao
 observa�c�ao e an�alise�

O quadro comum a todas as t�ecnicas citadas �e a

utiliza�c�ao de uma onda incidente �idealmente plana

monocrom�atica� e a medida angular da intensidade es	

palhada �idealmente de forma el�astica� por um meio

heterog�eneo� Em condi�c�oes geom�etricas apropriadas a

uma an�alise em termos de ondas planas �fonte e dete	

tor distantes�
 o problema se reduz ao estudo de trans	

formadas espaciais de Fourier
 com vetor de onda de

m�odulo q�D � ���� sen��� �� �e o comprimento de

onda utilizado e � o �angulo do espalhamento� �E a regra

usual para o espalhamento de luz
 n�eutrons e raios X�

No caso cl�assico da difra�c�ao de Fraunhoer por uma

m�ascara plana perpendicular ao feixe incidente
 o ve	

tor de onda tem a forma q�D � ����sen�� A difra�c�ao

de luz apresenta ainda a vantagem de permitir a apre	

cia�c�ao visual imediata do espalhamento a um baixo

custo� Al�em disso
 as principais diferen�cas entre as

t�ecnicas citadas s�ao a faixa de resolu�c�ao e forma de in	

tera�c�ao da radia�c�ao com a amostra� A difra�c�ao de raios

X tem resolu�c�ao at�omica e molecular ����� a ��nm�


enquanto a intera�c�ao se d�a principalmente com as nu	

vens eletr�onicas dos �atomos� J�a os n�eutrons interagem

magneticamente com os spins nucleares e tem resolu�c�ao



intermedi�aria ��� a �OOnm�� Os f�otons de um LASER

interagem eletricamente com o meio
 em fun�c�ao da po	

larizabilidade local� Assim
 o espalhamento �optico �e

muito sens��vel a estruturas que apresentem varia�c�ao

espacial ���� a ���nm� no ��ndice de refra�c�ao
 como

as dispers�oes de macromol�eculas �prote��nas
 agregados


g�eis
 microemuls�oes
 sistemas cr��ticos
 etc��� A analo	

gia entre difra�c�ao e espalhamento pode ser tomada a

partir do princ��pio de Huygens
 que considera cada

ponto aberto de uma m�ascara �frente de onda� como um

foco espalhador� Neste caso a difra�c�ao de Fraunhoer

corresponde a uma transformada de Fourier bidimen	

sional do plano	m�ascara� Se a m�ascara tiver simetria de

transla�c�ao cont��nua em uma dada dire�c�ao
 como no caso

de fendas
 a transformada s�o ser�a relevante na dire�c�ao

perpendicular�

Os princ��pios b�asicos da difra�c�ao �optica de Fraun	

hoer como o princ��pio de Huygens e a equival�encia

com transformadas de Fourier s�ao apresentados nos

livros de f��sica geral e �optica para a gradua�c�ao ����

�E tamb�em comum o contato experimental dos estu	

dantes de gradua�c�ao com redes de difra�c�ao� Neste tra	

balho realizamos uma variante da experi�encia cl�assica

de difra�c�ao por uma rede de fendas id�enticas
 igual	

mente espa�cadas� A variante consiste em introduzir um

certo grau de aleatoriedade no espa�camento da rede� A

motiva�c�ao para esta realiza�c�ao se encontra na analo	

gia com a determina�c�ao de estruturas cristalinas por

espalhamento de raios X
 considerando efeitos t�ermicos

�f�onons� e defeitos que modulam as posi�c�oes at�omicas�

As modi�ca�c�oes na difra�c�ao
 conhecidas como efeito

Debye	Waller e difra�c�ao difusa
 s�ao descritas em alguns

livros de teoria do estado s�olido para os �ultimos anos

da gradua�c�ao ���
 mas raramente s�ao calculadas neste

n��vel� Estes efeitos fornecem importantes informa�c�oes

sobre as for�cas interat�omicas e defeitos cristalinos� O

trabalho experimental apresentado aqui
 permitir�a um

entendimento dos efeitos b�asicos da desordem sobre a

difra�c�ao
 a n��vel intermedi�ario de gradua�c�ao em f��sica�

A seguir
 descreveremos a montagem utilizada e as me	

didas realizadas� Finalmente
 analisaremos o efeito da

desordem
 sublinhando uma analogia entre diagramas

fasoriais e a estat��stica de pol��meros�

II� Montagem Experimental

Foi utilizado um LASER polarizado de HeNe

������
�nm� de ��mW de pot�encia �Uniphase Mod	

elo ����P�� Uma lente de forte converg�encia �f���mm�

abre o feixe
 inicialmente com �
��mm
 at�e atingir um

diametro efetivo de �cm sobre uma segunda lente de

menor converg�encia �f����mm�
 a cerca de ��cm da

primeira� A rede de difra�c�ao �e colocada logo ap�os a

segunda lente
 que por sua vez converge lentamente

o feixe para um detetor colocado a ���cm de distan	

cia da rede� Desta forma
 o grau de converg�encia

do feixe �� ��mrad
 �e pequeno o su�ciente para

justi�car a aproxima�c�ao de Fraunhoer� O detetor

foi montado a partir de uma c�elula fotoel�etrica re	

condicionada de uma calculadora comum
 com uma

m�ascara de abertura �� � � �� �mm�� A c�elula foi �x	

ada no carro de um tra�cador gr�a�co �plotter� de modo

a aproveitar a varredura temporal para a leitura da

difra�c�ao �Figura ��� A tens�ao da c�elula pode ser lida

pelo pr�oprio tra�cador
 gerando um gr�a�co da difra�c�ao

���� Utilizamos uma aquisi�c�ao por computador via um

mult��metro Keithley modelo ���� Desta forma
 obtive	

mos arquivos com ��� pontos representando a intensi	

dade da difra�c�ao a intervalos de �
���mm�

As redes foram fotografadas em negativos �procedi	

mento indicado em ap�endice� e feitas a partir de gr�a�cos

em barra
 com um gerador de n�umeros aleat�orios uni	

formes entre � e �
 RND
 modulando a posi�c�ao das n

barras�

xn � a � �n� r �RND� ���

Assim
 foram feitas � redes de �� barras com des	

ordem r��� �
�� �
�� �
�� �
�� e �
�� O espa�camento

m�edio �nal das barras a���������m e sua largura

b��������m foi medido com o aux��lio de um v��deo	

microsc�opio� Na Figura � reproduzimos o conjunto de

redes utilizadas�

A vari�ancia na posi�c�ao de cada fenda pode ser facil	

mente calculada�

	� �
 x�n� 
 xn �
���

a�r�

��
���



Figura �
 Esquema da montagem experimental para as medidas
 FE e L s�ao lentes� A seta sobre o plotter indica o sentido
do movimento�

Figura �
 Conjunto de redes utilizadas� O valor da desordem r �eq� �� esta indicado em forma de porcentagem�

III� Calibra�c�ao do Detetor

As fotoc�elulas de sil��cio t�em uma curva de resposta

quase logar��tmica� Esta propriedade lhes confere a ca	

pacidade de ser utilizadas como fonte de tens�ao em

diversas condi�c�oes de ilumina�c�ao
 sem alterar apreci	

avelmente sua resposta� Ao mesmo tempo
 sua faixa

din�amica de resposta se torna extremamente ampla


permitindo uma resolu�c�ao inacess��vel a detetores lin	

eares� Fizemos uma curva de calibra�c�ao para o nosso

detetor
 com o aux��lio de um fot�ometro Newport


um LASER HeNe
 e um par de polarizadores Glan	

Thompson
 tomando o cuidado de manter a polariza�c�ao

constante sobre a fotoc�elula� A curva de resposta est�a

reproduzida na Figura �� A tens�ao varia suavemente

para uma ampla faixa de intensidades�



Figura �
 Curva de calibra�c�ao para a celula fotovoltaica utilizada�

IV� Resultados Experimentais

Os difratogramas obtidos est�ao representados nas

Figuras � e �
 em escala linear e semi	logar��tmica� A

distribui�c�ao de intensidades para a rede ideal com N

fendas de largura b e espa�camento a
 a uma dist�ancia

R do detetor
 que varre a coordenada y
 �e dada por

I � I�

�
sen�Nqa���

sen�qa���

��
�

�
sen�qb���

qb��

��
� ���

onde q �� ��
�
y
R �e o vetor de onda do espalhamento sendo

que o primeiro quadrado �e devido �as interfer�encias en	

tre fendas e oscila rapidamente� O segundo quadrado

�e a envolt�oria de difra�c�ao das fendas individuais� Esta

distribui�c�ao idealizada de intensidades deve ainda ser

convolu��da pela abertura na m�ascara da fotoc�elula que


no nosso caso
 alarga os picos em torno de � canais

�aquisi�c�oes sucessivas��

O primeiro difratograma �r � �� pode ser anal	

isado nestes termos� Nos demais
 notamos que
 pro	

gressivamente
 os m��nimos de interfer�encia aumentam

e os m�aximos diminuem
 enquanto a difra�c�ao persiste�

Este resultado tem uma an�alise qualitativa simples
 em

termos do limite de desordem absoluta� Neste limite


as difra�c�oes de fendas individuais se superp�oem com

fases aleat�orias
 gerando um padr�ao m�edio
 sem inter	

fer�encias de�nidas� Note
 no entanto
 que mesmo para a

maior desordem considerada �r��
��
 um espa�camento

m�edio da rede ainda pode ser de�nido
 o que se traduz

num claro discernimento dos primeiros m��nimos em

torno do pico central de interfer�encia�

�E possivel desenvolver uma an�alise quantitativa


considerando o m�etodo de Patterson ���
 que consiste

em calcular a transformada de Fourier para a fun�c�ao de

correla�c�ao das fendas� A seguir
 desenvolveremos uma

an�alise alternativa
 que coloca em evid�encia as proprie	

dades geom�etricas das somas fasoriais que comp�oem o

campo�



Figura �
 Difratogramas obtidos em escala linear� As curvas tracejadas correspondem aos modelos teoricos desenvolvidos
para os maximos e m�nimos de intensidade�

Figura �
 Os mesmos difratogramas exibidos na Fig� �� em escala semi�logar�tmica�



V� Fasores e Pol��meros

Desejamos tirar proveito da representa�c�ao complexa

para o campo el�etrico� Uma vez que o campo total �e

dado pela soma de contribui�c�oes individuais
 esta rep	

resenta�c�ao gera uma soma de vetores no plano com	

plexo� Como o angulo de cada vetor �e dado pela fase

instant�anea do campo
 estaremos tratando de diagra	

mas fasoriais
 onde nos interessa calcular a dist�ancia

ponta a ponta de um pol��mero fasorial�

Consideremos o campo el�etrico resultante no dete	

tor com o aux��lio de diagramas fasoriais para a rede

regular� A Figura � representa uma s�erie de diagramas

em v�arias situa�c�oes�

a� A ilumina�c�ao direta
 em y��
 tem a maior soma

poss��vel
 pois todas as contribui�c�oes est�ao em fase� A

soma �e N vezes a contribui�c�ao de cada elemento ou

fenda�

b� Rela�c�ao de interferencias� Levemente fora do cen	

tro
 cada fenda contribui com uma defasagem de � �� qa

em rela�c�ao �a fenda anterior� Pode	se veri�car
 usando

a nota�c�ao complexa
 que a resultante agora �e dada por

sen�N�����sen������

c� Efeito da difra�c�ao� No pr�oximo m�aximo de in	

terfer�encia
 � � ��
 mas
 ao longo de cada fenda
 a

fase varia continuamente� isto aparece como um arco de

comprimento unit�ario� Devemos considerar uma com	

posi�c�ao de N secantes de comprimento L � sen�qb��qb


cuja soma �e NL�

d� �E f�acil perceber que no segundo m�aximo de

difra�c�ao
 as secantes t�em comprimento L � �����

e� Efeito da desordem sobre os m�aximos de in	

terfer�encia� Consideremos agora os m�aximos de in	

terfer�encia de ordem i que ocorrem para N fasores

de comprimento L� A inclus�ao da desordem �� �

��qa�r �RND� torna os fasores semelhantes a pol��meros

na presen�ca de um campo �o fator de desordem
 r


tem um papel semelhante ao da temperatura para um

pol��mero feito de dipolos na presen�ca de um campo�� A

soma m�edia ser�a ent�ao facilmente calcul�avel como

NL 
 cos���� ��
NLsen�qar���

qar��
���

Note que a redu�c�ao corresponde ao fator de difra�c�ao por

uma fenda de largura a �r� Uma forma alternativa de se

chegar a este resultado �e considerar que cada fenda se

encontra virtualmente convolu��da pelo ru��do aplicado


e utilizar o teorema da convolu�c�ao de Fourier�

f� Efeito da desordem sobre os m��nimos de in	

terfer�encia� De forma semelhante
 os m��nimos inter	

medi�arios da interfer�encia
 ao inv�es de resultarem de um

cancelamento exato
 ter�ao agora uma soma m�edia dada

pelas �utua�c�oes� Consideremos a resultante de cada par

de fasores com tamanho L� � �Lsen������� O valor

m�edio �e nulo� No entanto
 o seu valor quadr�atico m�edio


respons�avel pela intensidade medida
 ser�a �nito� As	

sim
 o comprimento quadr�atico m�edio �dist�ancia ponta

a ponta do pol��mero fasorial� ser�a


 �N���L
�
� ����� L 
 �Nsen������� ����� L

�
N

�� sen�qar���

qar��

����
���

Figura �
 Diagramas de fasores auxiliares para a visualiza�c�ao do campo eletrico resultante no detetor�



VI� Discuss�ao

O efeito Debye	Waller �e calculado como uma

diminui�c�ao da intensidade nos picos de espalhamento

de raios X por um fator e��W com W � q�	�
 onde

	� �e a vari�ancia da posi�c�ao m�edia dos �atomos da rede

cristalina ���� Este fator �e an�alogo ao que foi calcu	

lado neste artigo
 se considerarmos a difra�c�ao por uma

distribui�c�ao gaussiana de posi�c�oes
 ao inv�es de uma

distribui�c�ao retangular �experimente calcular a inten	

sidade a partir de ��� e ���� use uma expans�ao em

s�erie de Taylor para comparar com e��W �� Tal dis	

tribui�c�ao �e esperada para potenciais harm�onicos
 pela

lei de Boltzmann� Assim
 uma medida do efeito Debye	

Waller permite obter o grau de desordem da rede� Igua	

lando a energia t�ermica �a energia el�astica �teorema da

equiparti�c�ao�
 obteremos equivalentemente a constante

el�astica das for�cas interat�omicas�

K � kBT�	
� ���

A redu�c�ao dos m�aximos de intensidade devido �a des	

ordem foi calculada supondo que todas as con�gura�c�oes

poss��veis ocorram� Como lidamos com um n�umero

pequeno de fendas �N����
 as �utua�c�oes estat��sticas

tornam	se importantes
 e os nossos c�alculos para os

m�aximos de intensidade s�o t�em sentido para q�	� � N 


ou seja
 na regi�ao pr�oxima �a origem� No c�alculo da

intensidade m��nima m�edia
 levamos em considera�c�ao

expl��cita o valor das �utua�c�oes devidas ao n�umero �nito

de fendas� Assim
 desenhamos junto aos gr�a�cos exper	

imentais a fun�c�ao de intensidade m��nima completa
 mas

apenas a parte central de intensidade m�axima
 isto �e


apenas enquanto esta �e superior �a intensidade m��nima�

Nota	se que os m��nimos observados �pelo menos nos

primeiros gr�a�cos� s�ao mais intensos que os calcula	

dos� Atribu��mos este efeito �a convolu�c�ao realizada pela

m�ascara do detetor� Observamos ainda um alarga	

mento da difra�c�ao nos gr�a�cos inferiores� Este efeito

�e devido �a diferen�ca de largura das fendas decorrente

do processo fotogr�a�co� De forma geral vemos repro	

duzida a estrutura em lobos da intensidade m��nima

e estreitamento geral da regi�ao de interfer�encias para

�q � �	����

VII� Conclus�oes

Este trabalho teve como objetivo investigar o efeito

da desordem sobre redes de difra�c�ao� Ele permite clar	

i�car aspectos gerais das t�ecnicas de espalhamento e

chegar a resultados quantitativos
 com experimentos e

an�alises acess��veis a alunos de f��sica a n��vel de grad	

uac�ao�

VIII� Ap�endice� Realiza�c�ao dos Diapositivos

O conjunto de fendas foi impresso a laser ���� dpi�

em uma folha de tamanho A�
 obtendo excelente con	

traste e homogeneidade�

Para a fotogra�a
 utilizamos o �lme Kodalith c�

Orto ��� Tipo � �ASA ��
 que reunia caracter��sticas

ideais como boa resolu�c�ao das imagens e alto contraste

claro	escuro� Para a revela�c�ao
 utilizamos a f�ormula D	

��
 que tem como ponto forte a de�ni�c�ao� As exposi�c�oes

foram feitas de acordo com a montagem mostrada na

Figura �� A ilumina�c�ao foi dada por dois spots con	

tendo l�ampadas Foto�ood de ���W� A homogeneidade

foi garantida utilizando	se um fot�ometro manual�

Figura �
 Montagem utilizada na confec�c�ao dos diaposi�
tivos�

Na exposi�c�ao
 colocamos a abertura variando entre

f � a f ��� e velocidade entre � �S a � �S�

O processo de revela�c�ao teve os seguintes valores

t��picos na dura�c�ao de cada etapa�

Banho Revelador � � � minutos
Banho Interruptor � � minuto
Banho Fixador � minutos

Banho em �Agua � minutos
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