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Nesta nota de divulgacao exibimos um exemplo de func¢ao que é continua em toda a reta
real mas que nao possui derivada em ponto algum de seu dominio. Seu grafico é, portanto,

uma curva continua sem tangente. Tais objetos modelam matematicamente o importante

movimento browniano.

In this paper we show an example of a function that is continous in R, but does not have
derivatives at any point. Its graph is thus a continous curve without tangent. The Brownian
movement can be modeled using these functions.

1. Introducao [1]

As funcoes usualmente utilizadas no calculo elemen-
tar sao derivdvers a menos de alguns pontos excep-
cionais, que, de um modo geral, sao 1solados. Por exem-
plo, a funcdo f: R — R, onde f(x) = |#|, é derivavel
em toda a reta exceto no ponto z = 0.

E concebivel pensar que se uma funcao é continua,
os pontos onde ela nao é derivavel formam um “con-
junto insignificante”. E diffcil de imaginar uma fun¢ao
que seja continua e que nao tenha derivada em ponto
algum de seu dominio. Ou seja, fungoes continuas cujos
graficos nao tém tangente em ponto algum.

A idéia de curva continua sem tangente, por exem-
plo, uma curva constituida sé de “pontos angulosos”,
nao condiz bem com a nossa intui¢ao geométrica e se-
ria de se esperar que um tal objeto, na hipdtese de sua
existéncia, nao passasse de um ente que vive apenas
nas cabecas dos matematicos, sem utilidade no mundo
fisico. Duplo engano nosso. Tais objetos, as funcdes
continuas que nao tém deriwada em ponto algum, nao
apenas existem como ha um tipo importante de movi-
mento, denominado movimento browniano, cuja tra-

jetéria é modelada matematicamente por uma curva

continua sem tangente.

Em 1827, o botanico inglés Robert Brown (1773-
1858), investigando o processo de fertilizacdo de uma
certa flor, notou, ao microscépio, que os graos de
polen em suspensao na agua apresentavam um rapido
Em 1905, Albert Ein-

stein (1879-1955), escreveu um trabalho decisivo sobre o

movimento desordenado [4].

movimento browniano. Finalmente, na década de 20, o
matematico americano Norbert Wiener (1894-1964) ini-
ciou uma teoria matematica do movimento browniano.
Wiener deu uma interpretagao precisa a idéia de “movi-
mento ao acaso” de uma particula. Ele demonstrou, no
contexto de seu modelo matematico, que a trajetéria
efetiva da particula é uma curva continua, porém, sem
tangente em ponto algum. Fisicamente, o que se passa
é que a particula estd, a cada instante, recebendo o
impacto desordenado das moléculas do fluido, de tal
modo que, em seu movimento, ela muda constante-
mente de direcao, nao possuindo, portanto, velocidade
instantanea definida em ponto algum.

O primeiro exemplo de funcao continua sem
derivada apareceu em 1834, dado por Bernhard Bolzano
(1781-1849). Em 1861, Riemann (1826-1866) apresen-

tou o seu exemplo de uma funcao continua que nao tem
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derivada em ponto algum. Em 1872, Weierstrass (1815-
1897) e, em 1930, Van der Waerden (1903-

mais exemplos destes objetos [2].

) deram

A seguir exibimos um exemplo de tais funcoes dev-
ido a Weierstrass. Para dar suporte a este exemplo va-
mos rever, de modo informal, os principais conceitos en-
volvidos, tais como continuidade, derivagao, sequéncias

e séries de funcoes.
2. Conceitos bdsicos [3]

Faremos aqui uma breve recordacao dos conceitos e
resultados utilizados. O primeiro e mais familiar deles
é a continuidade de uma func¢ao. Intuitivamente uma
funcao f : I C R — R, onde I é um intervalo da reta
real R, é continua no ponto @ € I quando for possivel
tomar f(x) arbitrariamente préximo de f(a) desde que
se tome x suficientemente préoximo de a. Dizemos que
f é continua quando for continua em todos os pontos
de I.

Um outro conceito que precisamos aqui é o conceito
de derivacao. Seja f : I — R, onde [ é um intervalo
aberto de R. Dizemos que f é derivavel no ponto a € 1

quando o limite abaixo existir,

Lo T = (@)

, 2 €1, 2 #a.

z—a  r—a

Equivalentemente, f é derivavel em a, quando existir o
limite limy, o {FR=I0) L pe .

E bem sabido que se uma funcao é derivavel num
ponto entao ela é continua neste ponto. Antes de pas-
sarmos ao nosso exemplo é bom darmos uma olhada
nas sequéncias e séries de fun¢des. Um dos conceitos
que precisamos é o de convergéncia, e em especial o de
convergencia uniforme de uma sequéncia de fung¢oes.

Dizemos que uma sequéncia de fungoes f, : I — R
converge uniformemente para uma funcao f : I — R
quando para todo € > 0, existir n, € N tal que se
n > ne entdo |fo(z) — f(x)] < ¢, Vo € I. Em out-
ras palavras, o grafico de f,, esta contido na faixa de
raio € em torno do grafico de f, para n > n.. Por
defini¢ao uma série de funcoes 22021 fn converge uni-
formemente se, e somente se, a sequéncia das somas
parciais é uniformemente convergente em [. Dizemos
que a série de fungdes > f,, é normalmente convergente
quando existir uma seqiiéncia de nimeros reais (an Jne N
com a, > 0, Vn € N, tal que ) a, é convergente e

|fo(2)] = an, Yn € N e V& € 1. Por exemplo a série
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~ oQ sen{ne ’
de funcdes > 7, 752 ) ¢ € R, é normalmente con-
vergente.

Um importante resultado acerca destes objetos é o
conhecido teste de Weierstrass, que diz que se uma série
de funcoes é normalmente convergente entao ela é uni-
formemente convergente. No mesmo patamar de im-
portancia temos o seguinte resultado. Se uma sequéncia
de funcoes continuas converge uniformemente entao a
funcao limite é continua. Como corolario segue que se
uma série de funcoes converge uniformemente e se cada

uma das funcoes desta série é continua entao a funcao

limite também o é.

3. Exemplo de funcao continua sem derivada
(Weierstrass) [5]
Seja a funcao f : R — R, que veremos estar bem

definida, dada por

flx) = Z b cos(a” ) | (3.1)

onde 0 < b < 1 e @ é um inteiro positivo impar, com a

condicao de que
ab>1+3%/2. (3.2)

Assim, o que temos, na verdade, é uma familia de

func¢oes, uma para cada a e b tomados. Por exemplo,

flz) = g% (%)n cos(15"7z).

Tomemos, para cadan € N = {0,1,2,...}, a func¢ao

fn: R— R, dada por

Jn(x) = b cos(a 7x). (3.3)

E imediato que para cada n € N, f, , é continua para

todo x € R. Agora,

|07 cos(ama)| = [b7]|cos(a™mx)| < b . (3.4)

™ é convergente, 0 <

Como a série geométrica Y oo b
b < 1, segue pelo teste de Weierstrass que a funcao dada
em (3.1) estd bem definida e é continua em todo # € R.

Mostremos agora que f nao é derivavel em ponto
algum da reta real. Para tanto tomemos x € R, ar-
bitrario e fixo. Mostremos entao que f nao é derivavel
em x.

Temos que
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fle+h)— f(2) _ S o btcoslam(x + h)] — 7, b cos[a" 7x] _
h h
2. b {cos[a”m(x + h)] — cos[a" Tz
-y {cos[a"n( . )] [a" 7]}

n=0

L {cosfat T x + h)] — cosla"mx . b {cos[a"m(z + h)] — cos[a" 7w
:Z{[ ( )] [ ]}+Z{[ ( )] [a" 7]}

h h
n=0 n=m
Definindo
mZ: "{cos[a"w(x + h)] — cos[a"wx]}
h
e
=L b {cos[a"x(x + h)] — cos[a”wx]}
Ry = )
temos,

(x4 h) = f(x)

. =S, + R, (3.5)
Do teorema do valor médio para derivadas, vem
cos[a"m(x + h)] — cos[a"wx] = —a" whsen[a"w(x + 6h)]. (3.6)
Assim,
|cos[a™m(x + h)] — cos[a™mz]| = |a"whsen[a" w(x + 0h)]| = |a"wh||sen[a" 7w (2 + Oh)]| < a™7|h|, (3.7)

de modo que

10| = ‘ Z_: b {cos[a"w(x —|—:)] — cos[a"7z]} .

n=0

b”{cos[a 7(x + k)] — cos[a™mx]} |cos[a™m(x + h)] — cos[a™mx]}]
h = Z bn Ih| =

ou seja,

(3.8)

Por outro lado, dando a A um valor particular podemos obter um limite inferior para R,,. Escrevamos,
a"r = ay + e, (3.9)

onde oy, é um inteiro e —1/2 < ¢, < 1/2 (qualquer nimero real pode ser escrito como um inteiro mais uma parcela
€[-1/2,1/2)).

Tomemos ainda
1—e€n

h =

: (3.10)

am
donde,

3
0<h<— e

12
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Assim

a’m(x+h)=a"""a"w(x+h)=a" " "w(a"x+a"h) =
=a" " m(am +em+ 1 —€n) =a" " w(am + 1). (3.12)
Uma vez que a é impar, temos de (3.12),
cos[a"m(z + )] = cos[a” " w(ary, 4+ 1)] = (=1)" " lamtl),
Mas, como a é impar, entao, a”~"™ também serd impar, donde podemos escrever

(—1)#" Tt = (gt

e assim
cos[a"m(x 4 h)] = (=1)*m Tt (3.13)
Agora,
cos[a"mr] = cos[a” T wa™x] = cos[a” T w(am + €m)] =
= cos[a” Mray, + a" " Mwey] =
= cos[a" M may]cos[a” T M we,] — sen[a” T M wagy,|sen[a” T " we,, ] =
= cos[a” M wam]cos[a” T wem] = (1) cos[a” T wep .
Ou seja,
cos[a”mz] = (—=1)*™cos[a” ™" Tem). (3.14)
Deste modo,
=L b*{cos[a"n(x + h)] — cos[a” T
¥ {oosfn(a 1)~ cofeme]) _

-1 am+1 X
= % Z b7 [1 + cos(a™ " mwen, )]. (3.15)

Como todos os termos da série em (3.15) sdo nao negativos, temos

1| — b
|Rm| = m‘ Z b1+ cos(a™ " wen)]| > A (3.16)
De (3.5) e (3.16) decorre que
b 2
Rpyp| > — > =(ab)™. 3.17
Rl > £ 2t (3.17)

De (3.5), (3.8) e (3.17) obtemos

fer b= 1) :L$n+fm42|Rm|—Laﬂ:>(gmmm)-_<wiffi)::<§— bil)(a®m~

Ou seja,

(x4 h) = f(x)
h

2 T
- — mym, 1
> <3 ab—l)a (3.18)

De (3.2) decorre que o fator entre parénteses em (3.18) é positivo e de (3.10) temos que quando m — oo, h — 0 e

vice versa. Assim,

lim
h—0

[z +h) = f(x)
h

. 2 T m
>mh_r>1;o (g—ab_l)(ab) = 00.
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. h)—
Uma vez que limy_.¢ ‘M‘ toma valores ar-
bitrariamente grandes, nao existe a derivada de f no
ponto z tomado. Como x é arbitrario concluimos que

f nao é derivavel em ponto algum.
4. Conclusao

O exemplo acima foi construido por Weierstrass,
em 1872, que o apresentou & Academia de Berlim.
Hoje em dia conhecemos varios outros exemplos de
tais funcoes, embora suas construcoes apresentem su-
tilezas. No entanto, o que pode parecer mais surpreen-
dente ainda, é o fato das fung¢oes continuas que nao
possuem derivada em ponto algum se constituirem na
“maioria” das fungbes continuas. Um outro aspecto
que poderia ser abordado refere-se ao fato de que se a
continuidade nao é suficiente para garantir a derivacgao,
que hipotese simples poderiamos tomar para garantir

sua existéncia? A resposta a esta pergunta é a mono-

tonicidade da funcao, mas isto é uma outra conversa.
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