
��� Revista Brasileira de Ensino de F��sica� vol� ��� no� �� junho� �		


O M�etodo das Imagens e as Fun�c�oes de Green

�The image method and the Green functions�

J�A� Ba�eta Segundo

Departamento de Matem�atica e Computa�c�ao

Escola Federal de Engenharia de Itajub�a

Caixa Postal ��� �	���
��� Itajub�a� MG

Trabalho recebido em �� de fevereiro de ����

S�ao muitas as situa�c�oes f��sicas nas quais as equa�c�oes de Poisson e de Laplace desempenham
um relevante papel� Neste trabalho consideramos alguns aspectos destas equa�c�oes associa	
dos 
a situa�c�ao f��sica do campo eletrost�atico� mais especi�camente abordamos o tema dos
problemas de contorno dos tipos de Dirichlet e de Neumann pelos m�etodos da fun�c�ao de
Green e das imagens no sentido de tornar transparente o v��nculo entre os referidos m�etodos�

There are many situations where the Poisson and Laplace�s equations are relevants� In this
work we consider some aspects of these equations in relation with the electrostatic �eld�
more specically we treat the Diriclet and Neumann boundary value problems by the Green
function and the image methods to show their relationsphip�

�� As equa�c�oes de Poisson e de Laplace

O campo eletrost�atico isto �e o campo el�etrico �E

produzido por uma distribui�c�ao de cargas el�etricas esta	

cion�arias com rela�c�ao a um referencial inercial S e com

densidade � satisfaz em S 
as seguintes equa�c�oes difer	

enciais derivadas da lei emp��rica de Coulomb�

r � �E��x� �
���x�

��
�no v�acuo� �����

r� �E��x� � �O � �����

onde �x � R� e �� �
����

��� �F�m� �e a permissividade do

v�acuo�

Da An�alise Vetorial temos o seguinte importante

teorema �����

TEOREMA DE HELMHOLTZ 	 Um campo veto�

rial �V ��x� �ca de�nido univocamente se os valores de

seu divergente e de seu rotacional forem conhecidos em

todos os pontos do espa�co �R��� desde que estes valores

sejam n�ao nulos apenas numa regi�ao �V � � R� �nita�

Nestas condi�c�oes� se

r � �V ��x� � S��x� e r� �V ��x� � �C��x� �

ent�ao
�V ��x� � �r���x� �r� �A��x�

sendo

���x� �
�

��

Z
�V �

S��x ��

j�x� �x �j
d�x�

e

�A��x� �
�

��

Z
�V �

�C��x ��

j�x� �x �j
d�x� ��

A aplica�c�ao desse teorema 
a situa�c�ao eletrost�atica

conduz 
a seguinte conclus�ao�

�E��x� � �r���x� �����

onde

���x� �
�

����

Z
�V �

���x ��

j�x� �x �j
d�x� � �����


A fun�c�ao escalar ���x� chamamos de potencial elet�

rost�atico�

Na maioria das situa�c�oes f��sicas de interesse n�ao

�e conhecida a distribui�c�ao de cargas ���x� em todo o

espa�co que impede a determina�c�ao do campo �E atrav�es

da express�ao de � como dada em ������ Em muitas

situa�c�oes conhece	se a distribui�c�ao de cargas apenas

numa determinada regi�ao do espa�co al�em de certas

condi�c�oes nas fronteiras desta regi�ao �condi�c�oes de con	

torno�� Do ponto de vista f��sico �e bastante claro que
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em tais circunst�ancias o problema de determina�c�ao do

potencial eletrost�atico �e consequentemente do campo
�E � �r��� da regi�ao s�o ter�a solu�c�ao ��unica� se as

condi�c�oes de contorno possuirem de alguma forma in	

forma�c�oes sobre a distribui�c�ao de cargas da regi�ao exte	

rior su�cientes a determina�c�ao de seus efeitos na regi�ao

de interesse �ou interior��

As considera�c�oes acima apontam para a con	

veni�encia de obten�c�ao de uma equa�c�ao diferencial para

o potencial � e de condi�c�oes de contorno tais que o prob	

lema de contorno constitu��do pelas referidas equa�c�ao

diferencial e condi�c�oes de contorno tenha solu�c�ao

�unica�

Substituindo	se ����� em ����� resulta que o po	

tencial eletrost�atico � em qualquer regi�ao satisfaz 
a

seguinte equa�c�ao diferencial�

r � ��r���x� � �r����x� �
���x�

��
�����

denominada equa�c�ao de Poisson� Assim em regi�oes

isentas de carga � �e tal que

r����x� � � � �����

A equa�c�ao ����� �e conhecida como equa�c�ao de Laplace�

Quanto ao problema mais delicado das condi�c�oes de

contorno isto �e do estudo de crit�erios a serem obe	

decidos pelas condi�c�oes de contorno a �m de possibil	

itarem uma e s�o uma solu�c�ao da equa�c�ao de Poisson

ou de Laplace iremos nos restringir a apresenta�c�ao de

um teorema de unicidade para problemas de contorno

envolvendo as referidas equa�c�oes e condi�c�oes do tipo de

Dirichlet ou de Neumann a seguir caracterizadas� seja

V uma regi�ao de R� delimitada por uma superf��cie de

contorno S que pode estar toda ou apenas em parte no

in�nito� Diremos ter uma condi�c�ao de Dirichlet quando

o potencial ���x� for especi�cado em todo �x � S e ter	

emos uma condi�c�ao de Neumann quando a derivada

normal de ���x� for conhecida para todo �x � S�

TEOREMA DA UNICIDADE ��� 	 �E �unica a

fun�c�ao ���x�� com �x � V � que satisfaz a equa�c�ao de

Poisson 	Laplace
 e as condi�c�oes de Dirichlet ou de

Neumann� �

No caso da condi�c�ao de Neumann a unicidade se d�a

a menos de uma constante aditiva�

�� Fun�c�oes de Green ���	�

O teorema da diverg�encia de Gauss ��� estabelece

para um campo vetorial �A que�

Z
V

r � �Ad�x �

I
S

�A � �ndS �

Fazendo	se

�A � 	r
 �

onde 	 e 
 s�ao campos escalares temos que�

r � �A � 	r�
 �r	 � r


e o teorema da diverg�encia assume a forma

Z
V

�	r�
 �r	 � r
�d�x �

I
S

	
�


�n
dS �

conhecida como a primeira identidade de Green�

Trocando	se 	 por 
 e 
 por 	 na primeira identidade

de Green e subtraindo a express�ao assim obtida da ex	

press�ao acima temos�

Z
V

�	r�
 � 
r�	�d�x �

I
S

�
	
�


�n
� 


�	

�n

�
dS �

�����

denominada a segunda identidade de Green que pode

ser usada para se obter uma equa�c�ao integral para o

potencial �� Para tal fa�camos em ����� 	 � ���x �� e


 � ��j�x� �x �j sendo �x o vetor do ponto de observa�c�ao

e �x � a vari�avel de integra�c�ao� Teremos ap�os considerar

a identidade ���

r�� �

j�x� �x �j
� r� �

j�x� �x �j
� ������x � �x �� � �����

que�

c

���x� �
�

����

Z
V

���x ��

j�x� �x �j
d�x � �

�

��

I
S

�
���x ��

�

�n�

�
�

j�x� �x �j

�
�

�

j�x� �x �j

����x ��

�n�

�
dS � �����
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Observemos que a express�ao acima nos d�a o poten	

cial ���x� para cada �x � V  desde que conhe�camos a

distribui�c�ao de cargas ���x� em toda a regi�ao V  al�em

do potencial � e sua derivada normal ambos sobre o

contorno S de V � Desta forma poderia parecer que

a referida express�ao �e a solu�c�ao para os problemas de

Dirichlet e de Neumann� De fato n�ao o �e pois se es	

peci�carmos o potencial ���x � S� ent�ao pelo teorema

de unicidade ���x� para todo �x � V estar�a determinado

univocamente com o que podemos determinar ��
�n

���
�x�S

�

Vemos assim que a especi�ca�c�ao arbitr�aria e indepen	

dente para ���x � S� e ��
�n

���
�x�S

n�ao pode ser feita e por	

tanto a �ultima express�ao longe de conduzir 
as solu�c�oes

para os problemas de contorno considerados �e apenas

uma rela�c�ao integral 
a qual devem satisfazer�

Por outro lado a maneira segundo a qual obtivemos

a rela�c�ao integral ����� sugere um procedimento para a

determina�c�ao da solu�c�ao formal dos problemas de con	

torno em apre�co� De fato se estiv�essemos a resolver

o problema de Dirichlet �resp� Neumann� a solu�c�ao

seria obtida se a rela�c�ao integral ����� n�ao contivesse

o termo da integral de superf��cie envolvendo ��
�n

�resp�

��� Ora isto talvez possa ser conseguido fazendo	se

na segunda identidade de Green nosso ponto de par	

tida para a obten�c�ao da rela�c�ao integral ����� 	 � � e


 � G��x� �x ��� sendo G��x� x �� um campo escalar que a

exemplo de ��j�x� �x �j que desempenhou o papel de 


na deriva�c�ao de ����� satisfa�ca a equa�c�ao

r�G��x� �x �� � r��G��x� �x �� � �
���x� �x ��

��
� �����

Assim procedendo resulta para todo �x � V �

c

���x� �

Z
V

G��x� �x �����x ��d�x � � ��

I
S

�
G��x� �x ��

����x ��

�n�
� ���x ��

�G��x� �x ��

�n�

�
dS � �����

d

Ora como G��x� �x �� �e uma solu�c�ao de ����� ent�ao de	

vemos ter

G��x� �x �� �
�

����

�

j�x� �x �j
� F ��x� �x �� �����

onde F ��x� �x �� �e uma solu�c�ao da equa�c�ao de Laplace na

regi�ao V  isto �e

r�F ��x� �x �� � � � �x � V �

A classe de fun�c�oes G��x� �x �� de�nida por ����� ou

equivalentemente por ����� �e a classe das fun�c�oes de

Green do operador r��

Tendo agora um alto grau de liberdade via fun�c�ao

F ��x� �x �� na escolha da fun�c�ao de Green podemos da

express�ao ����� obter a solu�c�ao formal para os dois

problemas de contorno abordados neste trabalho� De

fato para obter a solu�c�ao do problema de Dirichlet es	

colhemos G��x� �x �� � GD��x� �x
�� de tal forma que

r�GD��x� �x
�� � �

���x� �x ��

��
�����

e

GD��x� �x
�� � � � �x � S � �����

Com esta escolha que pode ser feita visto que ����� e

����� constituem	se num problema de Dirichlet para o

qual a solu�c�ao existe e �e �unica ����� assume a forma�

c

���x� �

Z
V

GD��x� �x
�����x ��d�x � � ��

I
S

��x ��
�GD��x� �x

��

�n�
dS � �����

que �e a solu�c�ao formal do problema de Dirichlet�

Para a determina�c�ao da solu�c�ao formal do problema de Neumann inclinamo	nos para a escolha G��x� x �� �

GN ��x� x �� tal que
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r�GN ��x� x
�� � �

���x � x ��

��

e
�GN

�n�
� � � �x � � S �

No entanto estas condi�c�oes s�ao inconsistentes pois

I
S

�GN

�n �
dS �

I
S

�r�GN � � �ndS �

Z
V

r ��GNd
�x � �

�
�

��

Z
V

���x� �x ��d�x � � �
�

��
� �x � V

e n�ao zero como deveria ser se �GN
�n�

���
�x ��S

� ��

Considerando o resultado acima obtido para a integral de �GN
�n�

em S vamos escolher GN ��x� �x �� de tal forma

que

r�GN ��x� �x
�� � �

���x � �x ��

��
������

e
�GN

�n�
� �

�

��S
� �x� � S � ������

Com esta escolha que tamb�em garante a exist�encia e unicidade de GN ��x� �x �� ����� implica�

���x� �

Z
V

GN ��x� �x
�����x ��d�x � � ��

I
S

GN ��x� �x
��
����x ��

�n�
dS�  � �S � ������

d

onde  � �S �e o valor m�edio de � sobre S� A ex	

press�ao acima �e ent�ao a solu�c�ao formal do problema de

Neumann�

Notemos que a fun�c�ao de Green para o problema

de Dirichlet �e a solu�c�ao do problema de contorno con	

stitu��do pela equa�c�ao de Poisson com ���x� � ���x� �x ��

�densidade devida a uma carga puntiforme e unit�aria

situada em �x � � V �� isto �e

r�GD � ����x� �x ����� � �x � V

e pela condi�c�ao de contorno homog�enea

GD��x� �x
�� � � � �x � � S �

Assim sendo GD��x� �x �� admite a seguinte inter	

preta�c�ao� o potencial eletrost�atico nos pontos �x da

regi�ao V na qual existe uma �unica carga puntiforme

e unit�aria situada em �x � e em cuja fronteira S o poten	

cial �e nulo� Esta interpreta�c�ao e o fato de �vide ������

GD��x� �x
�� �

�

����

�

j�x� �x �j
� F ��x� �x ��

onde

r�F ��x� �x �� � � � �x � V �

permite	nos interpretar a fun�c�ao F ��x� �x ��� Ora como
�

����
�

j�x��x �j �e o potencial em �x produzido por uma carga

puntiforme e unit�aria situada em �x � ent�ao F ��x� �x ��

pode ser pensado como o potencial em �x � V devido a

uma distribui�c�ao de cargas externas a V �pois r�F � �

em V � escolhida de tal forma a anular em S o potencial

da carga puntiforme situada em �x � � V�

Como �ultima observa�c�ao deste item notemos que

as fun�c�oes de Green satisfazem condi�c�oes de contorno

simples ������ ou ������� que n�ao dependem da forma

detalhada das condi�c�oes de Dirichlet ou Neumann�

	� O m
etodo das imagens e seu v
�nculo com as

fun�c�oes de Green ���

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet�
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r����x� � �
���x�

��
� �x � V

���x � S� � 	 �

Admitamos agora que exista uma distribui�c�ao de

cargas caracterizada por uma densidade ����x� inteira	

mente situada na regi�ao externa a V e tal que jun	

tamente com as cargas situadas em V ����x�� produza

nos pontos da fronteira S o mesmo potencial 	 pre	

scrito pela condi�c�ao de contorno do problema consider	

ado� Assim 
a todo problema de Dirichlet pode	se fazer

corresponder um outro aqui denominado problema as	

sociado sem fronteiras e com a seguinte distribui�c�ao de

cargas� � para �x � V e �� para �x �� V � Visto que para o

problema associado conhece	se a distribui�c�ao de cargas

em todo o espa�co ou seja o divergente e o rotacional do

campo �E �e conhecido em todo o espa�co �poisr� �E � ���

e r� �E � �O� ent�ao pelo teorema de Helmholtz �se�c�ao

�� �e a seguinte a solu�c�ao para o potencial do problema

associado�

c

�a��x� �
�

����

�Z
V

���x ��

j�x� �x �j
d�x � �

Z
V �

���x ��

j�x� �x �j
d�x�

�
��x � V 	 V � �

d

onde V � �e a regi�ao do espa�co complementar a V � Note	

mos que �a��x� �e tal que r��a��x� � ���x	
��

para todo

�x � V  visto que ����x� � � para �x � V  e ainda que

�a��x � S� � 	 por constru�c�ao do problema associado�

Portanto �a��x� com �x restrito a V �e uma solu�c�ao do

nosso problema de contorno de partida e portanto de	

vido ao teorema da unicidade �se�c�ao �� a solu�c�ao�

O m�etodo acima exposto que consiste em achar a

solu�c�ao de um problema de Dirichlet resolvendo um

problema sem fronteiras com uma distribui�c�ao adicional

�� na regi�ao V � externa a V �o problema associado�

denomina	se m�etodo das imagens� 
As cargas externas

caracterizadas por �� d�a	se o nome de cargas imagens�

Tomemos agora o seguinte problema de Dirichlet�

r�� � �
���x� �x ��

��
� �x � V

���x � S� � � �

Ora de acordo com as interpreta�c�oes apresentadas ao

�nal da se�c�ao � a solu�c�ao deste problema �e a fun�c�ao

de Green para qualquer problema de Dirichlet em V �

Portanto

� � GD��x� �x
�� �

�

����

�

j�x� �x �j
� F ��x� �x �� �

sendo F ��x� �x �� tamb�em de acordo com as inter	

preta�c�oes acima referidas o potencial em V devido

a uma distribui�c�ao de cargas externas a V escolhida

de forma a anular em S o potencial da carga pun	

tiforme situada em �x � � V� Assim podemos concluir

que F ��x� �x �� �e o potencial em V produzido pelas cargas

imagens ��D ���D e n�ao �� como antes para indicar que

estas cargas imagens s�ao aquelas do espec���co problema

de contorno cuja solu�c�ao �e GD� isto �e�

F ��x� �x �� �
�

����

Z
V �

��D��y�

j�x� �yj
d�y �

Logo a fun�c�ao de Green para o problema de Dirichlet

pode ser escrita na seguinte forma�

c

GD��x� �x
�� �

�

����

�

j�x� �x �j
� F ��x� �x ��

�
�

����

�
�

j�x� �x �j
�

Z
V �

��D��y�

j�x� �y �j
d�y

�
� �x � V�
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sendo V � o complemento da regi�ao V �

Essas considera�c�oes mostram ent�ao que o m�etodo

das imagens �e o equivalente f��sico da determina�c�ao da

fun�c�ao de Green para o problema de Dirichlet� a fun�c�ao

de Green para um dado problema de Dirichlet con	

forme mostra a �ultima express�ao �ca determinada pela

distribui�c�ao ��D das cargas imagens�

Toda nossa discuss�ao sobre o m�etodo das imagens e

seu v��nculo com as fun�c�oes de Green seria est�eril se n�ao

existissem as chamadas cargas imagens� Todavia sem

d�uvida elas existem pois as condi�c�oes de contorno como

as de Dirichlet s�ao em �ultima an�alise informa�c�oes su	

�cientes 
a determina�c�ao dos efeitos eletrost�aticos na

regi�ao V devido a causas externas a V � Mas o que

sao causas externas de efeitos eletrost�aticos sen�ao car	

gas el�etricas situadas fora de V �
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