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Sao muitas as situagoes fisicas nas quais as equagoes de Poisson e de Laplace desempenham
um relevante papel. Neste trabalho consideramos alguns aspectos destas equacoes associa-
dos a situacao fisica do campo eletrostatico; mais especificamente, abordamos o tema dos
problemas de contorno dos tipos de Dirichlet e de Neumann pelos métodos da funcao de
Green e das imagens, no sentido de tornar transparente o vinculo entre os referidos métodos.

There are many situations where the Poisson and Laplace’s equations are relevants. In this
work we consider some aspects of these equations in relation with the electrostatic field;
more specically we treat the Diriclet and Neumann boundary value problems by the Green

function and the image methods to show their relationsphip.

1. As equacoes de Poisson e de Laplace

O campo eletrostatico, isto é, o campo elétrico E
produzido por uma distribui¢ao de cargas elétricas esta-
cionarias com relagao a um referencial inercial § e com
densidade p, satisfaz em S as seguintes equacoes difer-

enciais derivadas da lei empirica de Coulomb:

V- E(@) = PZ) (no vécuo) (1.1)
€0
VxE@=0, (1.2)
onde ¥ € R® e ¢g = %(F/m) é a permissividade do

vacuo.

Da Analise Vetorial temos o seguinte importante
teorema [2,3].
TEOREMA DE HELMHOLTZ - Um campo veto-
rial V(f) fica definido univocamente se os valores de
seu divergente e de seu rotactonal forem conhecidos em
todos os pontos do espago (R3), desde que estes valores
sejam ndo nulos apenas numa regido AV' C R3 finita.

Nestas condigdes, se

V-V(@) =5(F) e Vx V(@) =),

entao
V(Z) = =V¢(Z) + V x A(¥)
sendo ) Sz
(f)(f)_—/ _»(l‘_’) de/
47T AV |Jf — X /|
e

A aplicacao desse teorema & situacao eletrostatica

conduz a seguinte conclusao:

E(#) = -V o(F) (1.3)
onde

o1 pPE") 5,
é(L) = Tre Ja TT—7 d°z . (1.4)

A fungao escalar ¢(Z) chamamos de potencial elet-
rostdtico.

Na maioria das situacoes fisicas de interesse nao
é conhecida a distribui¢do de cargas p(Z) em todo o
espaco, que impede a determinagao do campo E através
da expressdo de ¢ como dada em (1.4). Em muitas
situagoes conhece-se a distribuicao de cargas apenas
numa determinada regiao do espaco, além de certas
condig¢des nas fronteiras desta regido (condi¢des de con-

torno). Do ponto de vista fisico é bastante claro que,
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em tais circunstancias, o problema de determinacao do
potencial eletrostdtico (e consequentemente do campo
E = —V¢)) da regido s6 terda solucdo (lnica) se as
condig¢oes de contorno possuirem, de alguma forma, in-
formacoes sobre a distribuicao de cargas da regiao exte-
rior, suficientes a determinacao de seus efeitos na regiao
de interesse (ou interior).

As consideracoes acima apontam para a con-
veniéncia de obtencao de uma equacao diferencial para
o potencial ¢ e de condic¢oes de contorno tais que o prob-
lema de contorno constituido pelas referidas equacao
diferencial e condi¢oes de contorno, tenha solucao
dnica.

Substituindo-se (1.3) em (1.1) resulta que o po-
tencial eletrostatico ¢, em qualquer regiao, satisfaz a
seguinte equacao diferencial:

V-V = Ve = 22 )

denominada equacao de Poisson. Assim, em regioes

isentas de carga, ¢ é tal que
V24(Z) =0 . (1.6)

A equacdo (1.6) é conhecida como equagao de Laplace.
Quanto ao problema mais delicado das condi¢oes de
contorno, isto é, do estudo de critérios a serem obe-
decidos pelas condi¢oes de contorno a fim de possibil-
itarem uma e sé uma solucao da equacao de Poisson
ou de Laplace, iremos nos restringir a apresentacao de
um teorema de unicidade para problemas de contorno
envolvendo as referidas equacoes e condigoes do tipo de
Dirichlet ou de Neumann a seguir caracterizadas: seja
V uma regido de R> delimitada por uma superficie de
contorno S que pode estar toda, ou apenas em parte, no
infinito. Diremos ter uma condi¢ao de Dirichlet quando
o potencial ¢(&) for especificado em todo # € § e ter-
emos uma condicdo de Neumann quando a derivada
normal de ¢(#) for conhecida para todo # € S.
TEOREMA DA UNICIDADE [1] - E idinica a

fungio ¢(Z), com ¥ € V, que salisfaz a equagdo de

- 1 p(f/) 3.1 1 =
¢(x)_47reo/v|f—f’|dx _E]{S [¢($ )
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Poisson (Laplace) e as condi¢ies de Dirichlet ou de
Neumann. R
No caso da condi¢cao de Neumann a unicidade se da

a menos de uma constante aditiva.
2. Funcoes de Green [1,3]

O teorema da divergéncia de Gauss [1] estabelece,

para um campo vetorial ff, que:
/ V.A’d%:]fﬁ’.ﬁds.
v 5

A=V,

Fazendo-se

onde ¢ e ¢ sao campos escalares, temos que:
VA=V + Ve Vi

e o teorema da divergéncia assume a forma

_ [ oy
/V[¢V2¢+V¢~V¢]d3x = ]{Ssoa—ndS,

conhecida como a primeira identidade de Green.
Trocando-se ¢ por ¥ e ¥ por ¢ na primeira identidade
de Green e subtraindo a expressao assim obtida da ex-

pressao acima, temos:

0 0
[levro—vvrdita = (o50 - 22 ) as
4 S 371 371

(2.1)
denominada a segunda identidade de Green, que pode
ser usada para se obter uma equacao integral para o
potencial ¢. Para tal facamos em (2.1) ¢ = ¢(Z ') e
v = 1/|& — &, sendo & o vetor do ponto de observa¢ao

e ¥’ a varidvel de integracao. Teremos, apds considerar

a identidade [1]

1 1
& =V o—— = —And(f - 7’ 2.2
\Y e v =7 (X —-2"), (2.2)
que
d 1 1 9¢(Z)
— — d 2
8n’<|f—f’|) T—z'] on S (2:3)
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Observemos que a expressao acima nos da o poten-
cial ¢(Z), para cada ¥ € V, desde que conhecamos a
distribui¢do de cargas p(#) em toda a regiao V, além
do potencial ¢ e sua derivada normal, ambos sobre o
contorno S de V. Desta forma poderia parecer que
a referida expressao é a solugao para os problemas de
Dirichlet e de Neumann. De fato nao o é, pois se es-
pecificarmos o potencial ¢(Z € S), entéo, pelo teorema
de unicidade, ¢(Z) para todo ¥ € V estard determinado

. . 8
univocamente, com o que podemos determinar ﬁ

zes’
Vemos assim que a espec1ﬁca(;ao arbitraria e indepen-

dente para ¢(Z € S) e % p
Te

tanto a dltima expressao, longe de conduzir as solu¢oes

nao pode ser feita, e por-

para os problemas de contorno considerados, é apenas
uma relacao integral a qual devem satisfazer.

Por outro lado a maneira segundo a qual obtivemos

Ora, como G(Z,Z ') é uma solugdo de (2.4), entao de-

vemos ter

1 1

dweg | — T

G(Z,%') = +F(7,7) (2.6)

onde F(Z,Z') é uma solu¢do da equagio de Laplace na

regiao V', isto é,

VIF(Z,7')y=0 VZeV.

A classe de func¢des G(#,Z ') definida por (2.4) ou,
equivalentemente, por (2.6) é a classe das fung¢des de
Green do operador V2.

Tendo agora um alto grau de liberdade, via fun¢ao

F(Z,Z"), na escolha da funcio de Green, podemos, da

&(%) = /GD (#,%")p

que é a solucao formal do problema de Dirichlet.

Para a determinacdo da solu¢do formal do problema de Neumann, inclinamo-nos para a escolha G(#,z ') =

Gn(#, 2 ') tal que

a relacao integral (2.3), sugere um procedimento para a
determinacao da solucao formal dos problemas de con-
torno em apreco. De fato, se estivéssemos a resolver
o problema de Dirichlet (resp. Neumann), a soluco
seria obtida se a relagao integral (2.3) ndo contivesse
o termo da integral de superficie envolvendo % (resp.
¢). Ora, isto talvez possa ser conseguido fazendo-se
na segunda identidade de Green, nosso ponto de par-
tida para a obtencdo da relacao integral (2.3), ¢ = ¢ e
¢ =G(Z,Z"), sendo G(Z, ') um campo escalar que, a
exemplo de 1/|Z — Z'| que desempenhou o papel de 1

na derivagao de (2.3), satisfaga a equagao

=]
ViG(z,2) = V*G(#,z') = RICal (2.4)
€0
Assim procedendo resulta para todo & € V:
L 00E) L, G
7" v & /)T s . (2.5)

expressdo (2.5), obter a solugdo formal para os dois
problemas de contorno abordados neste trabalho. De
fato, para obter a solugao do problema de Dirichlet es-
colhemos G(#,Z ') = Gp(Z,7 "), de tal forma que

ViGp(#,7') = — (2.7)

Gp(Z,2')=0 VZeS. (2.8)
Com esta escolha, que pode ser feita visto que (2.7) e
(2.8) constituem-se num problema de Dirichlet para o

qual a solugdo existe e é dnica, (2.5) assume a forma:

da:—e()]{q/) n2Go (@5 o (2.9)

on'
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ViGN(Z, ') = —

OGN
on’

No entanto estas condi¢oes sao inconsistentes, pois

OGN
S 671 /
1 S
—— | §F-% /)d?’x !
€p 4
~ . G N _
e nao zero como deveria ser se 570 =0.
g es

Considerando o resultado acima obtido para a integral de

que
ViGN (Z, )
(&
oGy _ 1
6n’ o EQS
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Tds = §(VGn)ads = [V PGy’ =
S \4

1
=—— VZeV

€0

G N
on'!

em S, vamos escolher G (Z,7 ') de tal forma

Com esta escolha, que também garante a existéncia e unicidade de Gy (Z,%Z '), (2.5) implica:

é(%) = / Gn(®,2 (2 dx ' + 60]{ Gn(Z,T) dS+ < ¢ >g
Vv S 371’

onde < ¢ >g é o valor médio de ¢ sobre S. A ex-
pressao acima é entao a solucao formal do problema de
Neumann.

Notemos que a fun¢ao de Green para o problema
de Dirichlet é a solucao do problema de contorno con-
stituido pela equagio de Poisson com p(#) = §(¥ —Z')
(densidade devida a uma carga puntiforme e unitaria
situada em &' € V), isto é

szDI—(S(f—f/)/EQ VEEV

e pela condicao de contorno homogeénea

Gp(E,EY=0 VE&'es.

=/

Assim sendo Gp(#,Z') admite a seguinte inter-
pretacao: o potencial eletrostitico nos pontos # da
regiao V' na qual existe uma tdnica carga puntiforme
e unitaria situada em Z ’ e em cuja fronteira S o poten-
cial é nulo. Esta interpreta¢ao e o fato de (vide (2.6))

1 1
Gp(#,7') =

- - LRz
dreg |f—f’|+ (&7

_ﬂigiﬁ (2.10)
Vies . (2.11)
99(& ) (2.12)

onde

VIF(Z,£)=0 VZeV,

permite-nos interpretar a func¢do F(Z,Z'). Ora, como
L —- tencial ¥ produzid
777 ¢ o potencial em i produzido por uma carga

4dmeq |T—

puntiforme e unitaria situada em ', entdo, F(Z,Z )

pode ser pensado como o potencial em ¥ € V' devido a
uma distribuicdo de cargas externas a V (pois VZF = 0
em V') escolhida de tal forma a anular em S o potencial
da carga puntiforme situada em &’ € V.

Como tiltima observagao deste item, notemos que
as funcgoes de Green satisfazem condi¢oes de contorno
simples ((2.8) ou (2.11)) que nao dependem da forma

detalhada das condi¢oes de Dirichlet ou Neumann.

3. O método das imagens e seu vinculo com as

func¢oes de Green [1]

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet:
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Admitamos agora que exista uma distribuicao de
cargas, caracterizada por uma densidade p/(Z), inteira-
mente situada na regiao externa a V e tal que, jun-
tamente com as cargas situadas em V{(p(#)) produza
nos pontos da fronteira S o mesmo potencial ¢ pre-

scrito pela condi¢ao de contorno do problema consider-

r—x

_ L /
" dwey |y

|

onde V' é a regiao do espago complementar a V. Note-
mos que ¢.(Z) é tal que VZ¢4(F) = %f) para todo
Z €V, visto que p/(#) = 0 para ¥ € V, e ainda que
$a(Z € S) = ¢ por construgdo do problema associado.
Portanto ¢4(#) com & restrito a V' é uma solucdo do
nosso problema de contorno de partida, e portanto, de-
vido ao teorema da unicidade (segio 1), a solucao.

O método acima exposto, que consiste em achar a
solu¢ao de um problema de Dirichlet resolvendo um
problema sem fronteiras com uma distribui¢ao adicional
p' na regiao V' externa a V (o problema associado),
denomina-se método das imagens. As cargas externas
caracterizadas por p’ dd-se o nome de cargas imagens.

Tomemos agora o seguinte problema de Dirichlet:

p(¥eS)=0.
Ora, de acordo com as interpretacoes apresentadas ao

final da secao 2, a solucao deste problema é a funcao

= / /
() dsx/Jr/ |g(l‘4)
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ado. Assim, a todo problema de Dirichlet pode-se fazer
corresponder um outro, aqui denominado problema as-
sociado, sem fronteiras e com a seguinte distribuicao de
cargas: p para & € V e p/ para & ¢ V. Visto que para o
problema associado conhece-se a distribuigao de cargas
em todo o espaco, ou seja, o divergente e o rotacional do
campo E ¢é conhecido em todo o espaco (pois V-E= PEo
eVxE= 6), entao, pelo teorema de Helmholtz (secdo
1), é a seguinte a soluc¢do para o potencial do problema

assoclado:

r—x

d%’] VieVuv’,

'

de Green para qualquer problema de Dirichlet em V.

Portanto,

1 1

= dreo | — 2

¢=Gp(Z,z") + F(z,2"),

sendo F(#,7'), também de acordo com as inter-
pretacoes acima referidas, o potencial em V devido
a uma distribuicao de cargas externas a V escolhida
de forma a anular em S o potencial da carga pun-
tiforme situada em £’ € V. Assim, podemos concluir
que F(Z,Z') é o potencial em V produzido pelas cargas
imagens pf, (pf, e nédo p’ como antes, para indicar que
estas cargas imagens sao aquelas do especifico problema

de contorno cuja solucdo é Gp), isto é:

o (@)
B

F(#&") =

1
)_471'60//

Logo, a funcao de Green para o problema de Dirichlet

d3y

pode ser escrita na seguinte forma:
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sendo V’ o complemento da regiao V.

Essas consideracoes mostram entao que o método
das 1magens é o equivalente fisico da determinacao da
funcao de Green para o problema de Dirichlet: a fun¢ao
de Green para um dado problema de Dirichlet, con-
forme mostra a ultima expressao, fica determinada pela
distribui¢do p, das cargas imagens.

Toda nossa discussao sobre o método das imagens e
seu vinculo com as func¢oes de Green seria estéril se nao
existissem as chamadas cargas imagens. Todavia, sem
duvida elas existem pois as condi¢oes de contorno, como
as de Dirichlet, sao, em ultima analise, informacoes su-
ficientes & determinacao dos efeitos eletrostaticos na

regiao V devido a causas externas a V. Mas o que
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sao causas externas de efeitos eletrostaticos senao car-

gas elétricas situadas fora de V7
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