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As id�eias de complementaridade �Bohr� e de impossibilidade �von Neumann� s�ao con�
frontadas com um modelo que reproduz de maneira causal� e at�e mesmo determinista� os
resultados da teoria qu	antica de spin �
��

We discuss a causal and deterministic model which is able to reproduce all the results of the
quantum theory of spin �
�� These results are confronted with the ideas of complementarity
�Bohr� and impossibility �von Neumann��

�� Introdu�c�ao

A tradi�c�ao cient�
�ca desde o tempo dos gregos foi�

em larga medida� a de uma ado�c�ao que implicasse o

estudo dos fen	omenos naturais como tendo lugar no

espa�co e no tempo e regidos por leis causais ���� Essa

tradi�c�ao n�ao diz respeito apenas �a f�
sica matem�atica

inaugurada por Galileu e Newton� embora os conceitos

de espa�co� tempo e causa tenham se enriquecido e� in�

clusive� sofrido rupturas conceituais de monta� a partir

do s�eculo XVII�

Com a formula�c�ao da mec	anica qu	antica� em �����

foi dada uma interpreta�c�ao deste formalismo que anun�

ciaria uma ruptura profunda com a tradi�c�ao referida

acima� Essa interpreta�c�ao de Bohr� Heisenberg� Pauli e

Born� e que se tornou dominante na f�
sica� reivindicava�

grosso modo� o seguinte�

�A� � N�ao �e poss�
vel descrever a realidade at	omica

exatamente nos moldes da tradi�c�ao cl�assica �da f�
sica

de Galileu� Newton� Faraday� Maxwell� etc���� isto �e�

adotando uma atitude� a um s�o tempo� espa�co�temporal

e causal�

�B� � Por atitude espa�co�temporal deve�se entender

uma tal que descreva� por exemplo� o movimento de

um objeto suposto pontual� de acordo com uma corre�

spond	encia exata do tipo� para cada instante t de seu

movimento� corresponde uma posi�c�ao do espa�co�

�C� � Por atitude causal deve�se entender uma tal

que descreva� por exemplo� um sistema f�
sico com base

nas leis de conserva�c�ao� notadamente as de energia� do

momento linear e do momento angular�

�D� � Bohr argumentou que a implementa�c�ao da

posi�c�ao de uma part�
cula acarreta uma total imprecis�ao

de seu momento linear� De maneira an�aloga� a imple�

menta�c�ao do momento linear acarreta uma total im�

precis�ao da posi�c�ao da part�
cula em considera�c�ao� Em

outras palavras� a implementa�c�ao da posi�c�ao exata� �e o

mesmo que implementa�c�ao do aspecto espa�co�temporal�

Nesse caso nada se poder�a a�rmar sobre o valor do

momento linear da part�
cula e� por conseguinte� nada

se poder�a falar sobre sua causa uma vez que nada se

poder�a dizer sobre a conserva�c�ao do momento linear�

De maneira an�aloga� a implementa�c�ao do momento lin�

ear� acarreta a implementa�c�ao da causa desde que per�

mite a descri�c�ao em termos da conserva�c�ao do momento

linear� Nesse caso� nada ent�ao se poder�a dizer sobre a

implementa�c�ao da posi�c�ao e por conseguinte� nada se

poder�a dizer sobre o aspecto espa�co�temporal�

�E� � Bohr argumenta que apesar da impossibilidade

de uma descri�c�ao� a uma s�o vez� espa�co�temporal e

causal � em virtude do quantum m�
nimo de a�c�ao � n�ao

podemos prescindir desses dois aspectos pois s�ao eles

os que nossos c�erebros� a nossa tradi�c�ao e a nossa ex�

peri	encia cotidiana permitem inteligibilidade� Segundo

Bohr� necessariamente os conceitos cl�assicos �espa�co�
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tempo� causa� onda� part�
cula����� devem ser usados�

Necessariamente tamb�em segundo Bohr� eles n�ao po�

dem ser usados simultaneamente�

O aspecto espa�co�temporal exclui o causal�

O aspecto causal exclui o espa�co�temporal�

Eles s�ao complementares mas mutuamente exclu�

dentes�

Em outras palavras� se num dado experimento for

implementado um desses aspectos� necessariamente o

outro estar�a exclu�
do�

�E esse o chamado princ�
pio da complementaridade

de Bohr� Esse princ�
pio tamb�em�e enunciado em rela�c�ao

aos aspectos� corpusculares e ondulat�orios�

Experimentos que implementem o aspecto corpus�

cular excluem necessariamente o ondulat�orio� Exper�

imentos que implementam o aspecto ondulat�orio ex�

cluem o aspecto corpuscular� Segundo Bohr� eles s�ao as�

pectos complementares mas mutuamente excludentes�

�F� � No corpo do formalismo da mec	anica qu	antica�

pode�se facilmente mostrar que o operador correspon�

dente �a grandeza f�
sica componente x do momento lin�

ear px e o operador correspondente �a grandeza f�
sica

coordenada x� respectivamente Px � �i� ���x e X�

n�ao comutam� o que �e expresso pela f�ormula

PxX �XPx � �i� ���

onde � �e a constante de Planck dividida por ���

A leitura que Bohr faz destes resultados �e a seguinte�

podem ser atribu�
dos a ambos tanto a Px �momento

linear em x� quanto a X �coordenada x�� realidades

f�
sicas� No entanto� Px e X n�ao t	em realidades f�
sicas

simult	aneas� A raz�ao prec�
pua dessa impossibilidade

residiria no car�ater irremov�
vel do quantum m�
nimo

de a�c�ao �� Os pontos �D� e �E� podem ser vistos�

grosso modo� como a leitura f�
sica �metaformal�� isto

�e� transcendendo o formalismo da mec	anica qu	antica�

que a escola de Copenhagen faz do resultado for�

mal matem�atico ���� resultado formal matem�atico esse

aceito pelas outras Escolas de Pensamento com leituras

f�
sicas �metaformais� distintas�

�G�� No corpo do formalismo� aquilo que vale para

Px e X� vale tamb�em para quaisquer outros dois op�

eradores lineares hermitianos que n�ao comutem entre

si� Por exemplo� para os operadores de Spin de Pauli

utilizados na teoria qu	antica de spin meio vale a regra�

SxSy � SySx � i�Sz ���

onde�

c

�S � Sx	ex � Sy	ey � Sz	ez �
�

�
�� �

�

�
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De acordo com a interpreta�c�ao de Bohr� isso sig�

ni�ca que as componentes� respectivamente x e y do

Spin n�ao t	em realidades f�
sicas simult	aneas� isto �e� �e

sempre poss�
vel implementar a realidade f�
sica de uma

delas mas nunca a realidade f�
sica de ambas a uma s�o

vez�

�H�� No congresso de Vars�ovia em ���� ��� Bohr

comentou que a demostra�c�ao de von Neumann sobre

a suposta impossibilidade de completar� de maneira

causal� a mec	anica qu	antica por meios de par	ametros

escondidos ��hidden variables��� constituia essencial�

mente numa conclus�ao que ele pr�oprio havia chegado

por meios mais elementares� Isso �e extremamente rel�

evante pois conecta de maneira �
ntima o famoso teo�

rema da impossibilidade de von Neumann ao princ�
pio

da complementaridade de Bohr� David Bohm ����� foi

capaz de formular uma teoria que fazia exatamente

o que o teorema da impossibilidade de von Neumann

proibia� Abriu�se em seguida a discuss�ao segundo a

qual a ado�c�ao de Bohr n�ao era a �unica poss�
vel e por

conseguinte� outras leituras de formalismo matem�atico

da mec	anica qu	antica s�ao poss�
veis�

Os pontos levantados em �A�� �B�� �C�� �D�� �E�� �F��

�G� e �H� s�ao alguns dos que consubstanciam a inter�
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preta�c�ao mais frequentemente adotada para explicar os

fen	omenos at	omicos� Ela foi adotada por Bohr� Heisen�

berg� Pauli� Born e muitos outros f�
sicos� No entanto�

divergiram dessa concep�c�ao alguns f�
sicos not�aveis en�

tre os pr�oprios criadores da mec	anica qu	antica� Planck�

Einstein� Ehrenfest� Schr�odinger e de Broglie s�ao ex�

emplos emblem�aticos dessa diverg	encia ���� Uma mi�

noria de alt�
ssima qualidade� Podemos constatar que

a interpreta�c�ao que se d�a �a teoria qu	antica n�ao �e re�

dut�
vel ao seu formalismo� Podemos at�e mesmo dizer

que nenhuma interpreta�c�ao que se d	e ao formalismo da

mec	anica qu	antica �e consequ	encia necess�aria desse�

Neste artigo queremos mostrar que h�a escolhas

metodol�ogicas importantes que fazem exatamente tanto

o que o Princ�
pio da Complementaridade quanto o que o

teorema de von Neumann estabelecem como proibitivo�

Exatamente em cima de um contra exemplo concreto �e

que embasaremos os nossos coment�arios�

O presente artigo est�a organizado da seguinte

maneira� na se�c�ao � daremos um exemplo concreto

�tirado da mec	anica cl�assica� de uma descri�c�ao� ao

mesmo tempo� causal e espa�co�temporal� Trata�se da

queda livre de Galileu� Na se�c�ao � introduziremos a

quest�ao da leitura de alguns aspectos do formalismo

da mec	anica qu	antica que dizem respeito �a presente

an�alise� Na se�c�ao � discutiremos brevemente a teoria

qu	antica do spin �
� e um modelo de vari�aveis ocultas

������ que� contrariamente ao que estabelecem a com�

plementaridade de Bohr e o teorema da impossibilidade

de von Neumann� pode reproduzir resultados qu	anticos�

Discuss�oes ampliadas do tema s�ao realizadas nas se�c�oes

� e � nas quais fechamos o presente artigo�

�� Descri�c�ao ao Mesmo Tempo Causal e Espa�co�

Temporal

Tomemos um exemplo simples de uma descri�c�ao�

ao mesmo tempo� causal e espa�co�temporal� Seja o

fen	omeno da queda livre de Galileu� A dist	anciaH per�

corrida por um corpo em queda livre est�a relacionada

com o tempo t de queda livre atrav�es da seguinte

rela�c�ao�

H �
�

�
gt� ���

Por descri�c�ao espa�co�temporal entendemos uma tal que�

matematicamente� nos forne�ca� em todos os instantes

da queda� que no caso espec�
�co se d�a em linha reta�

todos os pares �h�� t� �� �h�� t� �� ���� �hk� tk �� Por de�

scri�c�ao causal entendemos� fundamentalmente� as leis

de conserva�c�ao da energia e da conserva�c�ao da quan�

tidade de momento linear� no tocante ao caso em con�

sidera�c�ao� Assim� por exemplo� a energia �e a causa do

movimento e� por conseguinte sua conserva�c�ao constitui

sua causa formal� Era isso o que Niels Bohr entendia

���� por causa� Se aceitarmos esses conceitos podemos

dizer que para quaisquer tempos todas as coordenadas

de queda s�ao conhecidas e ao mesmo tempo� todas as

energias cin�eticas e potenciais do objeto em queda�

Seja pois um corpo que cai de uma altura de �m�

Tomemos por simplicidade a acelera�c�ao da gravidade g

como g � ��m�s�� Para um instante de tempo t � ���s�

teremos H � ���m� isto �e� a queda ainda n�ao come�cou

e por conseguinte o corpo n�ao percorreu dist	ancia al�

guma� Da equa�c�ao ��� podemos substituir os valores

de tempo e construir uma tabela fornecendo a dist	ancia

percorrida em queda livre e o correspondente tempo de

queda�

Dist	ancia Percorrida H�m� Tempo de Queda t�s�
���� ����
���� ����
���� ����
���� ����
���� ����
���� ����
���� ����
���� ����
���� ����
���� ����
���� ����

Tabela �
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Calculemos as energias cin�eticas e potenciais em todos esses instantes� supondo que o corpo que cai tem massa de

�Kg�

Dist	ancia do Solo �m� t �s� E� Cin�etica �j� E� Potencial �j� E� Mec	anica �j�
���� ���� ���� ����� �����
���� ���� ���� ����� �����
���� ���� ���� ����� �����
���� ���� ���� ����� �����
���� ���� ���� ����� �����
���� ���� ����� ����� �����
���� ���� ����� ����� �����
���� ���� ����� ����� �����
���� ���� ����� ����� �����
���� ���� ����� ���� �����
���� ���� ����� ���� �����

Tabela �

Uma simples vis�ao conjunta das duas tabelas acima nos

fornece uma id�eia precisa do que seja uma descri�c�ao� ao

mesmo tempo� causal e espa�co�temporal�

Por exemplo� em qualquer instante da queda pode�

mos calcular� ambas� a energia cin�etica e a energia po�

tencial� embora elas variem durante a queda� a soma

dessas quantidades em qualquer instante� �e a mesma

�no caso espec�
�co� ��J��

Tamb�em� as coordenadas do centro de massa s�ao�

em quaisquer instantes� conhecidas� Deste modo� tanto

os diversos �hk� tk�� quanto os correspondentes pares

�Ecin�
k � Epont�

k � os quais s�ao ligados pela rela�c�ao�

Ecin�
k � Epon�

k � �� ���

assumem valores que coexistem em quaisquer instantes

da queda�

Descri�c�oes ao mesmo tempo causais e espa�co�

temporais constituem caracter�
stica importante de toda

F�
sica Cl�assica� �E assim no caso da queda livre o

qual constitui um exemplo especialmente transparente

e pedag�ogico�

Em mec	anica� eletrodin	amica� etc� tais descri�c�oes

s�ao sempre poss�
veis� Ser�a poss�
vel assim para

fen	omenos at	omicos�

Os f�
sicos da escola de Copenhagen sustentam que�

no que se refere aos fen	omenos at	omicos� isso �e n�ao

�e poss�
vel� A raz�ao alegada tem ra�
zes profundas no

quantum m�
nimo de a�c�ao h �constante de Planck��

Complementaridade e Indetermina�c�ao

A �m de interpretar os fen	omenos duais da mat�eria

e da radia�c�ao� muitas id�eias novas foram articuladas

dentre elas as de complementaridade e indetermina�c�ao�

respectivamente propostas por Bohr e Heisenberg�

Bohr argumentou que os conceitos cl�assicos de onda�

part�
cula� causa� que constituem legado herdado pela

tradi�c�ao cl�assica� s�ao imprescind�
veis para a compreen�

sibilidade ���� dos fen	omenos� �A �m de ter em mente o

que concebia por compreensibilidade� ver o exemplo da

queda livre de Galileu na qual coexistem as descri�c�oes

causais e espa�co�temporais�� Em que pese o car�ater im�

prescind�
vel a ser legado pela tradi�c�ao cl�assica� segundo

Bohr� os conceitos cl�assicos n�ao podem ser aplicados

ao mesmo tempo� se tivessemos uma descri�c�ao rig�

orosamente causal� a descri�c�ao espa�co�temporal �caria

prejudicada� vice�versa� se tivessemos uma descri�c�ao

rigorosamente espa�co�temporal a correspondente de�

scri�c�ao causal �caria prejudicada� Em outras palavras

segundo Bohr� causa e espa�co�tempo n�ao podem co�

existir nos fen	omenos at	omicos como na descri�c�ao da

queda livre mostrada na se�c�ao anterior� A complemen�

taridade de Bohr pode ent�ao ser resumida� causa e

espa�co�tempo s�ao imprescind�
veis embora se excluam

mutuamente� Tamb�em onda e part�
cula �conceitos her�

dados do legado cl�assico� s�ao imprescind�
veis na an�alise

dos fen	omenos at	omicos� embora� tamb�em� devam se

excluir mutuamente�
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As rela�c�oes entre a complementaridade de Bohr e a

famosa rela�c�ao de incerteza de Heisenberg s�ao reivin�

dicadas grosso modo da seguinte maneira� Numa de�

scri�c�ao cl�assica como a da queda livre de Galileu� como

causa �conserva�c�ao da energia e do momento linear� e

trajet�oria �espa�co�tempo� coexistem� as incertezas na

posi�c�ao e do momento linear s�ao ambas nulas�

�� Sobre o Formalismo

A estrutura formal da mec	anica qu	antica cont�em el�

ementos como autovalores� autovetores� operadores lin�

eares hermitianos associados a grandezas f�
sicas� espa�co

vetoriais� entre outros� Um conceito bastante impor�

tante� no corpo do formalismo� �e o da equa�c�ao de au�

tovalores� A equa�c�ao de autovalores tem a seguinte es�

trutura�

R � r ���

O operador hermitiano R associado �a grandeza f�
sica

R age sobre uma fun�c�ao de onda  descrevente de um

dado estado qu	antico e fornece um autovalor r �real� da

grandeza f�
sica correspondente para esse mesmo estado

qu	antico em quest�ao�

A coordenada x �e uma grandeza f�
sica e� por con�

seguinte� est�a associada a um operador hermitiano Q�

A equa�c�ao de autovalores correspondente �e�

Q �q� x� � q �q� x� ���

A solu�c�ao da equa�c�ao de autovalores acima �e uma

fun�c�ao do tipo delta de Dirac�

 �q� x� � 	�x� q� ���

normalizada sobre a unidade de comprimento no espa�co

do n�umero de onda �q �e um valor real arbitr�ario�� A

fun�c�ao acima �e inteiramente localizada em x � q� Do

ponto de vista matem�atico� uma fun�c�ao inteiramente lo�

calizada em um ponto no espa�co do x est�a inteiramente

estendida no espa�co dos momentos px como mostra a

representa�c�ao integral da fun�c�ao delta dada por�

	�
� �
�

��

Z
�

��

ei�ydy ����

Deste modo teremos�

 �q� x� � 	�x� q� �
�

h

Z
�

��

dp�eip
��x�q��� ����

A equa�c�ao acima mostra uma integra�c�ao no espa�co dos

momentos p� de �� a �� Isso signi�ca que a imple�

menta�c�ao exata da coordenada na posi�c�ao x � q� im�

plica numa indetermina�c�ao total do seu momento�

A situa�c�ao �e an�aloga para a equa�c�ao de autovalores

dos momentos�

P!�p� x� � p!�p� x� ����

onde�

P � �i�
�

�x
����

Resolvendo a equa�c�ao acima� obtemos�

! � eipxx�� ����

A an�alise da densidade de probabilidade

!�p� x�!��p� x� � j!�p� x�j� leva a um valor constante�

Tal fato mostra que quando um autovalor p� �e imple�

mentado� h�a uma indetermina�c�ao completa do valor

de x� posto que a densidade j!�p� x�j� �e constante ao

longo de x�

Os resultados acima fazem parte do pr�oprio formal�

ismo matem�atico da mec	anica qu	antica� O que tran�

scende o formalismo �e a interpreta�c�ao segundo a qual

a n�ao comuta�c�ao dos operadores Q � q e P � �i� �
�x

expressa por �Q�P � � �i� seja interpretada como a

n�ao simultaneidade das realidades f�
sicas da posi�c�ao e

do momento de uma part�
cula� Uma tal interpreta�c�ao�

como veremos adiante� submete o conceito de realidade

f�
sica ao mero conceito operacionalista de medida� o

que� sem d�uvida� tem uma forte conota�c�ao positivista�

�� Teoria Qu	antica de Spin �
� e um Modelo

que Reproduz seus Resultados

Vejamos agora que os resultados da teoria qu	antica

de spin �
� podem ser obtidos a partir de um mod�

elo que atua de tal maneira a fazer exatamente

o que o teorema de von Neumman proibe� Em

outras palavras� �e perfeitamente poss�
vel completar

causalmente a mec	anica qu	antica e� al�em disso� at�e

mesmo complet�a�la deterministicamente� pelo menos

neste exemplo particular�

Nesta sec�c�ao procederemos da seguinte maneira�

primeiramente exploraremos a teoria qu	antica de spin
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�
� mostrando como s�ao obtidos os autovalores do op�

erador de spin R na representa�c�ao matricial � � � e as

probabilidades desses autovalores correspondentes aos

dois autoestados poss�
veis� em seguida� num segundo

momento� apresentaremos o modelo "Statistical ensem�

ble of spinning spheres# �Conjunto Estat�
stico das Es�

feras Girantes� que reproduz todos os resultados da

mec	anica qu	antica de spin �
�� isto �e autovalores� au�

tovetores� probabilidades� e isso� atrav�es de uma abor�

dagem causal e at�e mesmo determinista� Em outras

palavras� �e apresentado um contra exemplo do teorema

da impossibilidade de von Neumman�

��a Teoria Qu	antica de Spin �
�

Seja�

R � 
I � �B � �� ����

o operador mais geral de spin � � � onde I �e a matriz

identidade e �� �e tal que suas componentes s�ao as ma�

trizes de Pauli ���� 
� Bx� By e Bz s�ao constantes reais�

com �

�B � Bx	ex � By	ey � Bz	ez ����

Seja

j ��

�
a
b

�
� a

�
�
�

�
� b

�
�
�

�
����

o estado mais geral para part�
culas de spin �
�� A

equa�c�ao de autovalores�

Rj �� rj � ����

nos dar�a�

�

�Bz Bx � iBy

Bx � iBy 
� Bz

��
a
b

�
� r

�
a
b

�
����

Uma solu�c�ao n�ao trivial requer que o determinante de

�R� rI� seja diferente de zero� O procedimento desses

c�alculos bastantes diretos nos leva aos dois poss�
veis

autovalores r de R que s�ao�

r � 
� j �Bj ����

Procedamos agora ao c�alculo das probabilidades corre�

spondentes aos autovalores acima� O valor m�edio de R

no estado � �e�

�  jRj ��
p�r� � p�r�
p� � p�

����

ou seja� �e igual �a m�edia ponderada dos dois autovalores

poss�
veis r� � 
�j �Bj e r� � 
�j �Bj� onde� naturalmente

as probabilidades� respectivamente p� e p�� constituem

fatores ponderais� Tendo a vista uma normaliza�c�ao da

probabilidade total a unidade� teremos�

p� � p� � � ����

Sem que constitua qualquer perda de generalidade�

podemos escolher um �� � 	n no qual a dire�c�ao de 	n coin�

cida com o eixo z� Assim teremos�

j � ��

�
�
�

�
����

Desde modo�

c

�  jRj �� ��� ��

�

� Bz Bx � iBy

Bx � iBy 
�Bz

��
�
�

�
� 
� Bz ����

Tendo em vista as f�ormulas acima� teremos

d


� Bz � �
� j �Bj�p� � �
� j �Bj���� p��

C�alculos diretos nos levam �as probabilidades�

p� �
�

�

�
� �

Bz

j �Bj

�
����

e

p� �
�

�

�
��

Bz

j �Bj

�
����

��b � Modelo do conjunto estat��stico das esferas

girantes

Vejamos um modelo que reproduz os resultados da

teoria qu	antica de spin �
��
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Seja um conjunto estat�
stico de esferas girantes

�"Statistical Ensemble of Spinning Spheres#�� Cada

uma dessas esferas tem um momento angular apon�

tando �ver Fig� �� para a sua correspondente dire�c�ao �
�

O 	angulo formado entre �
 e a dire�c�ao positiva do eixo z

�e igual a �� A �m de reproduzir os poss�
veis autovalores

do observ�avel R� onde� tal como na teoria qu	antica de

spin �
�� as quantidades 
 e �B s�ao dadas� concebemos

um aparato que segue os seguintes passos�

�o� Passo� Medimos em cada uma das esferas gi�

rat�orias o sinal do produto escalar ��
 � �B� correspon�

dente

� � sinal��
 � �B� ����

Evidentemente� � � ���

�o� Passo� Multiplicamos � por �B�

�o� Passo� Adicionamos 
 ao resultado anterior de

tal maneira que obtemos


� �j �Bj ����

Evidentemente� as esferas cujos valores de lambda ��
�

formam um 	angulo com a dire�c�ao �xa � �B� tal que

��
 � �B� � �� corresponder�ao� no contexto do presente

modelo� ao autovalor r� � 
 � j �Bj de R da teoria

qu	antica de spin �
�� Do mesmomodo� as esferas cujos

valaores de ��
� formam um 	angulo com a dire�c�ao �xa

� �B� tal que ��
 � �B� � �� no corpo do modelo� correspon�

dem ao autovalor r� � 
 � j �Bj de R dado pela teoria

qu	antica de spin �
��

Figura �� No contexto do modelo do conjunto estat��stico de

esferas girat�orias	 �� desempenha o papel de vari�avel oculta�

� �e o 
angulo formado entre �� e o eixo positivo Z� Conforme

a eq� ���
	 os valores possiveis de � cobrem o intervalo de
���� a ����

A �m de representar o estado j � ��

�
�
�

�
no

corpo do presente modelo suponhamos que os diversos

��
� s�ao distribuidos na esfera de acordo com a lei

���� �

�
�
�cos��� para� �

� � � � �
�

� para qualquer outro valor de �
����

Evidentemente� Z ��

�
����d� � � ����

O que signi�ca que a densidade dos ��
�� distribuidos

pelos diversos 	angulos possiveis � quando integrada so�

bre todo o universo de possibilidades de � dada por ����

fornece o resultado igual ��

Vejamos como o presente modelo tamb�em �e capaz

de fornece as probabilidades correspondentes aos dois

autovalores obtidos pela teoria qu	antica� Aqui p� corre�

sponde �a probabilidade do autovalor r� e p� corresponde

�a probabilidade do autovalor r�� Assim�

p� � p� � � ����

Vejamos a Fig� � � na qual a dire�c�ao �xa �B forma um

	angulo � com a dire�c�ao do eixo z positivo� Todos os

��
 � �B� positivos ser�ao aqueles para os quais �
 assume

valores tais que o 	angulo � �que �e 	angulo formado en�

tre �
 e a dire�c�ao positiva do eixo z� varia de ���� a

����� �� conforme a Fig� ��

Toda a regi�ao hachuriada da Fig� � diz respeito �a

probabilidade do autovalor r�� A probabilidade corre�

spondente p� ser�a�

p� �

Z �

�
��

�
�

�

����d� �

Z �

�
��

�
�

�

cos�

�
d� �

�

�
�� � cos��

com

cos� �
Bz

j �Bj

logo

p� �
�

�

�
� �

Bz

j �Bj

	
����

A probabilidade p� correspondente a r� ser�a aquela

obtida atrav�es da integra�c�ao sobre os valores negativos

de ��
 � �B�� Assim �ver Fig����
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p� �

Z �

�

�

�
��

����d� �

Z �

�

�

�
��

cos�

�
d� �

�

�
��� cos��

p� �
�

�

�
��

Bz

j �Bj

	
����

Figura �� No contexto do modelo	 a probabilidade p� do

autovalor r� �e reproduzida para valores tais que ��� � �B
 � �	
o que corresponde �a regi�ao hachuriada acima�

Figura �� No contexto do modelo	 a probabilidade p� do

autovalor r� �e reproduzida para valores tais que ��� � �B
 � �	
o que corresponde �a regi�ao hachuriada acima�


� Discuss�ao

Um resultado que merece 	enfase �e que o modelo do

conjunto estat�
stico das esferas girat�orias� al�em de re�

produzir a teoria qu	antica de spin �
�� ainda permite

espa�co para se contestar uma s�erie de aspectos da inter�

preta�c�ao de Bohr� Efetivamente� no contexto do modelo

estudado� uma medida de �
I � �B � ��� sobre uma dada

esfera do conjunto �e determinada completamente pelo

valor de �
 dessa esfera� Desta maneira� concluimos que�

no contexto desse modelo� as medidas revelam a causa

respons�avel pela obten�c�ao de ambos os autovalores r�

e r� de R� Efetivamente� todas as esferas que exibem

lambdas tais que ��
 � �B� � � implicam o autovalor r�

de R� enquanto todas aquelas que exibem ��
 � �B� � �

implicam no autovalor de r� de R� Conclu��mos ent�ao

que o valor do produto escalar constitui a causa que

implica algum dos dois autovalores r� ou r�� Mais es�

peci�camente� como o valor de B �e dado� pois trata�se

de ingrediente do pr�oprio observ�avel em quest�ao� ent�ao

conclu�
mos que o valor de �
 para cada esfera consti�

tui a causa que implicar�a algum dos dois valores �r� ou

r��� Isso signi�ca que� em linha de princ�
pio �e perfeita�

mente poss�
vel reproduzir resultados qu	anticos procu�

rando causas locais� Deste modo� �e poss�
vel encontrar

causas para os fen	omenos qu	anticos� o que signi�ca que

estamos diante de um contra exemplo da posi�c�ao que

expressa a impossibilidade de se completar a mec	anica

qu	antica de maneira causal� Em outras palavras� o

modelo estudado faz exatamente o que o teorema de

von Neumann proibe�

Uma outra coisa que pode ser dita �e que a dis�

tribui�c�ao dos �
 determina tamb�em as probabilidades�

Como foi dito� todas as esferas para as quais ��
 � �B� � �

est�ao relacionadas com o autovalor r� enquanto todas

as esferas para as quais ��
 � �B� � � est�ao relacionadas

com o autovalor r�� As probabilidades correspondentes

s�ao determinadas por causas locais ���� que tamb�em

s�ao propens�oes locais� �E a distribui�c�ao dos ��
� con�

forme uma dada lei que constitui numa causa de p� e

p�� Sem d�uvida uma interpreta�c�ao desse tipo �e pre�

fer�
vel �as interpreta�c�oes subjetivas das probabilidades

como a ignor	ancia ou desconhecimento do observador�

Passemos a um outro ponto� Vejamos o que pode

ser dito sobre a interpreta�c�ao de Bohr e Heisenberg se�

gundo a qual a n�ao comuta�c�ao das componentes de

spin necessariamente implique na n�ao implementa�c�ao

simult	anea das realidades f�
sicas dessas duas compo�

nentes� Ora� no contexto do presente modelo� a causa

	�Hidden variable�
 implica na determina�c�ao do mo�

mento angular e consequentemente na simultaneidade
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das realidades f�
sicas de todas as suas tr	es componentes�

Deste modo� no contexto do presente modelo� todas as

componentes de spin s�ao simultaneamente reais� No en�

tanto� a medida simult	anea de duas delas �e imposs�
vel

pois cada uma das medidas implica numa redistribui�c�ao

dos diversos ��
� do conjunto estat�
stico de esferas gi�

rat�orias� Essas distribui�c�oes se d�ao sobre conjuntos

diferentes e incomp�ativeis� Da�
 a impossibilidade de

medida simult	anea das componentes de spin� o que �e

muito diferente de dizer que as duas realidades f�
sicas

n�ao coexistam� �E necess�ario que levemos em conta as

circunst	ancias segundo as quais as medidas realizadas

pelo aparato sobre os el�etrons �no corpo do modelo tais

medidas s�ao realizadas sobre as esferas girantes� redis�

tribuem os diversos lambdas das esferas� No entanto�

deveremos assumir� que ap�os cada uma dessas medidas�

a nova redistribui�c�ao tem lugar conforme a mesma lei

expressa por �����

As rela�c�oes de indetermina�c�ao s�ao assim interpre�

tadas como rela�c�oes de dispers�ao� ou seja� como rela�c�oes

de espalhamento sobre o conjunto estat�
stico� As

rela�c�oes de Heisenberg s�ao ent�ao lidas sem quaisquer

apelos a atributos do sujeito tais como os de incerteza�

Ao inv�es de se atribuir �a incerteza� pois essa constitui

um atributo do sujeito e n�ao da natureza� se atribui a

algo como dispers�ao� E o produto de dispers�oes �e que

est�a relacionado com o quantum m�
nimo de a�c�ao �� e

certamente com a dualidade objetiva�

Outro ponto que merece destaque diz respeito ao

fato do modelo n�ao levar em conta uma propriedade t�ao

importante quanto a dualidade� O modelo n�ao pode ter

pretens�ao de cobrir todos os aspectos do real� o impor�

tante fen	omeno da dualidade� n�ao �e contemplado pelo

presente modelo� �E necess�ario darmos 	enfase ao fato

desse n�ao ser um modelo realista a toda prova� O al�

cance do modelo �e apenas o de provar que as id�eias de

impossibilidade n�ao podem se sustentar� A partir da�


o que se espera �e a proposta de modelos melhores que

incluam a dualidade� No corpo da teoria qu	antica de

spin �
� tamb�em n�ao �e transparente a dualidade� Ela

aparece muito mais como uma leitura transcendendo o

formalismo�

�� Observa�c�oes �nais e conclus�oes

�E fato conhecido que o formalismo matem�atico da

mec	anica qu	antica n�ao necessariamente implica uma

dada interpreta�c�ao� Por exemplo� no que concerne �a

dualidade� a ado�c�ao da mutua exclus�ao da escola de

Copenhagen conduz a problemas que podem ser evita�

dos atrav�es de uma outra escolha metodol�ogica� igual�

mente leg�
tima� como a que segue a linha inicialmente

proposta por Einstein e por de Broglie�

No que concerne �a interpreta�c�ao de Copenhagen do

resultado segundo o qual a n�ao comuta�c�ao de dois op�

eradores hermitianos implique necessariamente a n�ao

realidade f�
sica simult	anea das grandezas f�
sicas corre�

spondentes� muito espa�co existe para discuss�ao inclu�

sive� sobre qual o crit�erio da realidade a ser adotado�

Como sabemos� no famoso trabalho de EPR �Einstein�

Podolsky e Rosen����� foi proposto o crit�erio de reali�

dade seguinte�

�If� without in any way disturbing a system� we

can predict with certainty 	i�e�� with probability

equal to unity
 the value of a physical quantity�

then there exist an element of physical reality cor�

responding to this physical quantity�� �Se� sem per�

turbar de qualquer maneira um sistema� puder�

mos predizer com certeza 	isto �e� com probabili�

dade igual a unidade
 o valor de uma quantidade

f��sica� ent�ao existe um elemento da realidade f��sica

correspondente a essa quantidade f��sica�


Tal como discutimos na sec�c�ao �� a implementa�c�ao

precisa da coordenada x implica numa dispers�ao in�ni�

tamente grande do momentum linear px da part�
cula

e� vice versa� a implementa�c�ao de px implica numa dis�

pers�ao in�nitamente grande da posi�c�ao dessa part�
cula�

Desta maneira� com base no crit�erio EPR� como os val�

ores de x e px n�ao podem ser previstos simultaneamente

com uma probabilidade igual a � �isto �e� certeza�� logo

eles n�ao podem ter realidades f�
sicas simult	aneas� No

entanto� se esse �e o caso quando tivermos um objeto

qu	antico apenas �ou seja� apenas uma part�
cula�� n�ao

ser�a o caso de dois objetos qu	anticos correlacionados�

Einstein� Podolsky e Rosen foram capazes de mostrar

um caso concreto em que poder�
amos atribuir reali�

dades f�
sicas simult	aneas �a diferen�ca da posi�c�ao de duas

part�
culas e a soma de seus momentos lineares� nesse

exemplo de Einstein vale a comuta�c�ao�

��	q� � 	q��� ��	p� � 	p��� � � ����
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�Para um maior aprofundamento da quest�ao� ver ���� e

������

Vejamos agora o exemplo cl�assico seguinte� � litro

de �agua ferve a ����C e se congela a �oC � Ambas as pro�

priedades �ebuli�c�ao e solidi�ca�c�ao� podem ser previs�

tas com certeza� isto �e� �probabilidade igual a unidade

de acordo com o crit�erio de realidade de EPR� ambas

constituem elementos de realidade� Evidentemente o

mesmo litro d$agua n�ao pode ferver e se congelar simul�

taneamente� No entanto� ambas as propriedades po�

dem ser previstas com certeza� no contexto do crit�erio

de EPR� pois ambas decorrem de propriedades f�
sico�

qu�
micas acerca da mol�ecula de H�O� Evidentemente�

ambos os elementos de realidades resultantes da pro�

priedade f�
sico� qu�
mica da �agua podem ser previstos

com certeza� e simultaneamente� com base no crit�erio

de EPR apesar de que a fervura e o congelamento so�

mente possam acontecer simultaneamente para difer�

entes por�c�oes d$agua� A quest�ao central� tal como no

caso das diversas componentes do spin� �e que o fato

delas n�ao serem simultaneamente mensur�aveis n�ao im�

plica em que as realidades f�
sicas simult	neas n�ao tenham

lugar�

�E bom que se d	e 	enfase ao fato segundo o qual a real�

idade f�
sica �para os realistas� tem um n�
vel ontol�ogico

superior �a mera opera�c�ao de medida que se fa�ca dela

embora sem d�uvida� medidas tamb�em alterem a reali�

dade� O fato mais fundamental� no entanto� �e que para

os realistas� h�a realidade mesmo independentemente da

medida� enquanto os positivistas submetem a realidade

�as opera�c�oes de medida�

Consideremos a interessante quest�ao de saber o

porqu	e de Bohr ter proposto um princ�
pio explica�

tivo t�ao pessimista e cheio de impossibilidades o que

leva a uma conclus�ao decepcionante quanto aquela que

segundo Popper seria a ingrata tarefa de tornar a

incompreensibilidade "compreens�
vel#� isto �e� apenas

dom�avel�

Vamos agora nos referir ao ambiente cultural que

Bohr se inspirou para propor uma solu�c�ao t�ao dr�astica

sobre a realidade� V�arios autores constataram �ver por

exemplo ��� a forte in%u	encia do existencionalismo di�

namarqu	es e da Lebensphilosophie alem�a� �loso�a esta

muito estranha �a f�
sica de Galileu� Newton� Faraday�

Maxwell e Einstein� O tratamento desses aspectos im�

portantes foi dado em v�arios trabalhos� A sua discuss�ao

�e muito importante mas n�ao ser�a feita neste trabalho�

Finalizando o presente trabalho gostar�
amos de dar

	enfase que as quest�oes aqui tratadas dividirama opini�ao

de cabe�cas entre as mais �nas da f�
sica deste s�eculo XX�

S�ao quest�oes multifacetadas e que ainda requerem re�

%ex�ao� O presente trabalho pretende ser um fato moti�

vador deste debate e �e dirigido a um p�ublico amplo de

professores� pesquisadores� estudantes e outros grupos

de pessoas interessadas no tema�
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