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As idéias de complementaridade (Bohr) e de impossibilidade (von Neumann) sio con-
frontadas com um modelo que reproduz de maneira causal, e até mesmo determinista, os

resultados da teoria quantica de spin 1/2.

We discuss a causal and deterministic model which is able to reproduce all the results of the
quantum theory of spin 1/2. These results are confronted with the ideas of complementarity

(Bohr) and impossibility (von Neumann).

1. Introducao

A tradicao cientifica desde o tempo dos gregos foi,
em larga medida, a de uma adocao que implicasse o
estudo dos fenomenos naturais como tendo lugar no
espac¢o e no tempo e regidos por leis causais [1]. Essa
tradicao nao diz respeito apenas a fisica matematica
inaugurada por Galileu e Newton, embora os conceitos
de espaco, tempo e causa tenham se enriquecido e, in-
clusive, sofrido rupturas conceituais de monta, a partir
do século XVII.

Com a formula¢ao da mecanica quantica, em 1927,
foi dada uma interpretacao deste formalismo que anun-
claria uma ruptura profunda com a tradicao referida
acima. Essa interpretacao de Bohr, Heisenberg, Pauli e
Born, e que se tornou dominante na fisica, reivindicava,
grosso modo, o seguinte:

[A] - Nao é possivel descrever a realidade atomica
exatamente nos moldes da tradi¢do cldssica (da fisica
de Galileu, Newton, Faraday, Maxwell, etc...) isto é,
adotando uma atitude, a um sé tempo, espaco-temporal
e causal.

[B] - Por atitude espaco-temporal deve-se entender
uma tal que descreva, por exemplo, o movimento de
um objeto suposto pontual, de acordo com uma corre-
spondéncia exata do tipo: para cada instante t de seu
movimento, corresponde uma posi¢ao do espago.

[C] - Por atitude causal deve-se entender uma tal

que descreva, por exemplo, um sistema fisico com base
nas leis de conservagao, notadamente as de energia, do

momento linear e do momento angular.

[D] - Bohr argumentou que a implementacao da
posicao de uma particula acarreta uma total imprecisao
de seu momento linear. De maneira analoga, a imple-
mentac¢ao do momento linear acarreta uma total im-
precisao da posicao da particula em consideracao. Em
outras palavras, a implementacao da posicao exata, é o
mesmo que implementacao do aspecto espaco-temporal.
Nesse caso nada se podera afirmar sobre o valor do
momento linear da particula e, por conseguinte, nada
se podera falar sobre sua causa uma vez que nada se
podera dizer sobre a conservacao do momento linear.
De maneira analoga, a implementacao do momento lin-
ear, acarreta a implementacao da causa desde que per-
mite a descricao em termos da conservacao do momento
linear. Nesse caso, nada entao se podera dizer sobre a
implementacao da posicao e por conseguinte, nada se

podera dizer sobre o aspecto espaco-temporal.

[E] - Bohr argumenta que apesar da impossibilidade
de uma descricao, a uma sé vez, espaco-temporal e
causal - em virtude do quantum minimo de acdo - nao
podemos prescindir desses dois aspectos pois sao eles
0s que nossos cérebros, a nossa tradicao e a nossa ex-
periéncia cotidiana permitem inteligibilidade. Segundo

Bohr, necessariamente os conceitos cldssicos (espago,
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tempo, causa, onda, particula,...) devem ser usados.
Necessariamente também segundo Bohr, eles nao po-

dem ser usados simultaneamente.

O aspecto espago-temporal exclui o causal.

O aspecto causal exclui o espaco-temporal.

Eles sao complementares mas mutuamente exclu-
dentes.

Em outras palavras, se num dado experimento for
implementado um desses aspectos, necessariamente o

outro estara excluido.

E esse o chamado principio da complementaridade
de Bohr. Esse principio também é enunciado em relacao
aos aspectos, corpusculares e ondulatérios.

Experimentos que implementem o aspecto corpus-
cular excluem necessariamente o ondulatério. Exper-
imentos que implementam o aspecto ondulatério ex-
cluem o aspecto corpuscular. Segundo Bohr, eles sao as-
pectos complementares mas mutuamente excludentes.

[F] - No corpo do formalismo da mecanica quantica,
pode-se facilmente mostrar que o operador correspon-
dente a grandeza fisica componente z do momento lin-
ear p, e o operador correspondente a grandeza fisica
coordenada z, respectivamente P, = —ih 9/0z e X,

nao comutam, o que é expresso pela formula

S =Spép+ 5,6, + 5.6, =

De acordo com a interpretacao de Bohr, isso sig-
nifica que as componentes, respectivamente x e y do
Spin nao tem realidades fisicas simultaneas, isto €, é
sempre possivel implementar a realidade fisica de uma
delas mas nunca a realidade fisica de ambas a uma s6

Vez.

[H]- No congresso de Varsévia em 1938 [2] Bohr
comentou que a demostracao de von Neumann sobre
a suposta impossibilidade de completar, de maneira
causal, a mecanica quantica por meios de parametros
escondidos ( “hidden wvariables”), constituia essencial-

mente numa conclusao que ele préprio havia chegado
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P,X — XP, = —ih (1)

onde A é a constante de Planck dividida por 27.

A leitura que Bohr faz destes resultados é a seguinte:
podem ser atribuidos a ambos tanto a P, (momento
linear em #) quanto a X (coordenada z), realidades
fisicas. No entanto, P, e X nao tém realidades fisicas
simultaneas. A razao precipua dessa impossibilidade
residiria no carater irremovivel do quantum minimo
de acdo h. Os pontos [D] e [E] podem ser vistos,
grosso modo, como a leitura fisica (metaformal), isto
é, transcendendo o formalismo da mecanica quantica,
que a escola de Copenhagen faz do resultado for-
mal matematico (1), resultado formal matematico esse
aceito pelas outras Escolas de Pensamento com leituras
fisicas (metaformais) distintas.

[G]- No corpo do formalismo, aquilo que vale para
P, e X, vale também para quaisquer outros dois op-
eradores lineares hermitianos que nao comutem entre
si. Por exemplo, para os operadores de Spin de Pauli

utilizados na teoria quantica de spin meio vale a regra:
S Sy — SySe = thS, (2)

onde:

h
= §(o'xéx—|—0'yéy—|—0'2éz) (3)

por meios mais elementares. Isso é extremamente rel-
evante pois conecta de maneira intima o famoso teo-
rema da impossibilidade de von Neumann ao principio
da complementaridade de Bohr. David Bohm [3-6] foi
capaz de formular uma teoria que fazia exatamente
o que o teorema da i1mpossibilidade de von Neumann
proibia. Abriu-se em seguida a discussao segundo a
qual a adocao de Bohr nao era a unica possivel e por
conseguinte, outras leituras de formalismo matematico

da mecanica quantica sao possiveis.

Os pontos levantados em [A], [B], [C], [D], [E], [F],

[G] e [H] sdo alguns dos que consubstanciam a inter-
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pretacao mais frequentemente adotada para explicar os
fenomenos atomicos. Ela foi adotada por Bohr, Heisen-
berg, Pauli, Born e muitos outros fisicos. No entanto,
divergiram dessa concepc¢ao alguns fisicos notaveis en-
tre os préprios criadores da mecanica quantica. Planck,
Einstein, Ehrenfest, Schrodinger e de Broglie sao ex-
emplos embleméticos dessa divergéncia [7]. Uma mi-
noria de altissima qualidade. Podemos constatar que
a interpretacao que se da a teoria quantica nao é re-
dutivel ao seu formalismo. Podemos até mesmo dizer
que nenhuma interpretacao que se dé ao formalismo da
mecanica quantica é consequéncia necessaria desse.

Neste artigo queremos mostrar que ha escolhas
metodolégicas importantes que fazem exatamente tanto
o que o Principio da Complementaridade quanto o que o
teorema de von Neumann estabelecem como proibitivo.
Exatamente em cima de um contra exemplo concreto é
que embasaremos os nossos comentarios.

O presente artigo esta organizado da seguinte
maneira: na secao 2 daremos um exemplo concreto
(tirado da mecanica clissica) de uma descri¢do, ao
mesmo tempo, causal e espago-temporal. Trata-se da
queda livre de Galileu. Na secao 3 introduziremos a
questao da leitura de alguns aspectos do formalismo
da mecanica quantica que dizem respeito a presente
analise. Na secao 4 discutiremos brevemente a teoria
quantica do spin 1/2 e um modelo de varidveis ocultas
[8-10] que, contrariamente ao que estabelecem a com-
plementaridade de Bohr e o teorema da impossibilidade
de von Neumann, pode reproduzir resultados quanticos.
Discussoes ampliadas do tema sao realizadas nas se¢oes

5 e 6 nas quais fechamos o presente artigo.

Temporal

Tomemos um exemplo simples de uma descricao,
ao mesmo tempo, causal e espago-temporal. Seja o
fenomeno da queda livre de Galileu. A distancia H per-
corrida por um corpo em queda livre estd relacionada
com o tempo t de queda livre através da seguinte
relagao:
H= Lo (5)
2
Por descrigao espago-temporal entendemos uma tal que,
matematicamente, nos forneca, em todos os instantes
da queda, que no caso especifico se da em linha reta,
todos os pares (hy, t1 ), (ha, t2 ), ..., (hg, tr ). Por de-
scricao causal entendemos, fundamentalmente, as leis
de conservacao da energia e da conservacao da quan-
tidade de momento linear, no tocante ao caso em con-
sideracao. Assim, por exemplo, a energia é a causa do
movimento e, por conseguinte sua conservacao constitui
sua causa formal. Era isso o que Niels Bohr entendia
[11] por causa. Se aceitarmos esses conceitos podemos
dizer que para quaisquer tempos todas as coordenadas
de queda sao conhecidas e ao mesmo tempo, todas as
energias cinéticas e potenciais do objeto em queda.
Seja pois um corpo que cai de uma altura de bm.
Tomemos por simplicidade a aceleracao da gravidade ¢
como g = 10m/s%. Para um instante de tempo ¢ = 0.0s,
teremos H = 0.0m, isto é, a queda ainda nao comecou
e por conseguinte o corpo nao percorreu distancia al-
guma. Da equacdo (5) podemos substituir os valores
de tempo e construir uma tabela fornecendo a distancia

percorrida em queda livre e o correspondente tempo de

2. Descricao ao Mesmo Tempo Causal e Espaco- queda.
Distancia Percorrida H(m) | Tempo de Queda t(s)
0,00 0,00
0,05 0,10
0,20 0,20
0,45 0,30
0,80 0,40
1,25 0,50
1,80 0,60
2,45 0,70
3,20 0,80
4,05 0,90
5,00 1,00

Tabela 1
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Calculemos as energias cinéticas e potenciais
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em todos esses instantes, supondo que o corpo que cal tem massa de

1Kg.
Distancia do Solo (m) | t (s) | E. Cinética (j) | E. Potencial (j) | E. Mecanica (j)
5,00 0,00 0,00 50,00 50,00
4,95 0,10 0,50 49,50 50,00
4,80 0,20 2,00 48,00 50,00
4,55 0,30 4,50 45,50 50,00
4,20 0,40 8,00 42,00 50,00
3,75 0,50 12,50 37,50 50,00
3,20 0,60 18,00 32,00 50,00
2,55 0,70 24,50 25,50 50,00
1,80 0,80 32,00 18,00 50,00
0,95 0,90 40,50 9,50 50,00
0,00 1,00 50,00 0,00 50,00
Tabela 2

Uma simples visao conjunta das duas tabelas acima nos
fornece uma 1déia precisa do que seja uma descri¢ao, ao

mesmo tempo, causal e espago-temporal.

Por exemplo, em qualquer instante da queda pode-
mos calcular, ambas, a energia cinética e a energia po-
tencial; embora elas variem durante a queda, a soma
dessas quantidades em qualquer instante, é a mesma

(no caso especifico, 507).

Também, as coordenadas do centro de massa sao,
em quaisquer instantes, conhecidas. Deste modo, tanto
os diversos (hy, t3), quanto os correspondentes pares

(Egin, Ezom') os quais sao ligados pela relagao:

Ef™ 4 B =50 (6)

assumem valores que coexistem em quaisquer instantes

da queda.

Descri¢bes ao mesmo tempo causais e espaco-
temporais constituem caracteristica importante de toda
Fisica Cléssica. E assim no caso da queda livre o
qual constitui um exemplo especialmente transparente
e pedagogico.

Em mecanica, eletrodinamica, etc, tais descrigoes
sa0 sempre possiveis. Serd possivel assim para

fenomenos atomicos?

Os fisicos da escola de Copenhagen sustentam que,
no que se refere aos fenomenos atomicos, isso é nao
é possivel. A razao alegada tem raizes profundas no

quantum minimo de agao h (constante de Planck).

Complementaridade e Indeterminacao

A fim de interpretar os fenomenos duais da matéria
e da radiacao, muitas idéias novas foram articuladas
dentre elas as de complementaridade e indeterminacao,

respectivamente propostas por Bohr e Heisenberg.

Bohr argumentou que os conceitos classicos de onda,
particula, causa, que constituem legado herdado pela
tradicao classica, sao imprescindivelis para a compreen-
sibilidade [12] dos fendmenos. (A fim de ter em mente o
que concebia por compreensibilidade, ver o exemplo da
queda livre de Galileu na qual coexistem as descrigoes
causais e espaco-temporais). Em que pese o cardter im-
prescindivel a ser legado pela tradigao classica, segundo
Bohr, os conceitos classicos nao podem ser aplicados
ao mesmo tempo: se tivessemos uma descricao rig-
orosamente causal, a descri¢ao espaco-temporal ficaria
prejudicada; vice-versa, se tivessemos uma descri¢ao
rigorosamente espaco-temporal a correspondente de-
scricao causal ficaria prejudicada. Em outras palavras
segundo Bohr, causa e espaco-tempo nao podem co-
existir nos fenomenos atomicos como na descricao da
queda livre mostrada na se¢ao anterior. A complemen-
taridade de Bohr pode entao ser resumida: causa e
espaco-tempo sao imprescindiveis embora se excluam
mutuamente. Também onda e particula (conceitos her-
dados do legado classico) sdo imprescindiveis na analise
dos fenomenos atomicos, embora, também, devam se

excluir mutuamente.
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As relagoes entre a complementaridade de Bohr e a
famosa relagao de incerteza de Heisenberg sao reivin-
dicadas grosso modo da seguinte maneira. Numa de-
scrigao classica como a da queda livre de Galileu, como
causa (conservacao da energia e do momento linear) e
trajetdria (espago-tempo) coexistem, as incertezas na

posicao e do momento linear sao ambas nulas.
3. Sobre o Formalismo

A estrutura formal da mecanica quantica contém el-
ementos como autovalores, autovetores, operadores lin-
eares hermitianos associados a grandezas fisicas, espaco
vetoriais, entre outros. Um conceito bastante impor-
tante, no corpo do formalismo, é o da equacao de au-
tovalores. A equacao de autovalores tem a seguinte es-

trutura:

RY = ¥ (7)

O operador hermitiano R associado & grandeza fisica
R age sobre uma func¢ao de onda ¥ descrevente de um
dado estado quantico e fornece um autovalor r (real) da
grandeza fisica correspondente para esse mesmo estado
quantico em questao.

A coordenada z é uma grandeza fisica e, por con-
seguinte, estd associada a um operador hermitiano Q.

A equacao de autovalores correspondente é:

Q¥(q,7)=q¥(q, z) (8)

A solucao da equacdao de autovalores acima é uma

func¢ao do tipo delta de Dirac:

¥(g,z) =6(x —q) (9)

normalizada sobre a unidade de comprimento no espago
do nimero de onda (¢ é um valor real arbitrdrio). A
funcao acima é inteiramente localizada em x = ¢. Do
ponto de vista matematico, uma func¢ao inteiramente lo-
calizada em um ponto no espaco do # esta inteiramente
estendida no espago dos momentos p, como mostra a

representagao integral da func¢ao delta dada por:

§a) = L /_00 eV dy (10)

27 J_ oo

Deste modo teremos,

\Il(q’ x) = 6(1‘ — q) = %/ dp/eip’(x—‘J)/ﬁ (11)

A equagao acima mostra uma integracao no espaco dos
, - .
momentos p’ de —co a co. Isso significa que a imple-
mentacgao exata da coordenada na posicao ¥ = ¢, im-
plica numa indeterminacao total do seu momento.
A situacao é andloga para a equacao de autovalores

dos momentos:

PO(p,z) = pO(p, ) (12)
onde:
p=—ind (13)
o oz

Resolvendo a equacao acima, obtemos:

O = ¢'reolh (14)
densidade  de  probabilidade
O(p,2)0*(p, ) = |O(p, x)|* leva a um valor constante.

A analise da

Tal fato mostra que quando um autovalor p’ é imple-
mentado, ha uma indeterminacao completa do valor
de z, posto que a densidade |O(p,z)|? é constante ao
longo de z.

Os resultados acima fazem parte do préprio formal-
ismo matematico da mecanica quantica. O que tran-
scende o formalismo é a interpretacao segundo a qual
a nao comutacao dos operadores Q = qge P = —ih%
expressa por [@, P] = —ih seja interpretada como a
nao simultaneidade das realidades fisicas da posicao e
do momento de uma particula. Uma tal interpretacao,
como veremos adiante, submete o conceito de realidade
fisica ao mero conceito operacionalista de medida, o

que, sem duvida, tem uma forte conotagao positivista.

4. Teoria Quantica de Spin 1/2 e um Modelo

que Reproduz seus Resultados

Vejamos agora que os resultados da teoria quantica
de spin 1/2 podem ser obtidos a partir de um mod-
elo que atua de tal maneira a fazer exatamente
o que o teorema de von Neumman proibe. Em
outras palavras, é perfeitamente possivel completar
causalmente a mecanica quantica e, além disso, até
mesmo completd-la deterministicamente, pelo menos
neste exemplo particular.

Nesta seccao procederemos da seguinte maneira:

primeiramente exploraremos a teoria quantica de spin
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1/2 mostrando como sao obtidos os autovalores do op-
erador de spin R na representacao matricial 2 x 2 e as
probabilidades desses autovalores correspondentes aos
dois autoestados possiveis; em seguida, num segundo
momento, apresentaremos o modelo “Statistical ensem-
ble of spinning spheres” (Conjunto Estatistico das Es-
feras Girantes) que reproduz todos os resultados da
mecanica quantica de spin 1/2; isto é autovalores, au-
tovetores, probabilidades, e 1sso, através de uma abor-
dagem causal e até mesmo determinista. Em outras
palavras, é apresentado um contra exemplo do teorema

da impossibilidade de von Neumman.
4.a Teoria Quantica de Spin 1/2

Seja:
R=al+ B & (15)
o operador mais geral de spin 2 x 2 onde [ é a matriz
identidade e & é tal que suas componentes sdo as ma-

trizes de Pauli (4); o, By, By e B, séo constantes reais,

com

B = B,é, + Byé, = B.é, (16)

o= (1) =e(1) (1)

o estado mais geral para particulas de spin 1/2. A

Seja

equacao de autovalores:
R|Y >=r|¥ > (18)

< W|R|W >= (1,0)(

Tendo em vista as férmulas acima, teremos

a+ B, = (a+|B))p1 + (e — |B)(1 - p1)

Calculos diretos nos levam as probabilidades:

1 B,
=— |14+ = 25
P1 9 ( |B|) ( )

o+ B,
B, +1iBy
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nos dara:

o+ B, B, —iB, a \ a
(a3, Wi ) (0)=-(0) o

Uma solucao nao trivial requer que o determinante de
(R — rI) seja diferente de zero. O procedimento desses
calculos bastantes diretos nos leva aos dois possiveis

autovalores r de R que sao:
r=oa+|B (20)

Procedamos agora ao calculo das probabilidades corre-
spondentes aos autovalores acima. O valor médio de R

no estado +W¥ é:

< W|R|Y >= PP (21)
p1+p2

ou seja, € igual a média ponderada dos dois autovalores

possiveis 71 = a+|B| e r, = a—| B, onde, naturalmente

as probabilidades, respectivamente p; e ps, constituem

fatores ponderais. Tendo a vista uma normalizacao da

probabilidade total a unidade, teremos:
ptp2=1 (22)

Sem que constitua qualquer perda de generalidade,
podemos escolher um & - 7 no qual a dire¢ao de n coin-

cida com o eixo z. Assim teremos;

0, >= ( : ) (23)

Desde modo,

B, —iB, 1Y\
2= ) (1) avn, o

1 B,
P2 = 5 (1 - |§|) (26)

4.b - Modelo do conjunto estatistico das esferas

girantes

Vejamos um modelo que reproduz os resultados da

teoria quantica de spin 1/2.
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Seja um conjunto estatistico de esferas girantes
(“Statistical Ensemble of Spinning Spheres”). Cada
uma dessas esferas tem um momento angular apon-
tando (ver Fig. 1) para a sua correspondente dire¢ao X
O angulo formado entre Xea dire¢do positiva do eixo z
éigual a f. A fim de reproduzir os possiveis autovalores
do observavel R, onde, tal como na teoria quantica de
spin 1/2; as quantidades « e B sdo dadas, concebemos
um aparato que segue os seguintes passos:

1° Passo: Medimos em cada uma das esferas gi-
ratérias o sinal do produto escalar (X . E) correspon-

dente

"= sinal(X~ B) (27)

Evidentemente, pt = £1.
29 Passo: Multiplicamos u por B.
39 Passo: Adicionamos « ao resultado anterior de

tal maneira que obtemos

o+ p| Bl (28)

-,

Evidentemente, as esferas cujos valores de lambda ()
formam um angulo com a direcao fixa (E) tal que
(X . E) > 0, corresponderao, no contexto do presente
modelo, ao autovalor 1, = o + |B| de R da teoria
quantica de spin 1/2. Do mesmo modo, as esferas cujos
valaores de (X) formam um angulo com a direcao fixa
(E) tal que (Xé) < 0, no corpo do modelo, correspon-
dem ao autovalor r; = a — | B| de R dado pela teoria

quantica de spin 1/2.

Figura 1. No contexto do modelo do conjunto estatistico de
esferas giratorias, A desempenha o papel de varidvel oculta.
8 é o angulo formado entre A e o eixo positivo Z. Conforme

a eq. (29), os valores possiveis de § cobrem o intervalo de
—7/2 a /2.

A fim de representar o estado |¥; >= ( é ) no

corpo do presente modelo suponhamos que os diversos

(X) sao distribuidos na esfera de acordo com a lei

p(0) = %cos(@) para— & > 0> %
0 para qualquer outro valor de 6

(29)
Evidentemente,

o
/0 p(0)d0 = 1 (30)
O que significa que a densidade dos (X), distribuidos
pelos diversos angulos possiveis # quando integrada so-
bre todo o universo de possibilidades de ¢ dada por (30)
fornece o resultado igual 1.

Vejamos como o presente modelo também é capaz
de fornece as probabilidades correspondentes aos dois
autovalores obtidos pela teoria quantica. Aqui py corre-
sponde a probabilidade do autovalor ry e ps corresponde

a probabilidade do autovalor ry. Assim:

pt+p2=1 (31)

Vejamos a Fig. 2 | na qual a diregao fixa B forma um
angulo ¢ com a direcao do eixo z positivo. Todos os
(X é) positivos serao aqueles para os quais X assume
valores tais que o angulo # (que é angulo formado en-
tre A e a direcao positiva do eixo z) varia de —7/2 a
(r/2 — ¢) conforme a Fig. 2.

Toda a regiao hachuriada da Fig. 2 diz respeito a
probabilidade do autovalor ry. A probabilidade corre-

spondente p; sera:

ISIE

-0 50 cos0 1
P :/ p(e)dez/ 57 o = 51+ cos]

z 2
com B
cos¢p = —
| B|
logo
1 B,
= - e 32
p= g E (32)

A probabilidade p, correspondente a ro serd aquela
obtida através da integracao sobre os valores negativos

de (X . é) Assim (ver Fig.3),
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pa = / p(6)do
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(nf2)-¢

+ xf2

Figura 2. No contexto do modelo, a probabilidade p; do

A
autovalor r; é reproduzida para valores tais que (A-B) > 0,
o que corresponde a regiao hachuriada acima.

F 3 Z
(=f2)-¢ —

+ nfl -nf2

Figura 3. No contexto do modelo, a probabilidade p2 do

A
autovalor rp é reproduzida para valores tais que (A-B) < 0,
o que corresponde a regiao hachuriada acima.

5. Discussao

Um resultado que merece énfase é que o modelo do
conjunto estatistico das esferas giratérias, além de re-

produzir a teoria quantica de spin 1/2, ainda permite
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espaco para se contestar uma série de aspectos da inter-
pretacao de Bohr. Efetivamente, no contexto do modelo
estudado, uma medida de (ol + B &) sobre uma dada
esfera do conjunto é determinada completamente pelo
valor de X dessa esfera. Desta maneira, concluimos que,
no contexto desse modelo, as medidas revelam a causa
responsavel pela obtencao de ambos os autovalores rq
e r9 de R. Efetivamente, todas as esferas que exibem
lambdas tais que (X . é) > 0 implicam o autovalor ry
de R, enquanto todas aquelas que exibem (X . é) <0
implicam no autovalor de ry de R. Concluimos entao
que o valor do produto escalar constitut a causa que
implica algum dos dois autovalores r1 ou ro. Mais es-
pecificamente, como o valor de B é dado, pois trata-se
de ingrediente do préprio observavel em questao, entao
concluimos que o valor de X para cada esfera consti-
tui a causa que implicard algum dos dois valores (r1 ou
r2). Isso significa que, em linha de principio é perfeita-
mente possivel reproduzir resultados quanticos procu-
rando causas locais. Deste modo, é possivel encontrar
causas para os fenomenos quanticos, o que significa que
estamos diante de um contra exemplo da posi¢ao que
expressa a impossibilidade de se completar a mecanica
quantica de maneira causal. Em outras palavras, o
modelo estudado faz exatamente o que o teorema de
von Neumann proibe.

Uma outra coisa que pode ser dita é que a dis-
tribui¢ao dos X determina também as probabilidades.
Como foi dito, todas as esferas para as quais (X é) >0
estao relacionadas com o autovalor r; enquanto todas
as esferas para as quais (X . é) < 0 estao relacionadas
com o autovalor r5. As probabilidades correspondentes
sdo determinadas por causas locais [13] que também
sao propensoes locais. E a distribuicao dos (X) con-
forme uma dada lei que constitui numa causa de p; e
p2. Sem duvida uma interpretacao desse tipo é pre-
ferivel as interpretacoes subjetivas das probabilidades
como a ignorancia ou desconhecimento do observador.

Passemos a um outro ponto. Vejamos o que pode
ser dito sobre a interpretacao de Bohr e Heisenberg se-
gundo a qual a nao comutacao das componentes de
spin necessariamente implique na nao implementacao
simultanea das realidades fisicas dessas duas compo-
nentes. Ora, no contexto do presente modelo, a causa
(”Hidden wvariable”) implica na determinacao do mo-

mento angular e consequentemente na simultaneidade
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das realidades fisicas de todas as suas trés componentes.
Deste modo, no contexto do presente modelo, todas as
componentes de spin sao simultaneamente reais. No en-
tanto, a medida simultanea de duas delas é impossivel
pois cada uma das medidas implica numa redistribuicao
dos diversos (X) do conjunto estatistico de esferas gi-
ratorias. Essas distribuicoes se dao sobre conjuntos
diferentes e incompativeis. Dai a impossibilidade de
medida simultanea das componentes de spin, o que é
muito diferente de dizer que as duas realidades fisicas
nao coexistam. E necessario que levemos em conta as
circunstancias segundo as quais as medidas realizadas
pelo aparato sobre os elétrons (no corpo do modelo tais
medidas sdo realizadas sobre as esferas girantes) redis-
tribuem os diversos lambdas das esferas. No entanto,
deveremos assumir, que apds cada uma dessas medidas,
a nova redistribuicao tem lugar conforme a mesma lei
expressa por (29).

As relacoes de indeterminacgao sao assim interpre-
tadas como relagoes de dispersao, ou seja, como relagoes
de espalhamento sobre o conjunto estatistico. As
relacoes de Heisenberg sao entao lidas sem quaisquer
apelos a atributos do sujeito tais como os de incerteza.
Ao invés de se atribuir & incerteza, pois essa constitui
um atributo do sujeito e nao da natureza, se atribui a
algo como dispersao. E o produto de dispersces é que
estd relacionado com o quantum minimo de agao h, e
certamente com a dualidade objetiva.

Outro ponto que merece destaque diz respeito ao
fato do modelo nao levar em conta uma propriedade tao
importante quanto a dualidade. O modelo nao pode ter
pretensao de cobrir todos os aspectos do real; o impor-
tante fenomeno da dualidade, nao é contemplado pelo
presente modelo. E necessario darmos énfase ao fato
desse nao ser um modelo realista a toda prova. O al-
cance do modelo é apenas o de provar que as idéias de
impossibilidade nao podem se sustentar. A partir dai
0 que se espera é a proposta de modelos melhores que
incluam a dualidade. No corpo da teoria quantica de
spin 1/2 também nao é transparente a dualidade. Ela
aparece muito mais como uma leitura transcendendo o

formalismo.
6. Observacoes finais e conclusoes

E fato conhecido que o formalismo matematico da

mecanica quantica nao necessariamente implica uma

dada interpretacao. Por exemplo, no que concerne a
dualidade, a adogcao da mutua exclusao da escola de
Copenhagen conduz a problemas que podem ser evita-
dos através de uma outra escolha metodolégica, igual-
mente legitima, como a que segue a linha inicialmente
proposta por Einstein e por de Broglie.

No que concerne a interpretacao de Copenhagen do
resultado segundo o qual a nao comutacao de dois op-
eradores hermitianos implique necessariamente a nao
realidade fisica simultanea das grandezas fisicas corre-
spondentes, muito espaco existe para discussao inclu-
sive, sobre qual o critério da realidade a ser adotado.
Como sabemos, no famoso trabalho de EPR (Einstein,
Podolsky e Rosen)[14] foi proposto o critério de reali-

dade seguinte:

?If, without in any way disturbing a system, we
can predict with certainty (i.e., with probability
equal to unity) the value of a physical quantity,
then there exist an element of physical reality cor-
responding to this physical quantily.” [Se, sem per-
turbar de qualquer maneira um sistema, puder-
mos predizer com certeza (isto €, com probabili-
dade igual a unidade) o valor de wma quantidade
fisica, entdo existe um elemento da realidade fisica

correspondente a essa quantidade fisica.]

Tal como discutimos na sec¢ao 3, a implementagao
precisa da coordenada x implica numa dispersao infini-
tamente grande do momentum linear p, da particula
e, vice versa, a implementacao de p, implica numa dis-
persao infinitamente grande da posicao dessa particula.
Desta maneira, com base no critério EPR, como os val-
ores de & e p, nao podem ser previstos simultaneamente
com uma probabilidade igual a 1 (isto é, certeza), logo
eles nao podem ter realidades fisicas simultaneas. No
entanto, se esse é o caso quando tivermos um objeto
quantico apenas (ou seja, apenas uma particula), ndo
serd o caso de dois objetos quanticos correlacionados.
Einstein, Podolsky e Rosen foram capazes de mostrar
um caso concreto em que poderiamos atribuir reali-
dades fisicas simultaneas & diferenca da posicao de duas
particulas e a soma de seus momentos lineares, nesse

exemplo de Einstein vale a comutacao,

[((ja - (jﬁ)a [(ﬁa - i)ﬁ)] =0 (34)
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(Para um maior aprofundamento da questao, ver [14] e
[11).

Vejamos agora o exemplo classico seguinte: 1 litro
de dgua ferve a 100°C e se congela a 0°C . Ambas as pro-
priedades (ebuli¢do e solidificagdo) podem ser previs-
tas com certeza, isto é, (probabilidade igual a unidade
de acordo com o critério de realidade de EPR) ambas
constituem elementos de realidade. Evidentemente o
mesmo litro d’agua nao pode ferver e se congelar simul-
taneamente. No entanto, ambas as propriedades po-
dem ser previstas com certeza, no contexto do critério
de EPR, pois ambas decorrem de propriedades fisico-
quimicas acerca da molécula de HoO. Evidentemente,
ambos os elementos de realidades resultantes da pro-
priedade fisico- quimica da agua podem ser previstos
com certeza, e simultaneamente, com base no critério
de EPR apesar de que a fervura e o congelamento so-
mente possam acontecer simultaneamente para difer-
entes por¢oes d’agua. A questao central, tal como no
caso das diversas componentes do spin, é que o fato
delas nao serem simultaneamente mensuraveis nao im-
plica em que as realidades fisicas simultrieas nao tenham
lugar.

E bom que se dé enfase ao fato segundo o qual a real-
idade fisica (para os realistas) tem um nivel ontolégico
superior & mera operacao de medida que se faca dela
embora sem duvida, medidas também alterem a reali-
dade. O fato mais fundamental, no entanto, é que para
os realistas, ha realidade mesmo independentemente da
medida, enquanto os positivistas submetem a realidade
as operacgoes de medida.

Consideremos a interessante questao de saber o
porqué de Bohr ter proposto um principio explica-
tivo tao pessimista e cheio de impossibilidades o que
leva a uma conclusao decepcionante quanto aquela que
segundo Popper seria a ingrata tarefa de tornar a
incompreensibilidade “compreensivel”, isto é, apenas
domavel.

Vamos agora nos referir ao ambiente cultural que
Bohr se inspirou para propor uma solucao tao drastica
sobre a realidade. Varios autores constataram (ver por
exemplo 15) a forte influéncia do existencionalismo di-
namarqués e da Lebensphilosophie alema, filosofia esta
muito estranha a fisica de Galileu, Newton, Faraday,
Maxwell e Einstein. O tratamento desses aspectos im-

portantes foi dado em varios trabalhos. A sua discussao

131

é muito importante mas nao serd feita neste trabalho.

Finalizando o presente trabalho gostariamos de dar
énfase que as questoes aqui tratadas dividiram a opiniao
de cabecas entre as mais finas da fisica deste século XX.
Sao questoes multifacetadas e que ainda requerem re-
flexao. O presente trabalho pretende ser um fato moti-
vador deste debate e é dirigido a um priblico amplo de
professores; pesquisadores, estudantes e outros grupos

de pessoas interessadas no tema.
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