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No presente trabalho exploramos a possibilidade de uso da computacao grafica para sim-
ulagao de um laboratdrio dedicado ao estudo do comportamento dinamico da cadeia atomica
linear. Preliminarmente desenvolvemos um programa para visualizar a construgao, passo a
passo, da expansao de Fourier de algumas funcoes. Trabalhamos entao com a cadeia linear,
buscando visualizar, primeiro dentro da aproximacao harmonica, a excitagao de modos nor-
mais, de ondas estacionarias e de pulsos gaussianos, e depois, extrapolando a aproximac¢ao
harmonica, o comportamento da cadeia na preseca de dois ou mais pulsos gaussianos, neste
caso tentando observar o processo de colisao entre excitacoes localizadas necessario para
explicar a conducao do calor em sélidos dielétricos.

In this work we explore the possibility of using computer graphics to simulate a laboratory
dedicated to the study the dynamical behavior of the linear chain of atoms. Preliminarly
we developed a computer program to visualise a step to step construction of functions from
their Fourier expansions. Then working with the linear chain, our aim was to visualise, first
in the harmonic approximation, the excitation of normal modes, of standing waves and of
gaussian pulses, and then, going beyond the harmonic approximation, the behavior of the
chain in presence of two or more gaussian pulses, in this case trying to observe the colision
process of localized excitations required to explain the heat conduction in dielectric solids.

I. Introducao

A computacao grafica esta se tornando um impor-
tante instrumento de apoio ao ensino de Fisica, por per-
mitir, com o recurso de animacao de imagens, nao sé
a visualizagao de fenomenos fisicos, mas mesmo a sim-
ulagao do comportamento dinamico de sistemas, e dessa
forma introduzir um substituto (vantajoso sob muitos
aspectos) para o laboratério. E ao mesmo tempo in-
strutivo lidar com o problema da simulacao, pois ele
torna explicito a modelagem de sistemas e acaba sem-
pre levantando a questao do desempenho do algoritimo
utilizado.

O fenomeno estudado é o comportamento vibra-

cional de uma cadeia atomica linear, tomada como
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modelo unidimensional de um sélido. A simulacao foi
realizada com base na equagdao de Newton, consider-
ada primeiramente dentro da aproximacao harmonica
- como se 0s atomos estivessem ligados por pequenas
molas - para se ter a observacao da resposta do sistema
diante de condic¢des iniciais e de contorno correspon-
dentes a ativacao de modos normais, de ondas esta-
cionarias e de pacotes de onda que se propagam ao longo
da cadeia. Depois consideramos o efeito nao-harmonico
da interacao entre pacotes de ondas, eles vindo a con-
stituir excitacoes localizadas necessarias para explicar

a conducao de calor em sélidos.

A cadeia linear é aqui representada por uma
sequéncia horizontal de pequenos circulos na tela do

computador, capazes de se movimentar verticalmente
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com a passagem de excitagoes transversais, ou horizon-
talmente com a passagem de excitagoes longitudinais.
As condi¢oes iniciais determinam as posi¢oes inicials
dos circulos, mas a partir dal as novas posi¢oes sao de-
terminadas por solucao numérica da equacao de New-
ton.

Uma vez que a construcao de um pacote de ondas se
baseia na idéia do principio da superposicao, decidimos
incluir no trabalho a visualizag¢ao de como este principio

permite a construcao gradativa da forma de uma fungao
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a partir da soma dos termos consecutivos de sua ex-
pansao em série de Fourier. Em particular consider-
amos a fun¢ao Gaussiana, procurando mostrar como
esta fungao pode ser obtida pela superposi¢ao de ondas
senoidais. O interesse particular no pacote Gaussiano
estd em que ele é a forma aqui escolhida para represen-
tar excitacoes localizadas no sistema. Utilizamos aqui a

expressao usual da expansao de Fourier de uma funcao

f(x)

= 2 2
flz) = Ag(z) + Z Ancos%x + anen%x

n=1

onde L é o periodo da funcao e os coeficientes sao dados por

9 (L2 2
A, = —/ f(x)cos%xdx

—L/2

II. O algoritmo de simulac¢ao

O tratamento do problema consiste em resolver nu-
mericamente o par de equacdes diferenciais ordinarias

de la. ordem

d“g_t(t) - %[ypﬂ(t) + yp—1(1) — 2y, ()]

dyp(1) _
—q =

onde vp(t) e y,(t) representam a velocidade e a posigao
instantaneas do p-ésimo de uma sequéncia de N atomos,
k é a constante de mola e m a massa do atomo. A
primeira delas é a equacao de Newton, escrita para a
situagao em que cada atomo interage apenas com os
dois vizinhos mais préximos (ASHCROFT, 1976), e a
segunda é a equacao de definicao da velocidade.

Ao se discretizar este sistema de equagoes, tendo em
vista sua resolucao numérica, é importante a busca de

algoritmos suficientemente rapidos, para que, ao se im-

primir toda a sequéncia de circulos na tela do computa-
dor em ciclos sucessivos do processamento, se tenha
impressao de continuidade de movimento dos mesmos.
Neste sentido é apropriada a escolha dos chamados
algoritmos explicitos, para os quals a variavel depen-
dente (v, ou y,) sé aparece no lado direito da ex-
pressao quando vélida para um instante anterior. Tais
métodos apresentam entretanto o problema da instabil-
idade, por causa da magnitude do erro numérico - da
ordem do préprio incremento do tempo - a que estao
sujeitos. Métodos implicitos, por outro lado, podem
apresentar erro de segunda ordem no incremento do
tempo, e sao estaveis, mas tem a desvantagem da maior
lentidao, porque um sistema de equagoes algébricas lin-
eares tem que ser resolvida em cada ciclo de processa-
mento (Butcher, 1994). Utilizamos aqui um algoritmo
explicito, em que as velocidades e as posicoes sao dadas
em instantes de tempo alternados (Visscher, 1991), ca-
paz de eliminar ambas as desvantagens. Tal método

conduz as expressoes
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vp(t+8/2) = vp(t = 8/2) + wg - 6y (t) + vp—1(1) — 20 (1)) (la)

(1) = yp(t — &) + 6vp(1 = 8/2) (10)

onde wq é a frequéncia natural de oscilagao, dada por wg =

Em cada ciclo de execugao, o programa faz exibir
na tela do computador os varios circulos com os re-
spectivos centros nas posicdes (zp,yp), sendo y, dado
pela expressao acima e z, dado por z, = p.a, onde
a é a separacao entre os centros de circulos vizinhos.
No Apéndice discutimos o critério de escolha do incre-
mento de tempo adequado ao bom funcionamento do

algoritmo.

A resposta do sistema é determinada pela escolha
das condi¢oes iniciais e de contorno. Consideramos
aqui a condi¢ao de contorno periddica, yn+1 = y1, tal
como se os atomos estivessemn dispostos ao longo de
uma circunferéncia. Isso permite que as excitacoes da
cadela, ao atingir uma de suas extremidades, reapareca
na outra extremidade, e desde j4 impoe a escolha de
condicoes iniciais com formas de onda de comprimento
de onda igual a uma fracao inteira do comprimento da
cadela. Trabalhamos com as seguintes condi¢Oes inici-

als:

(k/m), e d é o incremento de tempo.

Modos normais.

yp(—d) = Asen(qxp — wqf)

vp(—d/2) = Awgcos(qxp — wqb/2)

onde w, deve satisfazer a relacao de dispersao w, =
2w,sen(qa/2) (ASHCROFT, 1981), sendo ¢ o nimero
de onda, dado por ¢ = 2x/A; A é o comprimento de
onda, que deve satisfazer a condi¢gdo A = Na/n (n in-
teiro).

Ondas estaciondrias.

yp(—6) = Acos(gxp) - cos(wqd)

vp(—6/2) = — Aw,cos(qxp )sen(wqd/2).

Também aqui o comprimento de onda deve ser igual a
uma fragao inteira do comprimento da cadeia.

Pacotes de onda.

up(=6) = Aexp(—((zp — 20 +18)/7)")

vp(—6/2) = =2 Av(x, — 2, + 1/6/2)/g2 exp(—((zp — 2z, + 1/6/2)/7)2)

onde x, é a posicao do centro do pacote no instante
inicial, v e 7 sao sua velocidade de grupo e sua largura
iniciais. Pacotes de onda gaussianos estreitos quando
comparados com a largura da tela, como aqueles com
que aqui trabalhamos, sao gerados pela superposi¢ao
de ondas com comprimentos de onda em geral nao
satisfazendo a condi¢ao de contorno periddica. Se na
expansao de Fourier considerada acima tomadassemos

L igual ao comprimento da cadeia, satisfariamos a

condicao de contorno, mas teriamos um unico pulso
ocupando todo o comprimento da cadeia. Por outro
lado, é possivel relaxar a condicdao de contorno e veri-
ficar qual é exatamente a consequéncia de sua presenca

sobre a evolucao do sistema.

Colisao de dots pulsos. Dentro da aproximagao
harmonica, dois pulsos que se propagam em direcoes
opostas, se cruzam sem sofrer modificacao. De acordo

com a Mecanica Quantica, para se observar efeitos de
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colisao é necessario introduzir uma perturbacao nao-
harmonica, que, nos dois termos de ordem mais baixa,

modifica a lei de Hooke para

F=k(y+ecy’ +dy’) = k(y) -y
k(y) = k(1 + ey + dy*) (2)

onde ¥ = (Ypy1 — ¥p) OW ¥ = (Yp—1 — yp). O termo
em y? sozinho produz o efeito de catastrofe, o que leva
A inclusdo do termo em 3. A introducdo destes dois
termos requer o necessario cuidado quanto a possivel
violagao do argumento desenvolvido no Apéndice, pois
em principio eles alteram a matriz de evolucao do sis-
tema, 14 introduzida. O argumento pode ser preservado
com a escolha apropriada dos valores dos parametros ¢
e d da expressio (2), tais que k(y), quando utilizado

para determinar a quantidade

b(y) = [wo(y)d]* = (k(y)/m)8” (3)
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resulte em valores de b(y) entre 0 e 1, como discutido

no Apendice.
ITII. Resultados e Conclusoes

Os programas foram construidos com a linguagem
Ct+ (Press et al, 1992). A figura 1 mostra o aspecto
da tela do computador em dois estagios da execucao do
programa para a expansao de Fourier da funcao dente-
de-serra. Este aspecto é tipico também para a expansao
da funcao onda-quadrada e da funcao gaussiana. Em-
bora a figura nao reflita toda a riqueza de detalhes da
tela do computador, verifica-se a convergéncia para a
funcao desejada e pode-se considerar que o resultado s6
nao é melhor devido a limitagao na precisao de calculo,
de tal forma que a propagacao de erros acaba se re-
fletindo na forma um pouco difusa da distribuicao de
pontos ao longo da linha que mostra a forma final da

funcao.

EXPANSAO DA FUNCAQ DENTE DE SERRA

—n-gsino termo da série (n=3)

—sama das termos da série

EXPANSAO DA FUNGAD DENTE DE SERRA

— n-ésimo termo da serie {n=7)

= somMa dos termos da sErie

Figure 1. Aspecto da tela do computador em dois estigios do processamento do programa para a expansao de Fourier da

funcdao dente-de-serra.

A Figura 2 mostra o aspecto da tela em um instante
durante a execuc¢ao do programa para simulacao dos
modos normais, no caso o modo normal com compri-
mento de onda igual a 1/5 do comprimento da cadeia.
Podemos dizer que aqui os objetivos do laboratério sao
atingidos sem restricoes, sendo possivel simular modos
normais e ondas estacionaria de diferentes comprimen-
tos de onda, verificar a invariancia do comportamento
da rede quando o vetor de onda do modo normal é mod-
ificado para outro equivalente fora da primeira zona de

Brillouin (ASHCROFT, 1976), e observar a propagacao

de pulsos gaussianos. No caso da propagacao de pul-
sos estreitos, o sistema responde com uma forma pecu-
liar de dispersao: aparecem pulsos secundarios acompa-
nhando o pulso principal, com intensidade e nimero que
crescem gradativamente. Ai, a diferenca significativa
que se observa entre a situacao com a condi¢ao de con-
torno periddica e a situagao sem ela é que, no segundo
caso, o pulso sofre reflexao ao atingir uma extremidade
da cadela, ao passo que no primeiro caso ele reaparece
na outra extremidade da cadeia. Quando aumentamos

a largura do pulso, o efeito de formacao dos pulsos se-
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cundarios diminui, o que se pode entao atribuir ao fato
de que ele fica menos sensivel ao carater discreto da
distribuicao de massa. Ou seja, a formacao dos pulsos
secundarios tem a ver com a distribui¢ao discreta de

massa e nao com a condicao de contorno.

{compr. onda) = {(canpr. cadeia)/E

Figure 2. Aspecto do o modo normal correspondente a
N=70 e A = 14a.

Na tentativa de caracterizar a colisao entre dois pul-
sos, verificamos que dentro da aproximacao harmonica
nao ha alteracao da forma quando eles se cruzam, o que,
no caso, caracteriza a auséncia de intera¢ao. Quando
introduzimos os termos nao-harmonicos na expressao
da lei de Hooke, também nao hé alteracao visivel na
forma dos pulsos, mas a cadeia como um todo passa
a se deslocar transversalmente. O deslocamento ocorre
na direcao de y, positiva ou negativa, em que a curva de
V(y) passa a exibir o minimo secundario pela presenca
dos termos nao- harmonicos (na direcdo contraria, os
termos nao harmonicos fazem V(y) crescer). A direcdo
pode ser controlada trocando-se o sinal dos termos nao-
harmonicos, e de fato, ela fica invertida quanto inverte-
mos os sinais dos termos de segunda e terceira ordem
na expressao (2). Na Figura 3 indicamos a situa¢ao em
que V(y) exibe o minimo secundério na dire¢ao positiva
de y. Ocorre neste caso um favorecimento ao desloca-
mento da posicao média de cada atomo na direcao pos-
itiva de y, que se reflete produzindo o movimento da
cadela como um todo.

Este movimento, no caso de pulsos longitudinais, se
da ao longo do comprimento da cadeia. E ele; como ver-
ificamos tanto para pulsos transversais como para lon-
gitudinais, é tao mais rapido quanto maior o niimero
de pulsos iniciais presentes. Este resultado, em ter-
mos de uma cadeia real, corresponde a ela possuir uma

temperatura mais elevada. Assim, de acordo com o

nosso modelo classico, um sélido nao-harmonico livre
no espaco é incapaz de sofrer dilatagao térmica, mas
simplesmente experimenta um movimento continuo de
translacao, tanto mais rapido quanto mais elevada a
temperatura. Fixando-se o dtomo de uma das extrem-
idades, de modo a impedir sua translacao mas nao sua
oscilacao, o resultado, em termos da presenca de pulsos
longitudinais, é um aumento do comprimento médio da
cadeia, aumento tanto maior (e com menor flutuagio

de valor) quanto maior o nimero de pulsos presentes.

Neste ponto, vale a pena acrescentar que ima-
gindvamos tirar proveito do poco de potencial se-
cundario que aparece na curva de V(y) quando es-
colhemos apropriadamente os coeficientes dos termos
nao-harmoénicos. Novamente a Figura 3 serve de ilus-
tracao. Com a superposicao de dois ou mais pulsos,
um atomo, que de outro modo estaria oscilando dentro
do poc¢o principal, poderia cair no poco secundario e
ai, desde que oscilasse com amplitude inferior & largura
do pogo, permanecer. Como y representa a separagao
entre atomos vizinhos, tal efeito, considerados pulsos
longitudinais, implicaria no aumento do comprimento
da rede. A explica¢ao da falha do argumento é dada na
mesma Figura 3. No grafico da esquerda, a condigao
0 < b(y) <1 (ver eq. (3)) é satisfeita, mas mostramos
que para ocorrer a transi¢ao da posi¢ao de equilibrio
para o poco secundario os valores de y devem supe-
rior 1500 unidades. No grafico da direita mostramos,
dentro da mesma escala de unidades, os valores de y
atingidos na nossa simula¢ao: para eles, no entanto,
nao se cumpre a condicao de estabilidade. O gréfico
da esquerda mostra ainda a possibilidade de efeito de
catastrofe quando tomamos d = 0 (situacdo indicada

pela linha tracejada).

Contudo, no nosso tratamento ja encontramos, no
efeito de dispersao caracterizado acima, a explicacao
do processo de conducao de calor. Uma vez que a dis-
tribui¢ao de massa em um sélido real é discreta, se de
inicio concentrarmos varios pulsos em uma regiao do
sistema, com o tempo teremos um mailor nimero de
pulsos com menor amplitude distribuidos pela cadeia
como um todo, correspondendo a situacao em que, in-
jetado calor em um ponto do sélido, o aumento local de
temperatura acaba se expandindo para o resto da barra,

até que seja atingida a temperatura de equilibrio.
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Uma versao experimental do programa para sim-

ulagao pode ser solicitado pelo endereco eletronico lu-
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Figure 3. Gréfico de V(y) = v* — |¢|y®/3 + |d|y*/4; para os valores de y & esquerda a condigio 0 < b(y) < 1 é satisfeita (a
linha tracejada vale para d = 0); 4 direita mostramos o intervalo de valores de y alcancados na nossa simulacio, mas com a

condigao de estabilidade violada.

Apéndice

O algoritmo para o presente tipo de calculo pode também ser unitario, no sentido de que, escrevendo-se a equa¢ao

de evolucdo do sistema na forma (aqui, para simplificar, escrita para uma cadeia com 4 dtomos),

se acontecer da matriz de transformacao possuir todos
autovalores com médulo igual a 1. Utilizamos o pro-
grama Mathematica e constatamos que tal acontece se
o parametro b = (w,d)? tiver valores entre 0 e 1, in-
dependentemente da ordem da matriz. A propriedade
unitaria garante que a soma dos quadrados dos elemen-
tos da matriz coluna jamais excedera o valor inicial, e
ter-se-a desta forma a desejada estabilidade do sistema.
Notar que, dado o valor de b, a escolha de w, ou d é ar-
bitraria, de modo que a rapidez de oscilagao do sistema
é determinada pela escolha do préprio b: quanto mais

alto for este valor, mais rapida serd a oscilacao.

[vi(t+8/2)1 [1-2b b 0 b -2b b 0 b][v(t-5/2)]
vy (t+58/2) b 1-2b b 0 b -2b b 0 ||vy(t-8/2)
vi(t+8/2) 0 b 1-2b b 0 b -2b b||vs(t-5/2)
va(t+8/2)1 1 b 0 b 1-2b b 0 b -2b|lvy(t-58/2)
O R 0 0 0 1 0 0 0 v (t-3)
V() 0 1 0 0 0 1 0 0 ¥y (t—8)
y3(t) 0 o0 1 0 o0 0 1 0 y3(t=3)
Lo JLo o 0o 1 0 0 o UL a9
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